Historias de Matematicas
El Problema de las Curvas y el Nacimiento del Calculo

The Problem of Curves and the Birth of Calculus

Roméan Ceano

Revista de Investigacién

Pensamient
Matemat

Volumen X, Ntmero 1, pp. 095-108, ISSN 2174-0410
Recepcién: 10 Feb’20; Aceptacion: 25 Mar’20

1 de abril de 2020

Resumen

En este articulo se explica a grandes rasgos cémo la matematizacién del conocimiento
cientifico que se produjo en los siglos XVI y XVII exigi6 de las matematicas una evolucién st-
bita para poder hacer frente a las nuevas demandas. La matemaética heredada de los griegos
con su matriz geométrica, su aversion al infinito presente y su torpeza en el manejo de curvas
era incapaz de satisfacer las nuevas demandas.
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Abstract

In this paper we overview how the mathematization of the knowledge in the XVI and XVII
centuries demanded from mathematics a sudden evolution to cope with the needs of the new
science. The classical mathematics from Greek and Hellenistic period with its geometric fo-
cus, its reluctance to use infinites and its inability to deal with curves other than conics were
unable to satisfy the challenge.

Keywords: curves, Calculus.

1. Necesidad de matemaéticas

En el siglo XVIII la ciencia dio un salto intelectual que en el siglo XIX se convertirfa en una
revolucién que cambio la humanidad para siempre. Si analizamos lo que sucedi6 en estos dos
siglos y buscamos los antecedentes, de manera inevitable llegamos a la conclusién que el primer
sintoma de lo que iba a ser el futuro se encuentra en la matematizacién de la ciencia durante
el Renacimiento y la época inmediatamente posterior. El acontecimiento cumbre de esta mate-
matizacién fue sin duda la creacién del calculo infinitesimal. Esta creacién fue producto de la
necesidad de herramientas que estuvieran a la altura del desafio que planteaba a las matema-
ticas el convencimiento en las élites intelectuales de que eran la clave para la comprensién del
universo.
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En el siglo XIII Tomés de Aquino promovié el aristotelismo entre los catdlicos y legaliz6 la
prevalencia del conocimiento adquirido sobre el conocimiento innato o revelado en aquellos
asuntos que no fueran estrictamente referidos a la Esencia Divina. A partir de entonces el cre-
yente quedaba libre para examinar el mundo que le rodeaba y deducir él mismo sus leyes, en
lugar de limitarse a preguntarselas a Dios. Este “nihil obstat” a la reflexién sobre el mundo fi-
sico, entrd en relacién simbiédtica con la evolucién econémica y social que produjo en Europa
la prosperidad que sigui6 al final de las epidemias de peste del siglo XIV, creando las bases
de la revolucién cientifica posterior. Sin embargo, el mismo aristotelismo que habia sido revo-
lucionario comparado con el platonismo obscurantista de la baja Edad Media, entré en crisis
cuando en siglo XVI los descubrimientos cientificos y la las invenciones tecnolégicas mostraron
su obsolescencia a todos los niveles.

No era solamente que sus afirmaciones sobre la estructura del universo se hubieran mos-
trado falsas o que sus ideas sobre fisica resultara incongruentes, era la propia concepcién epis-
temoldgica del aristotelismo lo que se habia convertido en un freno. Por ejemplo, su idea de
que las cosas se mueven de manera natural hacia arriba o hacia abajo segtin su naturaleza, in-
vitaba a discutir sobre esencias, no sobre dindmica. La tendencia del pensamiento aristotélico
a la discusion cualitativa sobre esencias se reforzaba por sus reparos a la abstraccién de cuali-
dades geométricas o aritméticas (es decir cuantificables) desde objetos fisicos. Para las personas
que deseaban saber dénde caerfa una piedra lanzada desde una catapulta esta filosoffa natural
discursiva e imprecisa era desesperante.

El exceso de precaucion epistemolégica de la filosofia natural aristotélica no exasperaba solo
a las personas que buscaban aplicaciones practicas del conocimiento teérico sino también a los
metafisicos escoldsticos. El paso de un conocimiento revelado a un conocimiento adquirido por
observacién activa no podia suponer para la humanidad sumirse en un limbo sin estructura.
Para conocer el plan de Dios de forma exacta habfa que interrogar a la naturaleza en lenguaje
matematico, aunque ello supusiera ignorar los escrtipulos de Aristételes. Asi fue como el plato-
nismo volvié a dominar el paisaje intelectual europeo tras dos siglos de aristotelismo. Pero los
dos siglos habian dejado su huella y ya no era posible restaurar la separacién entre el mundo
ideal perfecto y predecible y el mundo real. La misién de los sabios a partir de entonces seria
extender a todo el universo la placida y sélida certidumbre que emanaba de la aritmética y de
la geometria euclidianas. Lo que sucedi¢ en realidad fue que hubo que meter a martillazos las
complejidades de la realidad en el mundo arménico ideal que habian creado los matematicos
griegos.

2. Antecedentes clasicos

Para que el universo fuera explicado como una analogia del espacio euclideo debia ser uni-
forme, isétropo y de tamario infinito, lo cual trafa consigo dificultades epistemolégicas y contra-
dicciones con el cosmos aristotélico que no trataremos aqui. Las dificultades que si trataremos
son las que se refieren a cémo describir curvas en el espacio euclideo, unas formas que en el
mundo real son con mucho las més habituales. El Renacimiento europeo cultivaba la nostalgia
por el mundo perdido de la antigiiedad clasica, del que se consideraba un humilde seguidor. En
esta linea, se suponia que las matemaéticas del mundo cldsico habian sido infinitamente supe-
riores a las que se conocfan en ese momento. Cuando hizo falta representar curvas en el espacio
euclideo los sabios se volvieron hacia los matemaéticos griegos y helenisticos en busca de ayuda.

Existian tres fuentes principales para conocer las matemaéticas anteriores a la larga noche
medieval. La més completa era la Synagogue de Pappus, una enciclopedia de ocho libros que
describe detalladamente el saber aritmético y geométrico acumulado desde los tiempos de Tha-
les de Mileto. Pappus escribié su obra en Alejandria poco antes de la caida de Roma y de la
conversion del Imperio Bizantino al cristianismo, dos sucesos que marcan el final de la Edad
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Antigua. Es probable que él mismo estuviera lleno de nostalgia mientras compilaba los brillan-
tes logros de una tradicién casi milenaria de la que iba a ser el Gltimo representante. Una copia
de la Synagogue se conservaba en el archivo del Vaticano donde debi6 llegar en algtin momento
del siglo XIII. Ademas de esta obra monumental, los sabios del Renacimiento tenian también
acceso a los Elementos de Euclides, traducidos del drabe poco después del afio 1000 d.C. y cuya
gran difusién los habfa convertido en el canon matematico desde su primera publicacién en
Alejandria, poco después de la muerte de Alejandro Magno. La tercera fuente clasica eran las
obras completas de Arquimedes. Este autor no gozaba de la fama de Euclides pero era muy
apreciado entre los ingenieros por su orientacién eminentemente préctica y su concepcién ope-
rativa del rigor y la exactitud. En cuanto en Europa se tuvo acceso a su obra se convirtié en el
matemadtico més influyente y citado.
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Figura 1. De izq. a drcha: Portadas de la edicién de Comandino de la Synagogue de Pappus, de la edicién de 1654 de la obra de
Arquimedes y de la primera edicion en castellano de los Elementos de Euclides.

El estudio de estas tres fuentes de saber matematico cldsico no resultaba nada tranquiliza-
dora para quién buscaba compatibilizar la geometria euclidea con las curvas. No existia ningtn
procedimiento general para calcular dreas, longitudes o tangentes. Tras nueve siglos de traba-
jo, los que van de Thales a Pappus, tan solo la circunferencia y hasta cierto punto la parabola
podian considerarse terreno conocido. Y aunque sus dreas, longitudes y tangentes habian sido
laboriosamente calculadas, la naturaleza de las curvas como objeto matematico y su taxonomia
no quedaban nada claras.

Los métodos ofrecidos para calcular las areas, desde siempre
el principal propésito de la geometria, se basaban en aproximacio-
nes mediante poligonos. Euclides describe el procedimiento 1la-
mado exhaucién, popularizado por Eudoxo y que Arquimedes
manejé con gran virtuosismo. No se trata realmente de un método
sino de una idea genérica que permite construir procedimientos
ad-hoc segtn el problema que se quiera tratar. Como es sabido,
consiste en describir poligonos de tamafio creciente inscritos en
curvas. Euclides nos dice que el requisito principal a cumplir por
el procedimiento propuesto como candidato es que la diferencia
entre el drea del poligono “n 4 1” y el drea de la curva sea menos
de la mitad de la diferencia entre el 4rea del poligono “n” y la de la
curva. De esta manera podemos ir reduciendo la diferencia entre
las dos areas tanto como queramos. La misma idea puede aplicar-
se utilizando poligonos circunscritos y permite no solo el cdlculo  Figura 2. Arquimedes, segiin éleo de
de dreas sino también el de longitudes (comparandolas con peri- Domenico Fetti (c. 1620).
metros).
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A pesar del aura de perfeccion que para los renacentistas tenfa la matematica clasica era
evidente que el método de exhaucién era muy rudimentario, mucho méas una técnica para ges-
tionar la impotencia conceptual frente a las curvas que la expresion de un conocimiento solvente
como el que se desplegaba frente a los poligonos y haces de rectas. El lector moderno se pre-
gunta si lo que se estd diciendo es que “se puede reducir la diferencia entre dreas tanto como
se quiera” o que “que en el caso de poligonos de infinitos lados (o infinitos poligonos) ambas
areas se igualan”. Arquimedes en el planteamiento del problema del célculo del area del circulo
parece afirmar que es licito considerarlo un tridngulo de altura igual al radio y base igual a la
longitud de la circunferencia, es decir parece considerar que la iteracion infinita que presenta
a continuacién puede considerarse como presente, aunque sea a nivel potencial. Sin embargo,
en la préctica se molesta en ir calculando poligonos hasta llegar al poligono de noventa y seis
lados, con lo que da la sensacién de estar enfocando el problema como una aproximacién “tan
préxima como se desee”, sin llegar nunca a dar el paso que hoy llamarfamos “pasar al limite”.
Trabajos de Arquimedes encontrados mucho después (en 1906) muestran que estaba muy pré-
ximo a manejar los conceptos del calculo infinitesimal, pero el hecho de que se molestara en
calcular el drea del poligono de noventa y seis lados, asi como algunas afirmaciones que han
llegado hasta nuestros dias sefialan que no se sentfa cémodo con esa aproximacién. De hecho,
el método de exhaucién (un sinénimo de “agotar”) no era llamado asi por los griegos y no hay
ninguna prueba que él objetivo del método fuera agotar el drea entre el poligono y la curva.
Hemos de recordar que la matematica griega sentfa un gran respeto por el concepto de infinito
y se negaba a convocarlo en modo presente. Lo mds prudente es afirmar que Arquimedes con-
sideraba el método de exhaucién una forma rigurosa de aproximar curvas con la precisién que
se quisiera, y la extrapolacion de las dreas mediante una iteracién infinita un recurso heuristico.

Ademés de la aversion al infinito y de la suficiencia en la practica de las aproximaciones
del tipo “tanto como se quiera”, debemos nombrar otra consideracién que afectaba a los mate-
maticos griegos y helenisticos. En esa época, la geometria y la aritmética eran dos disciplinas
separadas y lo eran por buenas razones. Al conocimiento desde tiempo inmemorial de la incon-
mensurabilidad de la razén entre la longitud de la circunferencia y el radio, se habia unido en el
siglo V a.C. el traumatico descubrimiento de la inconmensurabilidad de la diagonal primero del
pentdgono y luego de la del cuadrado. La constancia de que habia longitudes geométricas per-
fectamente determinadas que no podian expresarse como niimeros tratables aritméticamente
sugerfa una incompatibilidad ontolégica entre ambas disciplinas o al menos un conflicto laten-
te que no podia ser tratado a la ligera. Como ilustracién del efecto de esta constatacién diremos
que las reglas y cartabones de la Grecia clasica no tenian ntimeros sino que eran completamente
lisas. En este contexto intelectual, preguntarse si el cdlculo del drea de la circunferencia median-
te exhaucién implica un infinito presente o un infinito potencial es absurdo. Muchas magnitu-
des geométricas no pueden expresarse como cantidades aritméticas, entre ellas la relacién entre
longitud de la circunferencia y su radio, precisamente el producto que estamos buscando.

A pesar de las dificultades conceptuales, de la ausencia de un método general y de la som-
bria amenaza de la inconmensurabilidad, el ingenio y la paciencia habian permitido a los ma-
tematicos clésicos calcular algunas dreas y volimenes de algunas curvas, ademads de la circun-
ferencia. Ya hemos dicho que Arquimedes era el maestro indiscutible de la exhaucién. Tanto en
sus libros como en la compilacién de Pappus se encontraban los cdlculos del drea de la pardbola,
de la elipse y de la espiral.

La pardbola forma parte de las cénicas, una familia de curvas que incluye ejemplares muy
exoticos pero que gracias a su parentesco con la circunferencia tiene un aire doméstico. Dicha
curva habia sido estudiada exhaustivamente por Apolonio de Perga en una coleccién de ocho
libros sobre las conicas. Mediante razonamientos geométricos encuentra sus expresiones, de-
termina la forma de obtenerlas asi como de hallar ejes, asintotas y tangentes. Para caracterizar
los puntos utilizaba proyecciones de la curva sobre dos lineas perpendiculares, una idea que
resultarfa crucial para los matematicos del siglo XVIIL. La importancia de las cénicas es que se
habian convertido en los dos ejemplos de que el universo esta regido por leyes matematicas.
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La parébola era conocida en éptica por su capacidad para concentrar los rayos de luz y en el
siglo XVII se demostré lo que ya se sospechaba desde tiempo atras, que describia la trayectoria
de las balas de cafién. Para medir su drea, Arquimedes traza una linea que intersecta la curva
creando un segmento de pardbola. Después construye un triangulo que tenga su base en la 1i-
nea y el vértice en la pardbola. A continuacién traza dos tridngulos que tienen como base los
lados del tridngulo original y su vértice también sobre la curva. Entonces demuestra que por
construccién la suma de las dreas de los dos nuevos tridngulos es un 1/8 de la del tridangulo
original y que por tanto el drea del poligono suma de los tres triangulos es Ar, +2(1/8 - Ar,).
Iterando el proceso obtiene la serie Ar, +2(1/8- Ar,) +4(1/8%- Ar,) +2(1/8%- Ag,) +... Uti-
lizando exclusivamente métodos geométricos demuestra que la suma de la serie excluyendo el
primer término se acerca indefinidamente a 1/3 y que por ello la proporcién entre el primer
triangulo y el drea comprendida entre el segmento y la curva es 4/3. Aqui aplica otra vez la
reflexién que hemos hecho més arriba sobre infinito presente e infinito potencial. Un ingeniero
por riguroso que sea considerard que el drea bajo la pardbola es o bien 3/4 la del tridngulo,
o bien algo tan cercano que la diferencia es irrelevante. Un matemadtico utilizara la expresion
“aproximadamente igual”.

Curiosamente, algunos sabios del Renacimiento que leyeron los resultados de Apolonio y
Arquimedes llegaron a la conclusién de que era imposible que los hubieran encontrado sin la
ayuda de un algebra cuyo secreto se habia perdido y que quizas apareceria en la biblioteca de
algtin monasterio o en un fajo de pergaminos salvado después de la caida de Constantinopla.
No faltaba quién afirmaba que los autores cldsicos habian ocultado deliberadamente los arcanos
de esa dlgebra. Estas creencias ilustran el cambio que estaba a punto de ocurrir y que llevaria a la
fundacién del célculo. Instintivamente, incluso antes de que Descartes y Fermat consagraran la
idea, los matematicos se daban cuenta que la certidumbre que ofrece la geometria es ilusoria. La
geometria organiza y sistematiza intuiciones basadas en nuestro sistema de percepcién espacial
del mundo fisico pero no puede ofrecer la certeza universal que emana de la aplicacién de un
procedimiento algebraico riguroso.

Los éxitos en la domesticaciéon de curvas que narraban los libros de Euclides, Arquimedes
y Pappus eran espectaculares pero distaban mucho de ser la norma. Las cénicas son un sub-
conjunto diminuto de las curvas posibles. Si los antiguos no habian fracasado més a menudo
era porque se habfan limitado a atacar objetivos asequibles. Ademas, al carecer de 4lgebra no
podian crear curvas arbitrarias como empezaba a hacerse en esa época manipulando las po-
tencias de los polinomios y/o combinando diferentes tipos de funciones. La tinica forma que
conocian de crear curvas era aludiendo a la trayectoria de un punto situado sobre una figura
geométrica o en la interseccién de dos y que cambiaba de posicién por variaciones de posicién
y/o orientacién de la o las figuras que lo determinaban.

Las curvas mds famosas de este tipo (en realidad familias de curvas cuya morfologfa varia-
ba dependiendo de los pardmetros) eran la espiral de Arquimedes, la cisoide de Diocles y la
concoide de Nicomedes. La espiral de Arquimedes es la trayectoria trazada por un punto que
se mueve a velocidad constante sobre una linea que gira a velocidad también constante. La ci-
soide de Diocles era una curva extrafia que representaba la trayectoria del punto medio de un
segmento cuyos extremos estuvieran unidos, uno a una recta y otro a una circunferencia. Ha-
bia sido creada como ayuda para resolver la duplicacién del cubo, que junto a la triseccién del
angulo y la cuadratura del circulo formaba la triada de problemas geométricos imposibles que
obsesionaban a los matematicos cldsicos. Finalmente, la concoide de Nicomedes se genera de
forma parecida a la cisoide pero siguiendo las trayectorias dos puntos determinados sobre un
diametro de la circunferencia cuyo centro se mueve sobre la recta de que habldbamos en el caso
de la cisoide. La concoide permite calcular la triseccién de un dngulo pero cada dngulo requiere
unos pardmetros muy concretos por lo que no resulta un método realmente practico. De las tres
curvas, tan solo la espiral estaba minimamente estudiada y se podia calcular el drea, utilizando
un método descrito por el propio Arquimedes. Es decir, que podemos resumir el conocimiento
de las curvas en la Grecia clasica como escaso y concentrado de forma casi exclusiva en las c6-
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nicas, de las cuales las tinicas realmente estudiadas exhaustivamente eran la circunferencia y la
parabola. La conclusién era clara: los sabios de la nueva modernidad deberian trabajar mucho
si realmente querian representar en el plano euclideo el universo real y su infinita variedad de
curvas.

3. Antecedentes préximos

A principios del siglo XVII el plan de
matematizar la fisica y la astronom{a con-
siguié su primer éxito resonante cuan-
do Kepler logré encajar los datos de Ty-
cho Brae en figuras geométricas sencillas.
La hipétesis neoplaténica de un univer-
so ordenado armoénicamente por las leyes
de la matemadtica recibi6é asi una espec-
tacular confirmacién. Sorprendentemen-
te, se trataba de elipses, no de los cinco
s6lidos platonicos como Kepler habia su-
puesto. En tiempos de Kepler, las elip-
ses eran ampliamente conocidas y estu-

Figura 3. Tycho Brahe y Johannes Kepler. diadas gracias a su aparicién en los libros

de Arquimedes, de los que circulaban nu-

merosas traducciones y ediciones criticas comentadas. Kepler se reconcilio rapidamente con las

elipses y afirmé que estaba de acuerdo con los que comparaban las curvas con Dios y las lineas

rectas con Su creaciéon. Desde este punto de vista, el estudio de las curvas desde una perspecti-

va lineal buscando sus dreas (cuadratura), lineas tangentes, ejes y didmetros, se convertia en la
empresa mistica de relacionar el universo con su Creador.

A pesar de esta altura de miras, la obra de Kepler sobre medicién de volimenes curvos
giraba alrededor de un ejemplo completamente terrenal: la maximizacién del volumen de los
toneles de vino. Utilizando esta base como excusa Kepler publicé un extenso estudio sobre vo-
limenes que resulta interesante para vislumbrar el eclecticismo y pragmatismo de su metodo-
logia. Kepler empezaba su estudio con algunas sorprendentes definiciones y en la tradiciéon de
Nicolas de Susa, asumia literalmente la afirmacion heuristica de Arquimedes de que un circulo
es un tridngulo cuya base es la circunferencia y cuya altura es el radio. No contento con esto,
Kepler daba un nuevo salto diciendo que esto era equivalente a decir que que un circulo esta
formado por infinitos tridngulos con vértice en el centro de la circunferencia. Extendia estas
afirmaciones a la esfera, formada segtn él por infinitos conos pero puede ser considerada ella
misma un cono de base curva cuya superficie es el drea de la esfera. Con respecto a los toneles,
los mercaderes utilizaban como medida del volumen de un barril la diagonal desde el agujero
que habia en el didmetro méximo hasta un punto situado al otro lado y sobre una de las dos
bases. Esto intrigé a Kepler porque lo encontr¢ arbitrario y decidié estudiar exhaustivamente el
problema. Su enfoque consisti6 en suponer que el tonel estaba compuesto por cilindros de dife-
rentes didmetros, medir sus voliimenes y luego sumarlos. Estudié como el niimero de cilindros
afectaba a la exactitud del resultado para decidir cual era la cantidad 6ptima de estos, es decir
aquella para la que la aproximacién (ntimero de iteraciones de la exhaucién en términos clési-
cos) era suficiente. Después decidi6 utilizar el mismo método para buscar cual seria la silueta
Optima y compil6 series de volimenes para cada forma de tonel. Llegé a algunos resultados
interesantes que llamarian la atencién a futuros estudiosos de las curvas, como por ejemplo su
observacion de que la velocidad con la que crece una media circunferencia va disminuyendo y
se hace minima (de hecho cero) en el punto maximo.

No esté claro si Fermat conocia el libro de Kepler pero su ataque al problema de los maximos
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de una funcién parece una continuacién
analitica de las conclusiones casi empiri-
cas de este. Segtin propia confesién Fer-
mat sac6 su idea de la lectura de Viete
y Pappus. Del primero sacé la pregun-
ta de porqué todas las parabolas tienen
dos raices menos aquellas cuyo vértice es
tangente a las abscisas, y del segundo un
problema muy sencillo de optimizacién
consistente en hallar el rectdngulo con la
mayor superficie posible de entre todos
los que tienen un mismo perimetro. Con
estos mimbres Fermat compone una se-
rie de pasos algebraicos que al lector mo- Figura 4. Frangois Viete y Pierre de Fermat.

derno le recuerdan extraordinariamente

el calculo de una derivada y su igualacién a cero. Més alla de la discusién historiogréfica sobre
si eso es 0 no un antecedente del cédlculo diferencial, queda clara la preeminencia del método
algebraico sobre el geométrico. Fermat da una receta que conduce a un maximo en la funcién.
No se puede considerar un método general, sobre todo porque en los ejemplos no triviales, su
falta de fundamentos tedricos exige que en la aplicacién a veces haya que ser més creativo de lo
prudente. Sin embargo, vemos claramente la expresion algebraica de las dos ideas de Kepler en
su estudio de los toneles, la evaluacién del crecimiento y la bisqueda del punto en que esta es
cero. Fermat utiliz6 este método de hallar méximos para atacar algebraicamente el problema de
la determinacién de las tangentes en un punto. Al principio el sistema era un poco confuso pero
bajo la presién de sus criticos Fermat lo fue clarificando. En su forma mas depurada quedaba
claro que consistia en hallar el cero de una ecuacién que evaluaba la diferencia entre la tangente
ala curvay la curva en si en funcién de la x. Utilizando su método, Fermat fue capaz de calcular
la tangente de curvas mecénicas como la cisoide, la concoide, la cuadratriz, la cicloide (la curva
mas famosa del siglo XVII) y del folium, una curva algebraica inventada por Descartes.

Uno de los criticos mds crueles con Fermat fue precisamente
el propio Descartes que atacé con acidez las primeras versiones
de su método de hallar tangentes. El motivo, aparte de cuestio-
nes personales, era que Descartes era un seguidor acérrimo del
método deductivo que habia practicado Euclides. Su famoso lema
“cogito ergo sum” llevaba tan lejos la busqueda de los axiomas a
partir de los cuales edificar el razonamiento que al final solo po-
dia estar seguro de su propia existencia, y atin ello por reduccién
al absurdo. No es de extrafiar que no le gustaran la heuristica y
los pasos ad-hoc de las primeras versiones del método de Fermat.
Con el tiempo lleg6 a aceptar las ideas de Fermat hasta tal punto
que las grandes lineas de las propuestas de Descartes tienen su
origen en las reflexiones del primero. En su libro “La geometrie”,
publicado como apéndice de su gran obra “El discurso del método Figura 5. René Descartes.

y donde Descartes quiere sentar las bases de la nueva mateméti-

ca, abraza las técnicas que Fermat habia tomado de Viete, caracterizando las cénicas mediante
sus expresiones algebraicas y dejando de considerar los cuadrados como areas y los cubos como
volimenes. Descartes, al igual que Fermat abandona la idea del plano euclideo como una super-
ficie indiferenciada y sin orientacién. Mediante el uso de los ejes de coordenadas -una versiéon
estandarizada de las proyecciones sobre rectas ortogonales utilizadas por Apolonio- el plano
euclideo deja de ser un limbo indiferenciado y se convierte en un espacio ordenado donde los
objetos matemadticos estdn localizados y orientados. Un efecto muy importante de esta innova-
cién fue que terminé de facto con la separacion clésica entre aritmética y geometria. Ademds de
estar orientados y localizados, los objetos matematicos que estuvieran sobre el plano tendrian

Volumen X, Niimero 1, Abr'20, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 101


mailto:roman.c@vector3.es

Romidn Ceano Historias de Matemdticas

dimensiones en unidades normalizadas, las divisiones establecidas sobre los ejes. Finalmente,
al utilizar ejes perpendiculares Descartes le dio definitivamente al espacio euclideo una textura
cuadriculada.

Para delimitar el objeto de su estudio, Descartes realiza una discriminacién taxonémica de
las curvas que resultard fundamental. Por un lado estan las cénicas que pueden ser representa-
das por polinomios y que llamé “algebraicas”, y por otro las curvas que llamé “mecénicas”, las
que son generadas en la forma en que hemos visto méas arriba. Descartes afirmé en un exceso
de pesimismo que tan solo las curvas algebraicas son tratables analiticamente, lo cual estaba
desmintiendo Fermat de forma contemporanea. Al separar las curvas en dos categorias y afir-
mar que debian ser estudiadas con métodos diferentes, Descartes facilitaban el estudio de las
conicas pero despreciaba la idea intuitiva de que todas las curvas pueden ser descritas como la
composicién de dos movimientos, una idea que resultaria fundamental para Newton.

Alavez que Descartes publicaba “La geometrie”, Buenaventura
Cavalieri publicaba su “Geometria indivisibilibus continuorum nova
quadam ratione promota”. Este libro retomaba el tema cldsico del
célculo de dreas bajo las curvas y trataba de llevarlo mas alld de
donde lo habia llevado Arquimedes, el maestro indiscutible du-
rante doce siglos. La novedad que proponia Cavalieri era buscar
un método general que funcionara para todas las curvas y que
permitiera abandonar las técnicas de exhaucién que requerian de
un gran ingenio ad-hoc para cada situacién y cuya aplicacién nu-
mérica en los casos en que no se podia definir una creacién algo-
ritmica y/o calcular el 4rea a la que tendia, resultaba extraordi-
nariamente tediosa. Curiosamente, en los escritos de Arquimedes
descubiertos en 1906 que hemos nombrado anteriormente, ya es-
Figura 6. Buenaventura Cavalieri.  ydjaba, rechazdndola, la alternativa a la exhaucion que proponia
Cavalieri.

La obra de Cavalieri tiene fama de ser muy tediosa de leer por estar escrita mediante lemas
verbales que se van encadenando, el paradigma del rigor en la Grecia clasica. Su base concep-
tual es el Libro V de Los Elementos de Euclides donde se trata el problema de las magnitudes
y sus proporciones siguiendo las ideas de Eudoxo. Este Libro V contiene toda la aritmética
aceptable para un gedmetra griego y desarrolla los conceptos de suma, resta, multiplicacién y
divisién, asi como las propiedades elementales de estas operaciones y de sus combinaciones. Su
tradicion geométrica queda clara cuando establece la homogeneidad de las magnitudes como
un requisito necesario para que sea posible compararlas. Asi cuando vemos un niimero nos he-
mos de preguntar si es una longitud, un drea o un volumen ya que solo podremos trabajar con
otros ntimeros que sean del mismo tipo.

A pesar de que Cavalieri cita explicitamente el Libro V, consciente o inconscientemente ig-
noré la homogeneidad de magnitudes. De hecho todo su trabajo se basa en ignorar esta ho-
mogeneidad y considerar la suma de todas las lineas (“omnes liniae”) como equivalente al drea.
Para ello, propuso imaginar un plano perpendicular al plano euclideo y moverlo de manera
que barra la figura que queremos estudiar. Sabemos por Euclides que en la interseccién de
ambos planos irdn apareciendo lineas. El propio Euclides define las lineas en el Libro I como
“una longitud sin anchura” lo cual asegura que no puedan dividirse. Las lineas son por tanto los
“indivisibles” que forman el plano, una nomenclatura que harfa fortuna para bien y para mal.

La intuicién de Cavalieri era considerar que si un drea es mas ancha que otra, tendrd mas
lineas, asumiendo que como las 4reas se definen sobre el plano euclideo que preexiste a las fi-
guras geométricas, la textura o la estructura interna o como le queramos llamar serd siempre
la misma. Si aceptamos esto, podemos definir el conjunto de todas las lineas y operar con él
siguiendo las reglas definidas en el Libro V, es decir reglas aritméticas santificadas por la geo-
metrfa. Al igual que un drea méas ancha tiene mads lineas, las lineas de un 4rea mds alta son mds
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largas. Y si la frontera superior del drea es una curva, las variaciones en altura de las lineas
determinarén el area. Asi que tomaba la férmula de las curvas que determinaban la frontera
superior y las manipulaba para estudiar su influencia en el area.

La obra de Cavalieri tuvo una gran difusién y todos los eruditos de su tiempo estudiaron
minuciosamente el laberinto de sus lemas. A sabiendas o no, Cavalieri se habia metido en el
pantano conceptual que estd en el centro del paraiso Euclidiano. Tal como muchos filésofos
descreidos y sin conocimientos matemadticos habian sefialado en infinidad de ocasiones, si un
punto euclidiano no puede ser dividido, es porque no tiene longitud y si no tiene longitud es
imposible que se forme una recta por muchos puntos que pongamos uno detrds de otro. Y entre
la recta y el plano pasa lo mismo. Por eso el Libro V contenia el caveat sobre homogeneidad de
magnitudes que Cavalieri estaba ignorando.

Sorprendentemente, la inconsistencia teérica del método de Cavalieri no impidié que halla-
ra las férmulas que relacionaban con sus dreas a las curvas algebraicas correspondientes a los
polinomios de casi todas las potencias entre dos y diez. A pesar de que la vocacién de rigor
formal es evidente en todo el planteamiento de su trabajo, cuando Cavalieri fue atacado dura-
mente por sus criticos, pudo defenderse aludiendo a la practicidad de los resultados obtenidos.
Galileo, de quien Cavalieri se sentia discipulo, no rechazaba sus escritos pero tampoco los apro-
baba. Galileo era un entusiasta de la matematizacién de la ciencia que se pasaba los dias y las
noches haciendo experimentos numéricos a pesar de que sus instrumentos eran tan rudimenta-
rios que los resultados no servian para nada. Como buen neoplatonista pensaba que aunque no
pudiera constatarlas por lo precario de su tecnologia, las leyes de la fisica matematica existian
realmente. Deseaba encontrar una solucién al problema que estudiaba Cavalieri y vefa que los
resultados estaban al alcance la mano. Como tantos matemadticos de ese siglo, sentfa la llamada
del pragmatismo radical, pero pensaba que el abandono del rigor llevaria a un abandono de la
certidumbre, precisamente aquello que estaban buscando.

Blaise Pascal fue uno de los que reflexioné sobre el trabajo de
Cavalieri, encontrando una forma de esquivar el problema de in-
homogeneidad de las magnitudes édrea y longitud. Su idea era un
cruce entre la exhaucién y el concepto de “omnes liniae” de Cava-
lieri. Inscribamos bajo la curva un cierto namero de rectdngulos
de una cierta anchura igual para todos. Construyamos el sumato-
rio de las dreas de todos esos rectangulos. Ahora, procedamos de
manera andloga a la que Arquimedes proponia cuando aproxima-
ba el drea de la circunferencia utilizando poligonos formados por
triangulos. Al igual que él aumentaba el nimero de tridngulos,
nosotros aumentamos el nimero de rectdngulos y andlogamente
a como él reducia el dngulo del vértice de sus tridngulos nosotros
reducimos la longitud de la base. Pascal afirmaba que cuando el
namero de rectdngulos se hiciera infinito, la suma de sus éreas Figura 7. Blaise Pascal.
igualaria el 4rea bajo la curva. Una vez obtenido el resultado, Pas-
cal no dudaba en atacar el principio de la homogeneidad de magnitudes que habia vulnerado
Cavalieri. En una carta a un amigo decfa que los que no comprendian que un érea es la suma
de las lineas que la forman es un ignorante.

Despejado el camino conceptual de esta forma tan contundente, quedaba por hallar el méto-
do préctico. Pascal concentré sus esfuerzos en una curva no algebraica, el seno, y logré calcular
su drea. Para hacerlo utiliz6 el tridngulo caracteristico, un concepto desarrollado para calcular
tangentes. Se trata del tridngulo que forma la tangente a la curva en un punto con segmentos
paralelos a los ejes de coordenadas y que tiene al propio punto como uno de los dos vértices de
la hipotenusa. Este triangulo aparecia una y otra vez en la literatura porque es semejante con el
tridngulo que forma la subtangente y sus proyecciones sobre los ejes pero al no estar ligado a
nada sugiere el concepto de “hacerlo tan pequefio como se quiera” hasta que sea un solo punto
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sobre la curva, pero heredando del tridngulo la pendiente de la hipotenusa.

Otro lector de Cavalieri que reflexioné extensamente sobre su fracaso en fundamentar resul-
tados correctos fue John Wallis, gedmetra en la universidad de Oxford. A pesar de ser geémetra,
Wallis comprendié que la continua referencia a entidades geométricas era un lastre insoporta-
ble. Pensaba que las leyes de la aritmética heredadas por el dlgebra tenfan rigor suficiente y
resultaban mas flexibles porque no dependian de nuestra intuicién espacial. De hecho, una vez
Cavalieri habia obtenido resultados correctos con su método habfa que preguntarse si su vul-
neracién del principio de la homogeneidad de magnitudes no era completamente legitimo, otra
forma de decir que la aritmética en su forma algebraica debia prevalecer sobre la geometria.

Para convertir las intuiciones de Cavalieri en un modelo arit-
mético riguroso Wallis proponia trabajar de manera inversa a co-
mo lo habia hecho este. En lugar de tomar “todas las lineas” direc-
tamente, construia el conjunto de lineas afiadiendo una cada vez.
Para estudiar el caso de x® construia una proporcién en la que el
numerador era la suma de los cubos de las lineas de un tridngulo y
el denominador la suma de los cubos de las lineas de un cuadrado.
Asi podia comparar la proporcién entre ambas dreas. Calculaba es-
te resultado para infinitas lineas y obtenia x*/4. Tras este primer
éxito reprodujo todos los resultados de Cavalieri para las primeras
diez potencias de x" y lleg6 a la férmula general x"*!/n + 1. Se
ha dicho que la falta de rigor de Wallis fue una bendicién porque
consagroé el algebra literal sin referencias geométricas como mé-

Figura 8. John Wallis. todo de anélisis de una forma que le habria resultado imposible si

hubiera querido construir los razonamientos de forma deductiva y

obsesivamente perfecta como dictaba la tradicién euclidiana. Mediante inducciones y analogias

deambul6 por los problemas que planteaba la incipiente integracién, encontrando resultados
ttiles y equivocdndose de cuando en cuando.

Barrow, era un contemporaneo de Wallis pero al contrario que
él, luchaba por recuperar el enfoque de Euclides y su visién geo-
métrica en la que los ntimeros que carecian de representacién co-
mo longitudes debian ser considerados como ajenos a la matema-
tica. En cambio, Barrow si que simpatizaba con la idea moderna
que habia expresado Torricelli de considerar las curvas como pun-
tos en movimiento. Esto le sumergi6 en versiones actualizadas de
la paradoja de Zendén que eran a su vez las versiones fisicas de
los problemas conceptuales sobre el continuo que habian de per-
seguir a muchas generaciones de matematicos durante dos siglos.
Sin embargo, planteados como problemas fisicos resultaban me-
nos conflictivos porque estaba claro que las flechas reales llegaban
al blanco y por tanto si el objetivo era representar la realidad el

Figura 9. Isaac Barrow. error tenia que estar en las flechas propuestas por Zenén. Anali-
zando un grafico que relacionaba el tiempo con la velocidad y en
el que por tanto el drea bajo la curva representaba la distancia recorrida, afirmé que era indi-
ferente si se hablaba de lineas sin dimensién o de rectingulos muy pequefios pero que estaba
claro que habia unas unidades indivisibles como las que habia defendido Cavalieri. Barrow re-
cuper6 ademads el tridngulo caracteristico de Pascal que si bien insinuaba el paso al limite, en
realidad no lo requeria porque bastaba con pensar que era “muy pequefio”. Esta posicién con-
fortable y ortodoxa en el plano teérico le permitié realizar un trabajo exhaustivo en el célculo
de tangentes y areas, refinando el método de Fermat. Barrow fue el primero que realmente ma-
nejo la diferenciacién y la integracién como inversos aunque nunca acabara de comprender la
importancia que tenia esto.
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4. Newton

Newton fue alumno de Barrow y su sucesor en la citedra. He-
red6 de él las técnicas para calcular 4reas y tangentes, asi como
el enigma de qué habia detras de todas aquellas correspondencias
bidireccionales entre funciones. Al principio, Newton estuvo tra-
bajando en los mismos problemas que habian ocupado tanto a sus
contemporaneos como a las generaciones anteriores: el cdlculo de
reas bajo curvas arbitrarias y la basqueda de tangentes. Gracias a
los trabajos de Cavalieri, Wallis y otros, resultaba habitual aplicar
la férmula x"*1/n + 1 para calcular el drea bajo la curva x"* que
hemos nombrado més arriba y que es hoy universalmente conoci-
da. El programa de Descartes de averiguar las areas de las cénicas
y del resto de curvas polinémicas utilizando métodos algebraicos
estaba por tanto casi terminado. La idea de Newton era extender el
estudio a las curvas mecénicas utilizando series polinémicas para Figura 10. Isaac Newton.
aproximarlas. Las aproximaciones por series polinémicas simplifi-
caban las operaciones ya que el dlgebra de polinomios es trivial y como decimos, su integral
era ampliamente usada. El hecho de que las series contuvieran infinitos términos no asustaba
a Newton que tenia un enfoque ingenieril y se contentaba con métodos que aproximaran todo
lo que se quisiera, dejando al usuario decidir el nivel de precisién deseado. Por lo que respecta
al tema de las tangentes, Newton descubri6é que el método del paralelogramo, que habia si-
do usado con profusion desde los tiempos de Kepler, no era correcto. Este método consiste en
considerar las dos componentes del movimiento, dibujar sus vectores y considerar que el vec-
tor resultante determina la tangente. Esto es cierto en muchos casos, como por ejemplo con la
elipse, cuya tangente calculaba Kepler con este método pero funciona por motivos equivoca-
dos y cuando Newton lo aplicé a la cuadratriz descubrié que era erréneo. Newton determiné
la verdadera tangente de la cuadratriz pero lo mds importante es que las reflexiones sobre la
composicién del movimiento le permitieron encontrar no solo una forma de fundamentar los
métodos ya conocidos de calculo de dreas sino crear un método general.

Su idea fue revertir la clasificacién de Descartes. En lugar de distinguir las curvas algebrai-
cas de las que no lo eran y tratarlas de manera diferente, Newton decidié mirarlas todas igual. Y
en lugar aproximar curvas mecdnicas convirtiéndolas en series polinémicas como habia estado
haciendo, decidi6é mirar todas las curvas como el producto de dos movimientos. Si tomamos
una recta vertical y una horizontal que se alejen del origen de coordenadas, su interseccion se
moverd por el primer cuadrante trazando trayectorias que dependeran de la velocidad relativa
de las dos generatrices. Al principio Newton tenia reparos con el concepto de velocidad ins-
tantdnea pero finalmente los abandoné y acept6 la versién fisica de la paradoja del continuo,
un problema heredado de Euclides que iba tomando diferentes formas y que como se ha dicho
perseguirfa a los matemédticos durante dos siglos. Newton no buscaba una justificacién exhaus-
tiva sino una metéfora intuitiva que vistiera sus manipulaciones algebraicas. La encontré en
la idea de analizar la componente vertical y horizontal del movimiento de un punto es decir
la variacién simultdnea de cada una con respecto al tiempo. Newton denominé a la variables
“fluente” y a su variaciones “fluxién” y creo sobre la marcha una notacién para operar con estos
conceptos. No era una idea éptima porque en lugar de una sola cantidad como tenemos ahora,
él manejaba la razén entre las dos derivadas respecto al tiempo pero el resultado préctico era
el mismo y para evitar las dificultades era fécil considerar constante la variacién respecto al
tiempo de una de las dos variables.

Esta conceptualizacién de la relacién entre una variable y su cambio le permiti6 ser el pri-
mero en darse cuenta de la importancia tedrica y préctica de que el calculo de tangentes y el
célculo de areas sean inversos. Esta idea le vino como consecuencia de otra previa. En lugar
de tomar curvas y buscar su area, se le ocurri6 hacer lo contrario, estudiar qué curva tiene un
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drea que crece al ritmo de una funcién determinada. Asi fue como encontré que tomando una
fluxién, la fluente seria la férmula del area, lo que hoy conocemos como teorema fundamental
del célculo diferencial.

A partir de un momento Newton ya no buscaba resolver casos sueltos porque se daba cuenta
que tenia en la mano un método general. Por ello estudi6 las composiciones de fluxiones para
muchas curvas utilizando su arsenal de series polinémicas. El patrén general era el que sus
predecesores habian ido fijando: tomaba la ecuacién de la curva en un punto cualquiera, le
sumaba un incremento a las dos variables y luego operaba buscando encontrar un momento
propicio en el que hacer tender a cero ambos incrementos. De esta forma obtenia las razones
entre la variacién de coordenadas en un punto, es decir las tangentes del dngulo que formaba la
tangente con el eje de abscisas. Y para calcular el drea solo tenfa que hacer la operacién inversa.

5. Leibniz

Ya hemos dicho que Newton a partir de un momento no queria
resolver casos sueltos sino que buscaba un método general para
resolver problemas tanto de dreas como de tangentes. Leibniz fue
mucho mads lejos desde el principio y su objetivo fue crear un ar-
mazon conceptual y una notacién. En nomenclatura moderna po-
driamos decir que Leibniz estaba interesado en el metaproblema.
Por ello no arranc6 como Newton buscando casos particulares sino
que directamente se centré en los conceptos. Su forma de trabajar
se parecfa mucho maés al enfoque euclidiano y en lugar de resol-
ver problemas buscando patrones de manera inductiva, Leibniz
definié primero todos los conceptos para luego deducir sus con-
secuencias. En primer lugar puso fin al problema de las lineas sin
anchura que forman dreas. Sus curvas no eran verdaderas curvas

Figura 11. Gottfried Leibniz. sino poligonos con infinitos lados. Estos lados tenfan una longitud

muy pequefia y que se podia despreciar pero que era una auténtica

longitud. Gracias a que la curva era en realidad un poligono, las lineas tenfan anchura y podian

sumarse para crear dreas. Leibniz respetaba la homogeneidad de dimensiones de Euclides y

Eudoxo por lo que siempre tenia en cuenta si la cantidad que iba a operar era una longitud o

un volumen. Ademds de la dimensién, las cantidades que manejaba tenian una cierta magnitud
que cambiaba el operador como veremos mads abajo.

Todo este entramado de definiciones permitia esquivar tanto los problemas que habian per-
seguido a Cavalieri como los que suscitaba operar el incremento de las variables para de pronto
decir que “era como si fueran cero”, quitando sus magnitudes pero dejando su razén (el método
adoptado por Newton que Leibniz no conoceria hasta unos afios después). En el esquema de
Leibniz, los rectangulos bajo los lados de su curva poligonal tenfan todos una anchura fija que
valia “dx” (la diferencia de una x a la siguiente) y se relacionaban mediante una cierta propor-
cién (“dx/dy”) con las diferencias de altura con el rectdngulo siguiente que llamaba (diferencial
de y). Desde el primer momento Leibniz tuvo claro que la derivacién y la integracién eran in-
versas porque tenfan su origen en operaciones inversas, concretamente la suma y la resta. A
Leibniz le gustaba mucho la sencillez con que se pueden operar entre si las series de diferencias
e incluso las sumas en serie que son algo mas engorrosas. El célculo de dreas representaba su-
mar rectdngulos mientras el cdlculo de tangentes consistia en restar sus alturas, es decir tomar
las diferencias de “y”. La magnitud de las variables a que hemos hecho alusién mas arriba no
era absoluta sino relativa. “dx” es infinitesimal con respecto a “x” que a su vez es infinitesimal
con respecto a su integral. Por eso la integral de “x” se ha de multiplicar por “dx”, para igualar
su magnitud a “x”.
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Leibniz no fue como Newton estableciendo la notacién sobre la marcha sino que la planeé
a conciencia. Al principio a la integral la llamaba “omn” como habia hecho Cavalieri pero a
sugerencia de uno de los hermanos Bernouilli cambi6 a la S estilizada que conocemos hoy. Ya
hemos hablado de la “d” que encontramos en “dx” y “dy”. Con el tiempo afadiria “dx/dy”
entendido como un solo signo. La forma de operar que utilizaba era mucho mas clara que la de
Newton porque deliberadamente buscé crear un lenguaje algebraico organizado y completo.

6. Conclusion

Newton y Leibniz enfrentaron por separado el mismo problema y llegaron a soluciones
andlogas. Sin embargo cada uno de ellos plasmé la soluciéon de forma diferente. Newton no te-
nia més deseo de generalizar que el que le permitiera solucionar toda la problematica del calculo
de 4reas y tangentes con un método estandarizado que obedeciera a reglas bien establecidas.
En cambio Leibniz querfa ir mucho mads alld y fundar una nueva rama de las matematicas con
su notacién diferenciada y sus conceptos perfectamente establecidos. Podriamos decir que la
vocaciéon de Newton era inductiva y buscaba lo que tenfan en comtn todos los casos para defi-
nir un sistema mientras Leibniz trabajaba de manera deductiva y queria partir de unos axiomas
“evidentes por si mismos” para construir sobre ellos un edificio solido y duradero. Los mate-
maticos que vinieron después, pulieron el calculo infinitesimal y crearon la sintesis que llegé a
su apogeo a principios del siglo XIX. Hoy podemos ver como a la larga se prefiri6 el infinito
presente y el paso al limite que se desprende de la visién de Newton sobre las curvas poligona-
les y las lineas rectangulares de Leibniz. En cambio la notacién de Leibniz, pensada y estudiada
para ser préctica y l6gica perdur6 sobre la de Newton creada apresuradamente sobre una in-
tuicién de cinematica. Los infinitésimos no lograron el estatuto de “clase de ntimeros” que les
queria dar Leibniz pero dejaron de ser las aberraciones légicas o los fantasmas que mucha gen-
te veia en ellos. Hoy en dia los infinitésimos son actores secundarios que son convocados para
desaparecer poco después gentilmente, como el gato de Chesire que nos deja su sonrisa.

No queremos acabar sin decir que en el siglo XVII no se resolvié el problema del continuo
que visualizan las paradojas de Zenén, que hacen que el Libro I y el Libro V de Los Elemen-
tos sean incompatibles y que persiguié a Cavalieri. Newton, Leibniz y todos los que trabajaron
sobre los cimientos que ellos crearon, solo hicieron que enterrar la paradoja en axiomas y con-
ceptos cada vez més refinados. Dos siglos después, la generacién de Hilbert tuvo que reconocer
por fin que la paradoja no tenia solucién y que los axiomas no podian elegirse porque fue-
ran “claros y distintos” en nuestra mente sino porque permitian llevar a cabo los calculos de
la forma que nos era necesaria. Que incluso la aritmética que Fermat y Descartes adhirieron a
la recta, no es ni completa, ni consistente. La matemaética no puede dar la certidumbre que el
neoplatonismo buscaba en ella.
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