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Resumen

Este es el primer niimero del volumen XI de la Revista. Corresponde al afio 2021, un ano
del que todos esperamos muchas cosas buenas después de lo vivido en el 2020 con el
Covid-19. Esas cosas buenas vienen encabezadas por la esperanza en la vacuna, un avance
debido a la Ciencia que siempre esté al servicio de las personas y de su bien estar.

En este nimero de Pensamiento Matematico se incluyen una variedad de trabajos
interesantes incluidos en cada una de las secciones de la publicacion.

Abstract

This is the first number of volume XI of the Journal. It corresponds to the year 2021, a
year which we all expect many good things after what we experienced in 2020 with Covid-
19. These good things are led by hope in the vaccine, an advance due to Science that is
always at the service of people and their well-being.

This issue of Mathematical Thought includes a variety of interesting works included in
each of the sections of the publication.

Introduccion

Tras un complicado y diferente 2020, la Ciencia parece volver a ser la solucién a los
grandes problemas. Todos tenemos esperanzas en que la vacuna contra el Covid 19 permita
revocar una situacién que ha sido realmente dura tanto desde el punto de vista humano como

desde el econdmico.

Nuestra Revista ha recibido trabajos de gran interés que queremos compartir con todo el
publico interesado en las matematicas. En este primer volumen del afio se incluyen los

siguientes articulos que estamos seguros os interesaran.
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Investigacion

Regresion lineal ortogonal, presenta un método de regresion lineal que minimiza el error
residual para un conjunto de puntos y se compara este método con los métodos tradicionales

unilaterales de regresion.

Una marca de agua fragil en el dominio de los momentos ortogonales de Krawtchouk
propone un esquema de marca de agua fragil basada en los momentos ortogonales de
Krawtchouk. Se trata de un algoritmo que inserta la marca de agua generada en los primeros

ocho coeficientes de los momentos de Krawtchouk.

Experiencias Docentes

En la seccion dedicada a compartir experiencias en la ensefianza y el aprendizaje de las

matematicas se publican tres trabajos interesantes:

Modelizacién matemdtica con GeoGebra: colocacion de circunferencias y esferas, se
presenta una experiencia con estudiantes de Ensefianza Secundaria a los que se les plantea un
problema compuesto de subproblemas que requieren de una modelizacion matematica. El
profesorado guia a los alumnos en la resolucién y explica las herramientas que ofrece
GeoGebra.

En el articulo Taller de Resolucién de Problemas de Matemdtica con material concreto:
opinion de profesores se describe un taller de resolucion de problemas de matematicas con
material especifico y se dan a conocer y analizan las opiniones de los profesores participantes.
Los talleres se han desarrollado con estudiantes del Preuniversitario de la Universidad del

Bio-Bio.

Ensefianza del Software Estadistico R a alumnos de Matemdticas nos presenta una
experiencia de profesores de la Universidad Complutense de Madrid que tras constatar la
falta de formacidn en herramientas estadisticas de los estudiantes y la creciente importancia
del software de programacion R, han visto la necesidad de impartir un curso de Andlisis de

Datos con R.
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Historias de Matematicas

Esta seccion incluye estudios sobre Matematicas y sus aplicaciones, asi como articulos de

historia de la Matematica. Es este nimero se presenta el articulo: Geometria eres tii.

Este precioso trabajo nos ensefia que la matematica abstracta, a través del concepto de
invariantes por una transformacion o simetria, junto con el concepto de grupo de simetrias,
permite dar una visidon unificadora de cuestiones aparentemente inconexas: las diferentes
geometrias, las obras artisticas, la apariencia de muchos seres vivos, las leyes fisicas, las
particulas elementales, los cristales y la conexion de estructuras neuronales o proteicas con las
funciones en las que estan involucradas. Nos ensefia como la geometria da una medida del

mundo y de nosotros mismos a través de los grupos de simetria.

Juegos y rarezas matematicas

En este nimero se incluye un interesante trabajo dentro de la seccién, siempre agradable y
curiosa, que es la de juegos y rarezas matematicas.

Adivinacién cobriza analiza un caso particular de las sucesiones de de Bruijn que se
utilizara para crear un juego de mentalismo disefiado para cuatro espectadores. Consiste en
averiguar el medio de transporte pensado por cada uno de los participantes.

Cuentos

Sofiar... ;te da alas? es un relato corto escrito por, en el momento de realizarse, una
estudiante de bachillerato que participé en el concurso de relatos con contenido matematico
organizado por el GIE (Grupo de Innovacién Educativa) Pensamiento Matematico de la UPM
(Universidad Politécnica de Madrid), para alumnos de la ESO, Bachillerato y universitarios.

Resenas

Profesores del Departamento de Matematica e Informaticas Aplicadas a la Ingenieria Civil
y Naval de la Universidad Politécnica de Madrid, realizan trabajos relativos a la creacién de
juegos matematicos que refuercen los contenidos matematicos de las asignaturas de ESO,
bachillerato y grados cientificos y técnicos. Video Juego Who’s That Function presenta un
juego de ordenador de acceso libre, pensado para ejecutarse en el navegador, que ensefia las

propiedades de las funciones reales de variable real de manera interactiva.

Entrevistas

El nimero se cierra con una entrevista a un entusiasta de las matematicas, de su
divulgacion y de sus aplicaciones mas “ilusionantes”: Aurelio Sanchez: el método KUMON.

Aurelio, ademas de divulgador de la red de divulgacion matematica DiMa y miembro de la

Volumen XI, Niimero 1, Abr'21, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matematico” | 3
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Sociedad Espariola de Ilusionismo, es director de KUMON instituto de educacion de Espania,
S.A. En esta entrevista nos habla del método KUMON vy sus particulares para aprender

matematicas.
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Regresion lineal ortogonal
Linear orthogonal regression

José Manuel Recio-Lopez
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Recepcion: 24 Jul’20; Aceptacion: 09 Ene’21

1 de abril de 2021

Resumen

En este articulo se presenta un método de regresion lineal que minimiza el error residual
para un conjunto de puntos x;,y; coni = 1,2,.., N, entendido este error como la distancia
minima del punto a la recta de regresion.

Ademads, se compara este método con los métodos tradicionales unilaterales de regresion
lineal de X sobre Y y de Y sobre X.

Palabras Clave: minimos cuadrados, regresion lineal, estadistica, componentes principales.

Abstract

This article presents a linear regression method that minimizes the residual error for a set
of points x7,yi with i = 1,2,..., N, understood this error as the minimum distance from the
point to the regression line.

Furthermore, this method is compared with the traditional unilateral linear regression
methods of X over Y and Y over X.

Keywords: least squares, linear regression, statistics, principal components.

1. Introduccion

El problema tradicional de obtencién de la recta de regresion lineal, de un conjunto de N
puntos de coordenadas (x;, y;), mediante minimos cuadrados presenta el inconveniente de que
existen dos rectas de regresion, la recta de regresién ry de Y sobre X y la recta de regresion rx
de X sobre Y.

Las ecuaciones de las rectas de regresion se pueden obtener, o bien por minimos cuadra-
dos, o bien mediante el método matricial de las ecuaciones normales de Gauss, y su obtencién
aparece en cualquier texto adecuado de algebra lineal o calculo numérico [2, 4, 5, 6, 7]. A conti-
nuacioén, se exponen los valores de los coeficientes de dichas rectas:


mailto:josreclop@alum.us.es
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S TR DD SRS pr T
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en donde:
I
x:N;xi
i=1
1 N
== ).V
N =
1N
Sxyzﬁzxiyi_xg (3)
i=1
1 i 2 2
S5y =— ) Xi—X
NS
1 Ny
Syzﬁxyi__

siendo ¥ el valor medio de la variable X, 7 el valor medio de la variable Y, s,zc la varianza de la
variable X, si la varianza de la variable Y e sy, la covarianza.

En este articulo se obtienen las ecuaciones que determinan los dos coeficientes de una tnica
recta de regresion, que es aquella que verifica que la suma de los cuadrados de las distancias
de los puntos a la misma es minima, entendiendo por distancia, la norma euclidiana del vector
que une el punto con la recta segtin la direccién perpendicular a la misma.
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2. Enunciado del método de regresién lineal ortogonal

Dados N puntos en el plano de coordenadas (x;,y;), la recta de regresion ortogonal tiene
por ecuacién y = mx + n, cuyos coeficientes son:

—s3+ 55+ \/(s§ — %)% +4s%,

m= 250y (4)
y
n=7y—mx 5)
en donde:
1 ¥
x:ﬁi;xi
I
}/—Ni;yi
1 o1& ] ]
Sxy = Ni;xiyi — Xy = Ni;(xi —%)(yi —7) (6)
sz—l%ﬁ—fz—li(x—f)z
NS N = l
21X, 5, 1 2
Sy_ﬁ;;yz_ _N;(% )

siempre y cuando la covarianza del conjunto de puntos sea no nula, es decir: sy, # 0.

3. Demostracion

La distancia de un punto P de coordenadas (xp,yp) a una recta r de ecuacion general ax +
by 4 ¢ = 0 viene dada por la expresién:

_|axp +byp + |

Va? 4 b?

Sea r la recta de regresion de ecuacion explicita y = mx + n, que se corresponde con la
ecuacion implicita mx —y +n = 0.

d(P,r) @)

Por tanto, la distancia a dicha recta de un punto P; del conjunto de puntos dados, con coor-
denadas (x;,y;), sera:
4(P, ) = 1M%i ZYi £ (8)
m? +1

Esta distancia se corresponde con el residuo del punto P;:

_ |mxi —yi+n|

o )

€j
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La funcién f(m, n), cuyo valor minimo se desea calcular, es la suma de los cuadrados de los
residuos de todos los puntos del conjunto. Por tanto:

N (mx;—y;+n 2
f(m,n) = Z%‘z = ; (mZ—i—l) (10)

Para obtener el valor minimo, aplicamos la teoria de optimizacién de funciones de dos va-
riables [3]. En el valor minimo, el vector gradiente de la funcién debe ser nulo, luego:

ZZ:(mxZ yl—i—n) Vm2+1_(mxi_]/i+”)\/r:127+l_o
v 1 m?+1 (11)
Z (mxl vi+ n) 1 B
= vVm2+1 Vm2 +1
Operando, se llega al sistema de ecuaciones siguiente:
N
Y (mx; =y + n) (xi + my; — mn) =0
= (12)
Y (mxi—yj+n)=0
i=1
Definiendo los valores medios de las coordenadas del conjunto de puntos como:
N
X = % Z X;
. if]l (13)
V=5 Y vi
i=1
el sistema de ecuaciones queda como:
N
) <mx12 —my? + (m* — V)xy; + (1 — m?)nx; + 2mny; — mnz) =0 (14)

Desarrollando la primera ecuacion, teniendo en cuenta la definicién de los valores medios:
N

N N
mY xF—mY y*+ (m* —1) Y xy;+ (1 — m*)nxN + 2mngN — mn®N = 0 (15)
i=1 i=1 i=1

De la segunda ecuacién de (14) se puede despejar el valor de n en funcién de m:

n=1y—mx (16)

Si ahora se sustituye el valor de # en la primera:

mlez—mZy + m? —1 leyl (17)
l

+(1 —m )(y mx)xN—i—Zm(y mx)yN — m(j — mx)>N = 0

8 | Revista “Pensamiento Matemitico” Volumen XI, Niimero 1, Abr'21, ISSN 2174-0410
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Desarrollando y dividiendo por N:

1Y 1Y 1Y 1Y
m—Y x2—m— Yy +m* =Y xyi— = Y xy + x5 — m*xy — m¥* + m> 2+
N= N = N3 N3 (18)

+2mi? — 2m2 %y — my? 4 2m> % — m3%2 = 0

Agrupando términos en la ecuacién anterior, resulta:

B R I (R

Teniendo en cuenta las definiciones de la covarianza sy, y las varianzas s3 y si:

N 1 N
Sxy = N E{xzyl XYy = N i:zl(XI x)(yz ]/)
szfl%xz—fzfli(x'—x)z (20)
X_Ni:1i _Ni:1 l
ﬁ—lif—f 1§w—m2
Y Nz:l l Ni:l l
resulta:
sxym2 + (s2 — si)m — Sy =0 (21)

que es una ecuacion de segundo grado para la incégnita m.

Dicha ecuacién tiene dos soluciones reales:

—s2 + 2 —|—\/52—52) +4s2,
sty

(22)

—s3 + 5y — \/(s§ —s7)% +4s%,
2Syy

nmyp =

Para determinar cudl de los dos valores de la pendiente (i7,mm) minimiza a la funcién
f(m,n), se debe determinar el hessiano de dicha funcién (10). Pero debido a que se conoce
el valor de n para el que se obtiene el extremo de la funcién f, se puede construir la funcién de
una variable F(m) = f(m,n(m)), que resulta ser:

i( sz*ﬁlﬂ) )

Esta funcién F(m) es el resultado de la interseccion de la superficie definida por la funcién
f(m,n) con el plano representado por la relacion (16), y se ha determinado que los extremos de
la funcién f(m, n) estan en ese plano, es decir, cumplen la relacién (16); por tanto, los extremos
de F(m) coinciden con los extremos de f(m, n).

Volumen XI, Niimero 1, Abr'21, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 9
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Para determinar cudl de los extremos es el minimo, se recurre a la derivada de esta funcién

d N (xi — %) (yi —g)m? =0 = (i—p)m— (5 —%)(yi—7
izzz(x ) (yi —g)m” + ((x (322+1()y2 y)7)m — (xi — %) (yi — 7) (24)

que puede expresarse en funcion de la covarianza y las varianzas como:

dF 2N

= s 5 - ) @
Igualando a cero se determinan los extremos de F(m):
2N
m(swm2 + (si — sﬁ)m — sxy) =0 (26)

Por tanto, el valor de la pendiente m debe cumplir la relacién (26) para que sea un extremo
de la funcion F(m). Esta ecuacion tiene las mismas soluciones que la ecuacién (21), por lo que
F(m)y f(m,n) tienen los mismos extremos.

Calculando la derivada segunda, se comprueba si el extremo es maximo o minimo:

PF 2N (2syym + 3 — 7)(m* + 1) — 8Nm(syym® + (s3 — s7)m — sxy) .
dm? (2 +1)3 (27)

Evaluando la segunda derivada en m se tiene:

d*F(my) _ 2Nsy, 8Ny,
2 - 2 -
s mmr D) (f(5E - 5524 45 () (53 — )2 + sy — F + )

>0 (28)

por consiguiente, el valor de m; se corresponde con el valor minimo de la funcién.
Evaluando la segunda derivada en m; se tiene:

d?F(my) 2Ny, —8Nsy,
dm? my(mi+1) 2 _2\2 442 2 _2)2 41452 4 s2 22<0 @)
212 (\/(Sx - Sy) + 4Sxy)(\/(sx - Sy) + 4Sxy +s% — Sy)

por consiguiente, el valor de m; se corresponde con el valor maximo de la funcién.

Ademas, ambos valores, 111 y m cumplen la siguiente condicién:

mymy = —1 (30)
por lo que se corresponden con las pendientes de dos rectas perpendiculares.

10 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen XI, Niimero 1, Abr'21, ISSN 2174-0410
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4. Definicién de residuo y de coeficiente de correlacion

Sea r, la recta de regresién ortogonal de ecuacién y = mx + n. Considérese el punto P; de
coordenadas (x;,y;) y su estimacién P; de coordenadas (£;, 7;), que esta en la interseccion de la
recta perpendicular a la recta de regresién, que pasa por el punto P;, con dicha recta, tal como
se muestra en la figura 1:

y
Pi(xi,yi) r

Figura 1. Representacién de la recta de regresién ortogonal r

Denotando d(P;, P) a la distancia entre el punto P; y el punto P, d(P;, P;) a la distancia entre
el punto P; y el punto P; y d(P;, P) a la distancia entre el punto P; y el punto P, aplicando el
teorema de Pitdgoras, resulta:

d(P;, P)* = d(P;, D;)* + d(P;, P)? (31)
Sumando para todos los puntos:
N . N . N
Y d(P, P)? =} d(Py B;)* + ) d(P, P)? (32)
i=1 i=1 i=1

La distancia d(P;, P;) representa el residuo e;. Despejando, por tanto, la suma de los cuadra-
dos de los residuos, resulta:

N N . N _ N .
Y e =Y d(P,P)? =Y d(P,P)*— Y d(D,P)> (33)
i=1 i=1 i=1 i=1
Teniendo en cuenta que
d(P, P)% = (x; — %)% + (y; — 7)? (34)
d(B, P)? = (% — 2)* + (9 — 7)* (35)

se obtiene:

(36)

M=
NNN
I
1=z
=
|
=i
e
+
™M=
<
<
e
\
[\12
Rl
Mz

i=1 i=1 i=1 i:1 1:1
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Ahora bien, el punto P; pertenece a la recta perpendicular a la recta de regresién ortogonal
que pasa por el punto P;, por tanto:

. X+ my;+m(mx — 7))

e 1+ m? (37)
. m(x; + my;) +y — mx
g = (x; . {/;)mz y (38)
y ademads, se ha definido previamente:
§2 = 1 ﬁ(x — )2 (39)
X N * 1
i=1
ﬁ—lﬁﬁfY (40)

N o N
d( ir P)2 2812
= SR P S (41)
Y d(p, P)> Y d(p, P)>
i=1 i=1

resulta:

§2m? + 25y m + 52
R =5 o N (42)
(3 +s7)(1+m?)

Mientras mas préximo esté R? a la unidad, mayor serd la correlacion lineal entre las variables
X e Y. Su raiz cuadrada R viene a ser el equivalente al coeficiente de correlacién de Pearson de
la regresion tradicional:

212 2
_\/sym + 28yym + sy 3)

(53 +5) (1 +m?)

Las rectas de regresion tradicionales de X sobre Y, recta rx, y de Y sobre X, recta ry, son
facilmente calculables en funcién de X, ¥/, sy, s% y s?:

Ty y—yzs—z(x—x) (44)
X
2
s

rx: y—-y= é(x—f) (45)

Y el coeficiente de correlaciéon de Pearson rp, igual para ambas, toma la expresion:

p= 2 (46)

252
S%55
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5. Resolucién de un caso particular y comparaciéon con la regre-
sion tradicional

Considérese el siguiente conjunto de puntos P;, coni = 1, ..., 10, definidos por sus coordena-
das (x;,y;), que aparece en la tabla 1.

Tabla 1. Coordenadas de los puntos a correlacionar linealmente

Ked

Yi
2.10
3.55
3.22
4.56
3.58
4.85
5.92
5.71
7.35
6.59

O 0N ONUT s WNP| =
O O NIONUl s WIN — O

=
o

Para este conjunto de puntos, en la tabla 2, se muestran los valores de X, ¥/, sy, s,% y sﬁ:

Tabla 2. Coeficientes del ejemplo

x Yy Sxy s% sﬁ

45000 4.7430 424050 82.5000 24.6540

La tabla 3 muestra los resultados obtenidos para las rectas de regresién de Y sobre X, ry, de
X sobre Y, rx, y para la recta de regresion ortogonal r:

Tabla 3. Resultados del ejemplo y comparacién

Recta Pendiente Ordenada en el origen Coeficiente de correlacion
r 0.5284 2.3652 0.9895
ry 0.5140 2.4300 0.9403
rx 0.5814 2.1267 0.9403

Se ha empleado el programa de cilculo MATLAB para implementar las ecuaciones que de-
terminan las rectas de regresién asi como los coeficientes de correlacién.

En el gréfico de la figura 2 se representan los puntos P;, mediante el simbolo +, las rectas de
regresion tradicionales y la recta de regresién ortogonal para este ejemplo propuesto.
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0 % % % % % % % % %
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 2. Representacién de la recta de regresion ortogonal r y de las rectas de regresion rx y ry

X

6. Conclusiones

Se observa gréaficamente en la figura 2, que la recta de regresion ortogonal se sittia entre las
dos rectas de regresion tradicionales. Por tanto, queda reflejado que con la regresién ortogonal
se obtiene un menor error residual (coeficiente de correlacién de 0.9895) que con la regresion
tradicional (coeficiente de correlacion de 0.9403).

Como linea de investigacion futura se propone demostrar analiticamente que, efectivamen-
te, el coeficiente de correlacién R?, obtenido en la regresion ortogonal, es siempre mayor que el
obtenido en la regresién tradicional, es decir:

2,2 2 2
SyMm= + 2sxym + sy Sxy

— 47
()1t nmd) ~ 2 (47)

siendo m el valor mq dado en la ecuacién (22).

Comentar, ademads, que las rectas de regresién ortogonales, que se obtienen mediante este
método de calculo, se corresponden con las que se obtienen mediante un anélisis de componen-
tes principales con dos variables.
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Resumen

En esta contribucién, proponemos un esquema de marca de agua fragil basada en los
momentos ortogonales de Krawtchouk. El algoritmo propuesto inserta la marca de agua
generada en los primeros ocho coeficientes de los momentos de Krawtchouk, calculados a
partir de la imagen cubierta, con el propdsito de garantizar la integridad y autenticidad de la
fuente emisora. Ademas, mediante una clave privada, una clave publica y la funcién
criptografica Hash - Sha256 se genera una marca de agua fragil que serd incrustada en la
imagen original. El trabajo experimental sobre la validaciéon del esquema propuesto consiste
en el calculo de la relacién sefial / ruido pico (PSNR) y en la deteccion de manipulacién de la
imagen marcada.

Palabras Clave: Autenticidad, Detecciéon de manipulacién, Integridad, Marca de agua fragil,
Momentos ortogonales de Krawtchouk

Abstract

In this contribution, we propose a fragile watermarking scheme based on Krawtchouk
orthogonal moments. The proposed algorithm inserts the watermarking generated in the first
eight coefficients of the Krawtchouk moments, calculated from the covered image, in order
to guarantee the integrity and authenticity of the emitter source. Additionally, using a private
key, a public key and the Hash-Sha256 cryptographic function, a fragile watermark is
generated and will be embedded in the original image. The experimental work on the
validation of the proposed scheme consists of calculating the signal-to-noise ratio (PSNR)
and detecting manipulation of the watermarked image.

Keywords: Authenticity, Tamper detection, Integrity, fragile watermarking, Krawtchouk
orthogonal moments
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1. Introduccion

Hoy en dia, la seguridad de la informacién es una preocupacion constante por todos los
usuarios de la red, y los piratas informaticos constituyen una amenaza para dicha seguridad,
es por ello que para la transmisién de datos a través de los diferentes canales se necesitan
técnicas de encriptacion fuertes con el objetivo de garantizar la seguridad deseada [16], la
popularizacion del internet y el uso cada vez mas habitual de tecnologias digitales ha
provocado que compartir informacion de diferentes medios digitales, ya sean imagenes, musica

o video, sea mas facil que nunca y se ha trabajado en proteger las imagenes digitales [14].

Lo anterior llega a ser un asunto de vital importancia, existiendo la necesidad de alcanzar,
una proteccién adecuada de la informacién, evitando su uso, modificaciéon, grabacion o

destruccion por usuarios no autorizados, o personas mal intencionadas [18, 19].

En los ultimos afios han surgido distintos métodos para tratar de proporcionar proteccion
a la informacién digital y salvaguardar los derechos de sus propietarios, entre los cuales se
destaca el uso de marcas de agua digitales, estas son un caso particular de una amplia familia
de técnicas destinadas a ocultar informacién, englobada bajo el epigrafe comun de

esteganografia [10].

La esteganografia constituye un conjunto de técnicas las cuales permiten ocultar o camuflar
cualquier tipo de datos dentro de informacién considerada como valida [8, 18, 19]. Ademas, la
misma permite burlar la vigilancia electrénica en el Internet, o simplemente que terceras

personas no tengan acceso a informacién no autorizada.

La marca de agua digital es un cédigo de identificacion que se inserta directamente en el
contenido de un archivo multimedia (imagen, audio, video), de manera que sea dificil de
apreciar por el sistema perceptual humano, pero facil de detectar usando un algoritmo dado y

una clave, en un ordenador [13].

Existen multiples clasificaciones de las marcas de agua, dependiendo del tipo de sefial sobre

la que se aplica, del método de deteccion, el dominio con el cual se trabaja y la robustez.

Se pueden clasificar como visibles e invisibles. Las marcas de agua invisibles incrustan una
sefal aleatoria o una sefal relacionada con la imagen, su ubicacion es secreta, solo las personas
autorizadas extraen la marca de agua durante el proceso de autenticacion, y son invisibles al

ojo humano [15].

En [15 y 21], se clasifican segun su reaccién ante los ataques en robustas, fragiles y

semifragiles

> robustas deben resistir todo tipo de ataques, detectandoselas incluso después de
producidos los mismos. Sirven para proteger los derechos de autor.

> semifragiles sobreviven a cierto tipo de alteraciones, como compresion sin pérdidas,
pero deben destruirse ante cambios importantes, no reversibles.
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> fragiles son aquellas que quedan eliminadas o modificadas y dejan de cumplir su
funcién en caso de ataque. La incapacidad de recuperarlas, revela que se produjo
algin cambio y ese es el objetivo buscado. No toleran ninguna transformacién, ni
siquiera las mas comunes en procesamiento de datos. Se utilizan fundamentalmente
para asegurar integridad ya que a través de ellas se conoce si el objeto fue alterado.

Las marcas de agua fragiles que son las que nos interesan en este trabajo deben cumplir
dos requisitos: imperceptibilidad y capacidad [21]. La imperceptibilidad de la marca tiene
como base el comportamiento del sistema perceptual humano. Una marca de agua es
imperceptible, si la degradacion que causa en los archivos donde se ha insertado es muy

dificil de apreciar [13] y la capacidad permite incorporar datos sin inconvenientes [4, 7].

Se han elaborado y son muy utilizados los algoritmos de marcas de agua fragiles, ya
que su caracteristica principal es que pueden detectar (idealmente) la alteracion de un bit

en el medio marcado [14].

La estructura de este documento es la siguiente: en la Seccion 2 describimos el esquema
de marca de agua propuesto. Finalmente, en la Seccién 3, mostramos los resultados

experimentales, vinculados al nivel de imperceptibilidad y a la deteccién de manipulacion.

2. Descripcion del Algoritmo

2.1 Funcion criptografica Hash - Sha256

Una funcion hash es un proceso que transforma cualquier conjunto arbitrario de datos
en una nueva serie de caracteres con una longitud fija, independientemente del tamario de

los datos de entrada. En general, funciona de la siguiente forma [1]:

> El mensaje de entrada se divide en bloques.
Un formula calcula el hash, un valor con un tamafio fijo, para el primer bloque.
Se calcula el hash del siguiente bloque y suma al resultado anterior.

YV V VY

Se realiza el mismo proceso sucesivamente hasta que se recorren todos los bloques.

[3] refiere que se llaman funciones hash criptograficas a las funciones hash que
cumplen los requisitos de seguridad para ser empleadas en criptografia. Este tipo de
funciones se caracterizan por presentar propiedades adicionales que las hacen resistentes

frente a los ataques que intentan romper la seguridad de los sistemas informaticos.

2.2 Momentos ortogonales de Krawtchouk

Los momentos ortogonales definidos en términos de un conjunto de base ortogonal son
una de las herramientas mas importantes en el analisis de imagen debido a su potencialidad
para representar imagenes digitales con la cantidad minima de redundancia en la informacién

[11]. Ademas, en los ultimos afios los polinomios de Krawtchouk han sido ampliamente
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utilizados en el desarrollo de marcas de agua [5, 17, 20, 22] y en la creacién de algoritmos
esteganograficos para la proteccion y seguridad de la informacion confidencial [17].
Los polinomios discretos de Krawtchouk de orden n, K,f’N(x), con 0 <p <1 [23], son

aquellos polinomios que satisfacen la condicion de ortogonalidad [11]

D KRN () KEY ) w0 p,N) = p(5 NS

0<x=<N

los cuales estan dados explicitamente mediante
—n,—Xx| _
KM@ = LR (T ), (1)
donde la funcién peso w(x;p, N) esta dada por
. — N X _ N-x
w(x:p,N)—(x)p (1 p) 7

mientras que el cuadrado de la norma p(n; p, N) esta dado mediante

n

plip ) = -1 (E) T

Aqui, .F; denota la serie hiper-geométrica ordinaria definida por

Apyons Q) \ Z (ag, ., a;)px*
rks (bl, ) by x) = Li by, . b)ik!”

(@ ade= | | @,

1<isr

donde

y (), denota el simbolo de Pochhammer [9], también se le denomina factorial desviado,

definido por
W= [] G+d nz1 @o=1

Ciertamente, {a;}/_; ¥ {bj}j,:l son numeros complejos que cumplen la condicion b; # —n con
n €N\ {0} paraj = 1,2,..,s.
Ademas, estos polinomios satisfacen la siguiente ecuacion en diferencias de segundo orden
(ecuacion de tipo hiper-geométrica)
(1 —p)x AVKPN(x) + (N, — X)AKE™ (x) + nKP" (x) = 0,

asi como la relacion de recurrencia de tres términos

—xKp™ () = p(N =K1 () = [p(V = p) + n(1 = PIKT () + n(1 = pK (), n>1,
con las condiciones iniciales K" (x) = 1y K”" (x) = (Np — x)(Np) 1. Este resultado es usado

para calcular los polinomios de Krawtchouk de orden superior. Aqui, A y V denotan los
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operadores en diferencias progresivas y regresivas definidos por Af(x) = f(x +1) — f(x) y
Vf(x) = f(x) — f(x — 1), respectivamente.

Segtin algunos autores [6, 24] el calculo de los polinomios ortogonales de Krawtchouk
usando (1) conduce a fluctuaciones numéricas y por tanto se hace necesario usar una versién
mas estable de estos, los asi llamados polinomios normalizados de Krawtchouk, dados

mediante,

PN () = gPN wxp.N)
Kn (x)_Kn (X) p(n;p,N)’

los cuales satisfacen la siguiente relacion de recurrencia de tres términos [12]
au(Np — 2np + 1 — KLY (0) = p(n — NKEN () + Bun(1 - pRES (0, n=1,

con las condiciones iniciales

KM () = Jo(sp, N)pT,

y
kP () = (Np =) (Np) (e p, N)(T - p)(Np) 2,
donde
_ [@-p)(t+1D)
y

ﬁ _[-p)2(n+1)n
n p2(N-n);
Los momentos directos de Krawtchouk de orden (n+ m) en términos de los polinomios

normalizados de Krawtchouk para una imagen con funcién de intensidad, f(x,y), estan definidos

como sigue:

Qum = Z PV YO KPY ') f(ey), 0<mmn<N-1,

0sxsN-10<ysN-1

y los inversos mediante,

fE= > D KT ORET0), 0<xy<N-L
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2.3 Algoritmo de insercion de la marca de agua fragil

A continuacion se describird detalladamente el esquema de insercion de la marca de agua

fragil. Aqui se asume, que tanto el emisor como el receptor poseen el mismo sistema de claves

privadas.

1.-
2.-

3.-
4.-

5.-
6.-

9.-

10.-

11.-

12.-

El emisor solicita al receptor una clave publica de 128 bits.

El emisor aplica la funcién Hash-5ha256 tanto a la clave publica como a la privada
para generar de esta manera las secuencias binarias Key1Sha256 y Key2Sha256,
respectivamente.

Dividir la imagen en bloques no solapados de 32 x 32 bytes.

Dividir cada bloque de 32 x 32 bytes en 4 bloques de 16 X 16 bytes.

Crear una copia de cada bloque descrito en el paso 4.

Sustituir los bloques de 16 x 16 bytes de la copia descrita en el paso 5,
representados mediante el color amarillo, por KeylSha256 y Key2Sha256,
respectivamente.

Aplicar la funcion Hash-Sha256 al bloque resultante del paso anterior para generar
la secuencia binaria blockSha256.

Crear la marca de agua fragil WaterMark = Union de los primeros y tltimos 32 bits
de la secuencia binaria blockSha256.

Dividir los bloques de 16 x 16 bytes, representados por el color amarillo, en 8
bloques de 8 X 8 bytes.

Aplicar los momentos directos de Krawtchouk a cada uno de los bloques de 8 x 8
bytes.

Insertar la WaterMark en los bits menos significativos de los primeros 8 coeficientes
de los momentos directos de Krawtchouk.

Aplicar los momentos inversos de Krawtchouk a cada uno de los bloques de 8 x 8

bytes resultantes del paso 10, para asi conseguir la imagen marcada.

2.4 Algoritmo de autenticidad y deteccion de manipulacion

1.- El receptor aplica la funciéon Hash-Sha256 tanto a la clave publica como a la privada

para generar las secuencias binarias Key1Sha256 y Key2Sha256, respectivamente.
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2.- Dividir la imagen en bloques no solapados de 32 X 32 bytes.
3.- Dividir cada bloque de 32 x 32 bytes en 4 bloques de 16 X 16 bytes.
4.- Crear una copia de cada bloque descrito en el paso 4.
5.- Sustituir los bloques de 16 X 16 bytes de la copia descrita en el paso 5, representados
mediante el color amarillo, por Key1Sha256 y Key2Sha256, respectivamente.
6.- Aplicar la funcion Hash-Sha256 al bloque resultante del paso anterior para generar la
secuencia binaria blockSha256.
7.- Crear la marca de agua fragil WaterMark = Unién de los primeros y ultimos 32 bits de
la secuencia binaria blockSha256.
8.- Dividir los bloques de 16 X 16 bytes, representados por el color amarillo, en 8 bloques
de 8 x 8 bytes.
9.- Aplicar los momentos directos de Krawtchouk a cada uno de los bloques de 8 x 8 bytes.
10.- Extraer los bits menos significativos de los primeros 8 coeficientes de los momentos
directos de Krawtchouk y representar la secuencia binaria resultante mediante
extractedLSB.
11.- Comparar la secuencia binaria extractedLSB con WaterMark,
v" Si coinciden, la fuente emisora de la imagen marcada es auténtica.
v" En caso contrario, la fuente emisora de la imagen marcada no es auténtica y se

sefnalan los bloques modificados.

3. Analisis experimental

3.1 Prueba de imperceptibilidad

En esta seccidn se presentan los resultados vinculados a nivel de imperceptibilidad y a la

deteccion de manipulacion de la imagen marcada.

Una medida para determinar el nivel de imperceptibilidad es la conocida PSNR (Relacién
Senal a Ruido Pico). E1 PSNR esta dado en unidades llamadas decibelios (dB) y se escribe de la

siguiente forma

2
PSNR=10logy, (),

donde MSE esta dado por el error cuadratico medio
MSE=—— 3, cizm Z1sjen Zasksal (0, k) = ECLj 12,
siendo I la imagen original y E el esteganograma.

Para el primer experimento se calcularon los valores de PSNR para las imagenes de la base

de datos [2], consiguiéndose valores que se encuentran alrededor de 51.71557353931331~ 51.72
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dB, lo cual indica que no existen diferencias significativas entre las imagenes marcadas y las

imagenes originales, alcanzdndose asi un elevado nivel de imperceptibilidad.

3.2 Prueba de deteccion de manipulaciéon

Figura 2. Aplicacién y deteccion del ruido cropping.
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Figura 3. Aplicacion y deteccién del ruido gaussiano.

En la Figura 1 se muestran dos imdagenes originales tomadas de la base de datos [2] y sus
correspondientes imagenes marcadas; mientras que en las Figuras 2 y 3 se aprecia la aplicacion

de los ruidos cropping y gaussiano, asi como su deteccién por parte del algoritmo propuesto.

4. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un esquema de marca de agua fragil que utiliza una clave
privada y una clave puablica de 128 bits, asi como los momentos ortogonales de Krawtchouk
para generar la imagen marcada. De acuerdo con los andlisis de los valores de PSNR se mostro6
que no existen anomalias detectables a simple vista, entre la imagen original y la marcada,
alcanzandose un elevado nivel de imperceptibilidad. Ademas el algoritmo propuesto es capaz
de detectar cualquier tipo de manipulacion a la imagen marcada, clasificando la fuente emisora

en auténtica o no.
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Resumen

En este trabajo, partiendo del marco tedrico existente, entre la normativa curricular y la
investigacion sobre metodologia para la educacién matematica, presentamos una experiencia
con estudiantes de Ensefianza Secundaria a los que planteamos un problema compuesto de
varios subproblemas que requieren de una modelizaciéon matematica y exponemos una
propuesta de evaluacion de este tipo de actividades con el fin de tener en cuenta todos los
aspectos que intervienen en este proceso. El problema consiste en determinar el nimero de
bolas que puede colocarse en un ortoedro e indagar en las distintas posibilidades segtn los
huecos que quedan entre las bolas. En una primera fase, se hace reflexionar a los estudiantes
sobre cdmo resolverian el problema si fuese en dimensién dos y, en una segunda fase, se
lleva el problema a dimension tres. El profesorado guia en la resoluciéon y explica las
herramientas que ofrece GeoGebra (International Geogebra Institute, 2020). Finalmente, se
propone la guia para la evaluacion individual y grupal incluyendo dos instrumentos: ribrica
y diana. Como conclusion se obtiene que estas actividades pueden servir para trabajar la
competencia matematica junto con el resto de las competencias clave de forma significativa.

Palabras Clave: Ensefianza Secundaria, GeoGebra, Modelizacién Matematica, Esfera,
Circunferencia.

Abstract

In this work, starting from the existing theoretical framework, between curricular
regulations and researching on methodology for mathematics education, we present an
experience with Secondary Education students to whom we propose a problem composed of
several subproblems that require mathematical modelling and we expose an evaluation
proposal for this type of activity in order to take into account all the involved aspects in this
process. The problem consists of determining the number of balls that can be placed in an
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orthohedron and investigating the different possibilities according to the gaps left between
the balls. In a first step, students are made to reflect on how they would solve the problem if
it were in dimension two, and in a second step, the problem is taken to dimension three.
Teachers lead them into the resolution and explain tools offered by GeoGebra (International
Geogebra Institute, 2020). Finally, the guide for individual and group evaluations are
proposed, including two instruments: rubric and dartboard. As a conclusion it is obtained
that these activities can be useful to work mathematical skills along with the rest of the key
competencies meaningfully.

Keywords: Secondary Education, GeoGebra, Mathematical Modelling, Sphere,
Circumference

1. Introduccion

La modelizacion matematica ha inspirado bastante literatura en el contexto de la Did4ctica
de las matematicas en todos los niveles de ensefianza. Recientemente, diversos autores han
realizado diferentes aportaciones sobre la aplicacion de este proceso a la Ensefianza Secundaria;
(véase Albarracin, 2017; Borromeo-Ferri, 2018; Ferrando, Albarracin, Gallart, Garcia-Raffi y
Gorgorio, 2017; Gallart, 2016 y las referencias incluidas en ellas). Podemos considerar la
modelizacién matematica como un proceso o secuencia de acciones destinadas a la consecucion
de un fin concreto que requiere un cambio en el lenguaje que implica una traduccién a
expresiones y objetos matematicos y que pone en marcha destrezas necesarias para resolver un
problema contextualizado. En los niveles de ensefianza preuniversitarios espafioles, la
modelizacién esta integrada en la definicion de competencia matematica (Orden ECD/2015) y
transversalmente en el resto de competencias y por ello, es importante disenar actividades para
que los estudiantes puedan trabajarla y entrenarla. La realizacion de estas tareas, desde el punto
de vista de la normativa vigente en Espafia, sirven para desarrollar especificamente la parte del
del Real Decreto 1105/2014 que se refiere a procesos, métodos y actitudes matematicas. Asi, la
realizacion de tareas de modelizacion, contribuyen a este fin porque ayudan a vehicular hacia
un conocimiento concreto, como una forma de potenciar la competencia en la resolucién de
problemas de la vida cotidiana.

Ademas de esta normativa, una razon para justificar la realizacion de estas tareas es que se
pueden plantear problemas realistas en consonancia con los intereses de los estudiantes y con
la disciplina de las matematicas y, quizas, de esta forma los docentes consigan motivar a los
estudiantes para que se involucren en las actividades. Alsina (2007) propone diez ejemplos de
problemas de modelizacion: el problema de la lata de cola, goles de penalti, localizacion 6ptima,
un método de escanos politicos por sucesion de divisores, relaciones lineales y cuerpo humano,
elegir un modelo de coche, ISBN, para los arquitectos “la tierra es plana”, longitudes y latitudes,
y aspirinas contra infartos.

Otro tipo de tareas de modelizacion que pueden plantearse son las relativas a problemas de
Fermi que consisten en la estimacion de grandes cantidades (Garcia Navarro, 2013 y Albarracin,
2017). Ya se han realizado experiencias con estudiantes de Secundaria, por ejemplo, Bergman
Arleback y Bergsten (2010) describen una experiencia en la que se plantea a los estudiantes dos
preguntas sobre el edificio Empire State. Concretamente, las preguntas eran:
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¢ Cudnto tiempo le lleva al ascensor turistico llegar al observatorio del
ultimo piso? ;Si uno decide subir por las escaleras, cudnto tarda? (p.
602)

Al plantear estas cuestiones, lo primero que ocurre es que los estudiantes quedan invadidos
por la emocion de la sorpresa, y también, la frustracién por no saber datos concretos sobre el
problema. Una caracteristica destacable de estos problemas es que es necesario aplicar
conocimientos sobre realidades que no pertenecen a la disciplina matematica propiamente, es
decir, requiere de un conocimiento extra-matematico (experiencia). Por ejemplo, en el problema
del Empire State, los estudiantes puede que no sepan qué es eso y aunque lo sepan, puede que
no conozcan, de forma exacta, las plantas que tiene.

Mas atn, con estos problemas se pueden trabajar los valores de nuestra sociedad,
incluyendo temas transversales. Blum y Borromeo-Ferri (2009) indican que la modelizacion
matematica sirve para ayudar a los estudiantes a comprender mejor el mundo, apoyar el
aprendizaje matematico, contribuir al desarrollo de diversas competencias matematicas y
actitudes correctas y contribuir a una imagen adecuada de las matematicas.

Asi pues, la tinica dificultad que encontramos es la falta de orientacion en su implantacion
y de material préctico para el aula, aunque ya existen algunas iniciativas de manuales en este
sentido como se recoge en el trabajo de Gallart, Ferrando y Garcia-Raffi (2019). Para realizar
estos problemas en clase, es conveniente disponer de un dossier de trabajo para los estudiantes,
una serie de reglas que proporcionen informacion a los estudiantes sobre lo que se espera de
ellos, una rubrica de evaluacién y una diana para la autoevaluacion.

Para la evaluacion de la actividad se han seleccionado como instrumentos de evaluacion la
rubrica y la diana de autoevaluacion por considerarse instrumentos que permiten realizar una
evaluacion integral y formativa centrada en el aprendizaje, valorando el desempeno en la
realizacion del proceso y el resultado final de una actividad. A través de los indicadores de
evaluacion y de la escala de valoracion establecida para cada uno de ellos, ofrecen al estudiante
los aspectos esenciales de la tarea que seran objeto de valoracidon por parte del profesorado,
contribuyen a clarificarle los requerimientos de una tarea que va a ser evaluada y a que
reflexione sobre su propia actividad a partir de los criterios y valoraciones que se especifican
(Herran Alvarez, Heras Bernardirno y Pérez-Pueyo, 2019; Valverde y Cuidad, 2014).

También, se requiere un cambio de rol del profesorado que sera observador, gestor de
recursos, asesor, moderador y experto (Gallart, 2016). En el proceso de modelizacién se pueden
distinguir una serie de fases segtin el ciclo de modelizacién de Blum y Leif (2007): 1,
Comprension del problema; 2, Simplificaciéon/Estructuracion; 3, Matematizacién; 4, Trabajo
Matematico; 5, Interpretacion; 6, Validacion; y 7, Exposicidn. Estas fases en si y no el orden se
deben tener en cuenta en la rubrica de evaluacién, puesto que es conocido que este proceso no
es secuencial.

2. Descripcion de la experiencia
La experiencia consistio en plantear un problema en el que los estudiantes han de aplicar

conceptos geométricos, asi como también estrategias de representacion en GeoGebra
(International Geogebra Institute, 2020). Se plante6 el mismo problema a diferentes cursos: 12,
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32y 4° de Educacién Secundaria Obligatoria (ESO) (alumnado de 12 a 16 afios) y 2° de Graduado
en Educacion Secundaria para adultos (mayores de 16 afios) del sistema educativo espanol, una
vez que ya se habian tratado las unidades didacticas correspondientes de geometria.

Se crearon grupos de trabajo cooperativos, asignando roles y mostrandoles la rubrica que
se representa en la Tabla 1. En la primera sesion se trabajo en el aula habitual. Se les dejé una
semana para que pensasen en casa las posibles soluciones y a la semana siguiente se les llevo al
aula de informatica para elaborar los posibles disefios, utilizando GeoGebra (International
Geogebra Institute, 2020) en dos sesiones seguidas. El informe final lo realizaron mediante un
documento compartido.

Figura 1. Estudiantes durante la primera sesion (izquierda: estudiantes de 1° de ESO, derecha: estudiantes adultos).

2.1 Problema

Este problema incluye conceptos y calculos de volumen, area, unidades de medida y
densidad. Conlleva la realizacion de una practica con GeoGebra (International Geogebra
Institute, 2020), en la que se aplican los conocimientos curriculares adquiridos sobre: ecuacion
de una recta en un plano, representacion de puntos, paralelismo, perpendicularidad, ecuacion
de una circunferencia en un plano y ecuacién de una esfera en el espacio. El problema consiste
en estimar el niumero de bolas que caben en un tetrabrik. A los estudiantes se les entregd la ficha
de la Figura 2.

APLICANDO LO APRENDIDO

¢ Cudntas bolas caben en un tetrabrik?
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Guia para la resolucion del problema:
1 ;Qué dimensiones tiene un tetrabrik?

2 Realiza una estimacion de las bolas que caben. ;Como? Comienza con el calculo del

volumen del tetrabrik.
3 Calcula el volumen de una bola.
4 ;Por qué se llama tetrabrik y no ortobrik?

5 Entre las bolas siempre habra huecos, pero si no tenemos en cuenta estos huecos, ;cual es

el nimero maximo de bolas que cabrian?

6 Piensa cdmo colocar las bolas para minimizar el volumen correspondiente a los huecos, es

decir, para maximizar la cantidad de bolas.

Figura 2. Ficha de trabajo para el alumno.

2.2 Observaciones sobre la guia

1.

(Qué dimensiones tiene un tetrabrik? Para unificar la solucion del problema se les dice que
tomen un tetrabrik de medidas 6,4 cm X 9,7 cm X 16,8 cm, que corresponden con las
medidas reales de varias marcas.

El volumen del tetrabrik es 1042,944 cm3. En este apartado se indicara a los estudiantes
que piensen en un radio razonable para las bolas en relacion con el tamano del tetrabrik y
cdmodo para los calculos. Por ejemplo, podemos sugerir que consideren como dato el
radio de las bolas, fijandolo en 0,5 cm para que hagan las primeras estimaciones. En un
cm? cabe una bola sin interseccion con otra bola, es decir, podriamos colocar 1042. Esta
solucion no tiene en cuenta la forma del tetrabrik porque como observamos en las Figuras
3, 4y 5, existe un espacio sobrante donde no podemos colocar ninguna bola sin romperla
previamente.

V==-n-r3 parar = 0,5 cm tenemos:V = %'ﬂ 0,53 cm3® = 0,52 cm?.

W s

Tetra Pak (2020) es la compania fundada por el Dr. Ruben Rausing en 1943 a la que se debe
el invento del tetrabrik. Surgid a partir de un modelo anterior que tenia forma de tetraedro.

Dividiendo el volumen total entre el volumen de una bola obtenemos 1991,88, es decir,
como maximo se podrian poner 1991 bolas con la hipdtesis de poder rellenar todos los
huecos.

Suponiendo que ya hemos ensefiado a los estudiantes el funcionamiento basico de
GeoGebra (International Geogebra Institute, 2020), les podemos pedir, incluso, que
dibujen lo que corresponderia a la proyeccion de un piso de bolas sobre el plano z=0. Asi,
en la Figura 3, tenemos una disposicion posible que es la més sencilla, pero que deja mucho
hueco. En este piso hemos colocado 54 bolas. Si ponemos plantas de bolas como esta,
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podemos completar un total de 16 plantas. Asi pues, tenemos colocadas 54 X 16 = 864
bolas.

-1

Figura 3. Colocacion 1 de las bolas sobre la base.

Otra disposicion puede ser la de la Figura 4, donde colocamos 61 bolas y entre las bolas
quedan huecos mas pequefios. Si ponemos 16 plantas como esta, colocariamos 61 X 16 = 976.

YNNI DT ZD I/ DN DN

54>

T N
5P

YN TN {8 R P e s

A SO A G

Figura 4. Colocacion 2 de las bolas sobre la base.

En la Figura 5, tenemos una variante en la que en una planta colocamos 63 bolas.
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Figura 5. Colocacion 3 de las bolas sobre la base.

Ahora podemos colocar los pisos como antes utilizando 63 X 16 = 1008 bolas o situando
bolas encima de la primera fila con una bola en la esquina, intentando subir menos en altura

como indica la Figura 6.

Modelizacién matemdtica con GeoGebra. ..
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Figura 6. Colocacién de las bolas verticalmente (vista lateral).

Con esta hipdtesis tendriamos colocadas 63x19
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Figura 7. Colocacion de las bolas en dimension tres con el tercer modelo.

Para guiar la actividad se dividid la investigacion en dos fases: estudio de la primera planta
y deduccidén del resto de plantas. La imagen del tetrabrik en la ficha sugiere que se tome como
primera planta la cara de menor superficie, pero también podria estudiarse el problema
poniendo como base las otras caras. De hecho, el uso de deslizadores para las dimensiones del
tetrabrik, permite visualizarlo con la cara de mayor superficie como base y con las bolas en el
interior. En este caso se consigue colocar un nimero de bolas mayor. Se puede aprovechar este
ejemplo para comentar la utilidad de mirar un mismo objeto geométrico desde distintos puntos
de vista.

Para el estudio de la primera planta, previamente, trabajaron manipulando una caja y
canicas para hacerse una idea de las disposiciones que pueden tener las bolas en la primera
planta. En segundo lugar, hicieron un dibujo esquematico de la disposicion decidida de las
bolas (seria una proyeccion de las bolas en la base). Se les indic6 que debia ser “como una foto
desde arriba”. El tercer paso fue el calculo de las posiciones de los centros de cada bola y de las
bolas que realmente cabian en la primera planta del tetrabrik. Por ultimo, se representd con
GeoGebra (International Geogebra Institute, 2020) el rectangulo y las circunferencias,
alcanzando distintos niveles segtin los conocimientos del alumnado.

Las instrucciones utilizadas en la representacion son:

e Comando Poligonal o comando Segmentos para el dibujo del rectangulo y para cada
circunferencia por separado, el comando Circunferencia: centro y radio.

e Utilizacion del comando Secuencia (junto con el comando Circunferencia: centro y
radio) para dibujar automaticamente las circunferencias (haciendo variables las
coordenadas x e y del centro). Es conveniente hacer en dos partes (por filas o
columnas) algunos de los modelos a representar.
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e Uso de variables (o deslizadores) para poder generalizar el estudio a otras
dimensiones del recipiente o de las bolas.

e En este ultimo caso es interesante conseguir que el programa cuente
automaticamente el niimero de bolas que caben (con el comando CuentaSi aplicado
a la lista que contiene las circunferencias). Para los modelos representados en dos
partes, se pueden juntar las listas en una lista tinica (con el comando Encadena) para
poder contar mejor.

Con estas indicaciones se obtiene la superposicion de los tres modelos de base que vemos
en la Figura 8.

@
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Figura 8. Superposicién de los tres modelos de base.

El proceso para el resto de las plantas es andlogo: manipulaciéon de canicas, dibujo
esquematico, calculos de centros y numero de bolas y representacion en GeoGebra
(International Geogebra Institute, 2020) (en la vista Grafica -proyecciones- o en la vista Grafica
3D).

Sea cual sea el nivel alcanzado con el uso de GeoGebra (International Geogebra Institute,
2020), no se debe olvidar, el cuidado en la presentacion: colores (ayudan a visualizar la situacién
de los objetos), cuadriculas, ejes, textos explicativos, presentacion selectiva de modelos o partes
de un modelo (con el comando Valor para trabajar con valores légicos y el comando
CasillaControl), etc.

Con respecto a la utilidad préctica, que es siempre una inquietud de los estudiantes, y con
el fin de que se valore la importancia del problema trabajado, la dificultad de su resolucién y la
constancia del quehacer matematico, se puede comentar que estas cuestiones estan en conexion
con los problemas de empaquetamiento de circulos y esferas relacionados con el
distanciamiento social, las estructuras quimicas o el envio de mensajes y la detecciéon y
correccion de errores. Ademas, se puede animar a los estudiantes para que busquen
informacion sobre el concepto de densidad del empaquetamiento y su tratamiento por
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diferentes matematicos desde Lagrange y Gauss hasta los resultados recientes en otras
dimensiones en torno a la historia de la conjetura de Kepler (Miana Sanz y Romero Alvarez,
2010), formulada por Johannes Kepler en el siglo XVII sobre la mejor densidad de
empaquetamiento de esferas en dimension 3 y demostrada por Thomas Hales en 1998 (Hales,
2005). Como ampliacién podria estudiarse la colocacion segtin la disposicion de las esferas en
la conjetura de Kepler, es decir, como en la Figura 9. Para ello se pedira a los estudiantes que
comiencen dibujando esferas de radio r=0,5 cm segtin el modelo 1. En este caso, en la segunda
planta podriamos colocar solamente 45 bolas. En el problema planteado queremos aprovechar
todo el espacio del recipiente, ademas de tener en cuenta que las bolas se dispongan de forma
que la densidad en el sentido de la conjetura de Kepler sea la mayor posible.

Figura 9. Colocacion de las bolas segiin la disposicién de la conjetura de Kepler (Vista en planta).

Por supuesto, existen otras posibilidades que los estudiantes podrian presentar y no
debemos rechazar sin valorar, de ahi la importancia de realizar una evaluacién por rubrica,
especialmente adecuada para problemas con solucién abierta.

3. Evaluacion

A la primera fase llegaron todos los grupos y la segunda fase se desarrollé con los
estudiantes de 4° de Educacion Secundaria Obligatoria (15 y 16 afios). Todos dieron al menos la
solucion de la colocacion de bolas una encima de otra y guiados, la mayoria aportaron también
la segunda opcidn explicada. Para valorar la actividad realizada se ha disehado una rtbrica que
se presenta en la Tabla 1. Teniendo en cuenta las conclusiones de Valverde y Cuidad (2014) y
Herran Alvarez et al. (2019) y en base a las fases del ciclo de modelizacién matematica de Blum
y Leif3 (2007) se han establecido una serie de indicadores. Ademas, se han incorporado algunos
indicadores que hacen referencia a la presentacion del trabajo realizado, la autonomia y el
trabajo del grupo. El problema se valora en una escala de 0 a 10 puntos.
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Tabla 1. Rubrica de evaluacion para un problema de modelizacion.

Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 4

Comprension
del enunciado

Reconoce los
conceptos
matematicos y

Reconoce los
conceptos
matematicos y

Reconoce la
mayoria de los
conceptos y

Solo reconoce
algunos de los
conceptos y

1 punto variables variables, pero no variables variables
implicadas en el la relacion entre
problema y la ellos 0,5 puntos 0,25 puntos
relacion que existe
entre ellos 0,75 puntos
1 punto
Simplificacion/  Simplifica el Simplifica el A veces simplifica  No utiliza la
Estructuraciéon  planteamiento del ~ planteamiento del el planteamiento estrategia de
problema problema. No del problema dividir el
2 puntos aplicando la reflexiona sobre el problema en
estrategia proceso seguido 1 punto subproblemas
heuristica de 1,5 puntos
dividir el 0,5 puntos
problema en
subproblemas y
reflexiona sobre el
proceso seguido
2 puntos
Resolucién Resuelve Resuelve el El trabajo debe El trabajo debe
correctamente el problema, pero el revisarse, el revisarse, el
1 punto problema modelo no puede  proceso de proceso de
planteado y el aplicarse a resolucion resolucion
modelo propuesto  situaciones contiene algunos contiene muchos
puede aplicarse a similares errores errores.
situaciones
similares 0,75 puntos 0,5 puntos 0,25 puntos
1 punto
Validacion del  Reflexiona sobre Analiza si los Presenta cierta No analiza los
resultado los resultados resultados son o evidencia del resultados
obtenidos no correctos, pero  andlisis de los obtenidos y no
1 punto indicandosisono  sin argumentarlo resultados indica si hay
no correctos y incongruencias en
argumentandolo 0,75 puntos 0,5 puntos las soluciones
1 punto 0,25 puntos
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Claridad y El informe es claro  El informe es claro  El informe hace un ~ Apenas contesta a
limpieza del y conciso. Uso y conciso. Uso uso pobre del los puntos

informe adecuado del aceptable del lenguaje requeridos. Hay

2 puntos lenguaje lenguaje matematico con faltas de
matematico y matematico y pocas ortografia y la
representaciones representaciones. representaciones. sintaxis no es
que facilitan su Presenta todoslos ~ Contiene la correcta
comprension. puntos requeridos. mayoria de los
Presenta todoslos ~ No presenta faltas ~ puntos requeridos. 0,5 puntos
puntos requeridos  de ortografia y la La ortografia y
y afiade algunos sintaxis es correcta  sintaxis son
otros relevantes. correctas
No presenta faltas 1,5 puntos
de ortografia y la
sintaxis es correcta 1 punto
2 puntos

Autonomia Resuelven el Resuelven el Resuelven el Deben ser

problema sin problema con la problema guiados

1 puntos solicitar la ayuda ayuda del recurriendo continuamente
del profesorado profesorado en frecuentemente a por el

momentos la ayuda del profesorado
1 punto puntuales profesorado
0,25 puntos
0,75 puntos 0,5 puntos
Colaboracion ~ Todos los Todos los Todos los Solo algunos

miembros del miembros del miembros del miembros del

2 puntos grupo participan grupo participan el grupo colaboran grupo colaboran

en el proceso de
resolucién
ayudandose y
tomando
decisiones
consensuadas

2 puntos

proceso de
resolucion, aunque
a veces las
decisiones no son
consensuadas

1,5 puntos

en la realizacion de
la actividad,
aunque tienen
dificultades para
entenderse y
tomar decisiones
conjuntas

1 punto

en la realizacién
de la actividad

0,5 puntos

Los estudiantes deben reflexionar sobre su implicacion en el trabajo realizado mediante
cuatro cuestiones que se presentan a continuacion. Cada una de ellas se valora como excelente,
bueno, regular o inadecuado. Ademas, se pide al alumnado que disefien una diana de
autoevaluacion como la que se presenta en la Figura 10.
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Cuestion A: He cumplido con el

compromiso asignado de la tarea

esforzandome al maximo -

, N3
Cuestiéon B: He cooperado y

fomentado la participacion de todos ﬂ\

los miembros del equipo. \ J

Cuestion C: Cuando surgia alguna

dificultad o un error, he intentado

llegar a acuerdos utilizando el debate

y el razonamiento.

Cuestion D: He aprendido algo
nuevo sobre el tema, escuchando y N1: Excelente, N2: Bueno,
observando con comprensién y N3: Regular, N4: Inadecuado.

empatia.

Figura 10. Diana de autoevaluacion.

4. Conclusiones

Es una experiencia positiva en la que trabajamos la competencia matematica, entre otras, y
los estudiantes no basan sus estrategias en una mera imitacién del profesorado, al contrario,
tienen que buscar una linea de trabajo propia y consensuada con los miembros de su grupo
aplicando los conocimientos matematicos y extra-matematicos aprendidos. También, aprenden
a ser mas reflexivos, a dividir un problema en subproblemas (simplificacién) como estrategia
de resolucién de problemas, a construir un plan de acciéon y ponerlo en marcha, a mejorar su
proceso de escritura (rigor matematico), a utilizar distintas formas de presentacion de
resultados y a buscar resultados razonables al problema propuesto validando el resultado
obtenido.

No podemos obviar las dificultades encontradas en la puesta en practica por los estudiantes:
bloqueos, falta de comprensién lectora, falta de autonomia, necesidad continuada de
aprobacion del docente, asi como las dificultades del profesorado: tareas abiertas con distintas
soluciones y complejidad de la evaluacion, por las infinitas posibilidades de mejorar el modelo
y el producto final.

En definitiva, la realizacién de actividades de modelizacion en la Ensenanza Secundaria
tiene muchos aspectos positivos y, a la vez, dificultades que pueden salvarse. Sin duda,
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consideramos conveniente integrar este tipo de actividades en el proceso de aprendizaje de las
matematicas para la formacion de ciudadanos criticos y capaces de superar los nuevos retos del
siglo XXL
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Resumen

Este articulo tiene como propdsito describir un taller de Resoluciéon de Problemas de
Matematica con material concreto y dar a conocer las opiniones de los profesores
participantes. En los talleres participaron estudiantes del Preuniversitario de la universidad
del Bio-Bio. Se realizé un analisis descriptivo de los datos recolectados sobre la
implementacion de los talleres mediante entrevistas semiestructuradas a los profesores que
realizaron los talleres. Los resultados indican que el trabajo con estudiantes con contenidos
disciplinares descendidos se puede ver mejorado, ademas se fortalecen las habilidades de
comprender, aplicar y evaluar al utilizar la metodologia permitiendo que lleguen con una
mejor preparacion a la universidad. Es importante que se masifiquen las actividades de
Resolucion de Problema de Matematicas, pues son multiples los beneficios que entregan en
el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Palabras Clave: Resolucion de Problemas, Secundaria, Preuniversitario

Abstract

The purpose of this article is to describe a Mathematical Problem Solving workshop with
specific material and to publicize the opinions of the participating teachers. Students from
the Pre-University of Bio-Bio University participated in the workshops. A descriptive
analysis of the data collected on the implementation of the workshops is carried out through
a semi-structured interview with the teachers who carry out the workshops. The results
indicate that working with students with descending disciplinary content can be improved,
in addition to strengthening comprehension skills, applying and evaluating the use of
specific methods that lead to better preparation for university. It is important that the
Mathematical Problem Solving activities are overcrowded, since there are multiple benefits
that begin in the teaching-learning process.

Keywords: Problem Solving, Secondary , preuniversity

45



Héctor Bastias y Angelo Fierro Experiencias Docentes

1. Introduccion

La sociedad actual sufre cambios constantes debido a los avances rapidos que presenta la
tecnologia y el desarrollo cientifico, esto obliga a las instituciones educativas a estar a la
vanguardia de los cambios entregando las herramientas necesarias para afrontar con éxito las
nuevas necesidades que demandan los puestos de trabajo. El nuevo escenario de la sociedad
del conocimiento requiere de nuevas competencias que reemplacen las habilidades basicas y las
expectativas de conocimiento del pasado por otras que se necesitan para la vida y el trabajo
actual (Schleicher, 2016). Cada vez se necesitan profesionales con competencias mas flexibles,
interpersonales que les permitan enfrentarse a tareas complejas e interactivas (Van de
Oudeweetering y Voogt, 2018), por esto es necesario que los sistemas educativos formen a los
futuros ciudadanos basandose en las competencias del siglo XXI como son el pensamiento
critico, el pensamiento creativo o la resolucion de problemas (Almerich, Diaz, Cebrian y Suarez,
2018). Ante lo expuesto, las universidades en las tltimas décadas estan incorporando de manera
transversal la Resolucion de Problemas (RP) en las diversas carreras que imparten, entendiendo
que es fundamental esta competencia, pues constituye un conjunto de conocimiento y
habilidades que los alumnos podran aplicar o usar para realizar tareas académicas y
transferirlas al mundo laboral (Almerich, Diaz, Cebrian y Suarez, 2018). Casos como las carreras
de; Medicina (Lermanda, 2007), Fisica general (Almudi, Zuza y Guisasola, 2016), Ingenieria
Civil (Echazarreta y Haudemand, 2009) evidencian que el paso de los estudiantes universitarios
por la metodologia, como medio para la adquisicién de competencias académicas -profesionales
en las aulas, mejora su rendimiento académico en comparacién con los casos en que se aplican
metodologias mas convencionales. Segin distintos autores (Falcon, 2018; Gil-Galvan, 2018;
Fach, 2012; Fernandez, Garcia, De Caso, Fidalgo y Arias, 2004) esta mejora de resultados se debe
a que esta metodologia fomenta el papel protagonista del alumno en el proceso ensefianza-
aprendizaje, lo aproxima a la realidad laboral en la que tendra que desenvolverse, consolida
contenidos tedricos y desarrolla habilidades cognitivas y habilidades transversales (respeto,
empatia, trabajo en equipo), ademas potencia el desarrollo y optimiza las competencias
tendentes a la profesionalizacion del estudiante. En lo que respecta a la Resolucién de Problemas
(RP) en el escenario de ensefianza media (etapa previa al ingreso a la universidad) los sistemas
educacionales del mundo la consideran un elemento fundamental del curriculo, tal es el caso
de Singapur, Estados Unidos, Finlandia y Colombia quienes en la tiltima década la sittian en el
centro del curriculo escolar, ademas la RP estd presente en las principales evaluaciones
internacionales como PISA y TIMMS. Chile, siguiendo la tendencia internacional, incorpora la
RP en la asignatura de matematica considerandola junto con la argumentacion y comunicacion,
representacion y modelamiento una habilidad a desarrollar en los estudiantes. El ministerio de
educacion chileno el afio dos mil nueve declar6 que la RP es tanto un medio como un fin en la
adquisicion de una buena educacion matematica, pues esta tiene la particularidad de promover
el desarrollo de las otras habilidades del curriculo (Felmer, Perdomo — Diaz, Giaconi y Espinoza
2015) y es transversal a los ejes de Numero, Algebra, Geometria y Datos y azar perteneciente al
curriculo de matematica. De esta manera se convierte en el eje principal del proceso ensefianza-
aprendizaje de la matematica en el aula escolar. A pesar de ser considerada un elemento clave
el desarrollo de la RP en el aula, las pocas investigaciones nacionales sobre el tema evidencian
que esta ausente de la formacidn inicial de los docentes y quienes ya estan ejerciendo en el aula
no la utilizan (Felmer y Perdomo — Diaz, 2015; Preiss, Larrain y Valenzuela, 2011), ante lo
expuesto no es de sorprender que en evaluaciones a estudiantes de ensefianza media salgan mal
evaluados en la RP, tenemos el caso de la evaluacidon internacional PISA donde los estudiantes
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chilenos no lograron alcanzar el nivel de competencia adecuado y fue el pais OECD con el
menor desempefio estando por debajo del promedio. Bastias, Garcia y Caro (2019) afirman que
la habilidad mas débil en estudiantes de primer afio en carreras universitarias con asignaturas
de Matematica es la Resolucion de Problemas de Matematica. Estos resultados coinciden con el
diagnostico académico de matematica realizado por el preuniversitario de la universidad del
Bio-Bio, donde se evaluaron a estudiantes de tultimo afio de ensefianza media respecto a
contenidos disciplinares en los ejes de Numeros, Algebra, Geometria y Datos y azar, ademas de
las habilidades de comprender, aplicar y evaluar los resultados. Esta evaluacién a nivel global
arroja que los estudiantes no superan el 50 % de logro en contenidos y habilidades los cuales
son necesarios para afrontar con mayor probabilidad de éxito la rigurosidad impuesta por las
actividades académicas inherentes a las universidades. Considerando que las universidades
estan incorporando de manera transversal la Resolucién de Problemas (RP) en las diversas
carreras que imparten por el papel que desempefia como una habilidad del siglo XXI y la
ausencia en el aula de clase en ensefianza media, lo que acarrea un déficit para los estudiantes
que ingresaran en la universidad, en el afio 2018 y 2019 el Preuniversitario de la Universidad
del Bio-Bio elabord y ejecuto talleres centrados en la RP matematicos con material concreto con
el objetivo de fortalecer contenidos disciplinares y habilidades cognitivas necesarias para
afrontar la articulacién de ensefianza media con la universitaria.

2. Taller Resolucion de Problemas de Matematica con material
concreto

El taller considera ocho sesiones de las cuales dos hacen referencia a contenidos del eje de
numeros, dos al eje de algebra, dos al eje de geometria y dos al eje de datos y azar. Las sesiones
son semanales y se trabaja un eje en cada una de ellas con una duracién de entre 90 a 120
minutos. La cantidad de participantes en promedio es de 20 estudiantes y trabajan en equipo
de 3 a 4 estudiantes. En los talleres participan dos profesores de matematica. Para cada taller
se cuenta con material concreto con la finalidad de que los estudiantes puedan manipular,
construir, disefiar o calcular segtin las especificaciones de cada problema. En los problemas no
se presenta toda la informacidn necesaria para resolverlo, de tal manera que el estudiante tenga
que discernir qué informacién necesita y por medio del material concreto y fuentes de
conocimiento como libros, internet o apoyo del docente pueda obtenerla. Esto se debe a que en
la realidad cuando nos enfrentamos a un problemas este no siempre tiene toda la informacion
necesaria de manera explicita para encontrar la soluciéon. Los problemas estan adaptados de
manera que puedan ser resueltos por medio de varias estrategias y sean accesibles a los diversos
estilos de aprendizaje de los estudiantes.

A continuacion presentamos el primer taller y sus orientaciones didacticas:
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Taller 1.

La empresa Chilena “Pinturas Top” es contratada por la minera del norte para que pinten
las oficinas container que tienen en sus distintos sectores. Ver figura. ;Cuanta pintura
necesitaran?

Oficina sector 1

Oficinas sector 2

] I ]

Oficinas sector 3

] ITL] ] l'L] ] I'L] ] l’L]

Oficinas sector 4
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Este es el primer taller que se trabaja con los estudiantes y si bien su contenido es de
primeros anos de ensefianza media su objetivo fundamental es que los estudiantes se
familiaricen con la metodologia de resolucion de problema y cuales son las directrices de trabajo
en cada taller.

Orientaciones didacticas: al inicio de la clase se forman los equipos y se entrega en papel
el problema, luego se le pide a algun estudiante que lea el problema en voz alta y se les pregunta
si conocen este tipo de oficina. Independientemente de las respuestas se realiza la proyeccion
de un video de oficina container en la mineras. Una vez formados los equipos y con la lectura
del problema realizada, el profesor se pasea por los equipos donde de forma espontanea
comienzan a surgir preguntas como por ejemplo: jde que tamafio son las oficinas?, jcuanto
rinde un litro de pintura?, ;cual es la formula de 4rea de un rectangulo?. ;no tengo que pintar
el area de la ventana y puertas?, en el momento que comienzan a surgir las preguntas el
profesor le pide a un representante por equipo que anote en la pizarra las preguntas
relacionadas con la informacion necesaria para resolver el problema y mediante lluvia de ideas
comienzan a dar respuestas, algunos recuerdan las formulas, otros las buscan en libros o
internet y se llega a concenso en algunas cosas por ejemplo cudnto rinde un litro de pintura o si
es necesario una mano o dos. El profesor en todo momento estd atento a los grupos y cémo
funcionan sus dindmicas para asegurar que todos participen. Cuando los grupos comienzan a
hacer calculos y plasmar ideas en el papel se dan cuenta de la idea para resolver el problema
(de no ser asi el profesor orienta a esta idea por medio de preguntas) que no se va a poder pintar
las paredes que quedan juntas o la base por lo tanto no sera necesario gastar pintura ahi y en
este momento luego de intentar calcular estas caras es que el profesor da inicio a la tercera parte
que es la entrega de material concreto (es dificil calcular las caras que no se pintan solo con la
figura entregada en papel). El material concreto consiste en figuras con la forma de container.
Con el material concrreto se forman las oficinas como estdn en el papel y comienzan los
estudiantes a calcular las caras que no se pueden pintar. El profesor va guiando que los
estudiantes noten cierta regularidades de caras no pintadas o caras pintadas en cada sector a
medida que aumentan las oficinas. Dependiendo del nivel de cada grupo se puede solicitar
llegar a una férmula de la regularidad que va ocurriendo. Si hay equipos que logren el objetivo
de manera rapida el profesor puede extender el problema solicitando que calculen el tiempo
que se demorarian en pintar todas las oficinas contaiiner si saben por ejemplo que se demoran
3 horas en pintar una. El Problema se puede resolver de muchas maneras y el profesor tiene que
identificar en los grupos las ditintas formas que lo abordaron y resolvieron, pues ahora viene la
ultima parte del taller y es que el profesor les da la palabra a un integrante de cada grupo para
que exponga cdmo lo abordaron y resolvieron, tambien tiene que generar el ambiente propicio
para la discusién de las respuestas con el objetivo de que los estudiantes decidan por la forma
mas optima para resolver el problema. Finalmente el profesor cierra su taller con algunas
reflexiones a partir de las diversas respuestas entregadas por sus estudiantes.

A continuacién presentamos algunos problemas que se trabajaron en los talleres:

Taller 2

Construir un recipiente cerrado en un extremo utilizando el minimo de material, este debe
ser capaz de contener tres esferas de volumen de 102 cm?® cada una, ademas determine el
volumen interior que queda desocupado.
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Materiales:
1 cartulina 26,5 x 37,5 cm (aproximado)
1 tijera
1 regla de 30 cm
1 compas
1 scotch
Taller 3
En un terreno (la cartulina) hay un caballo y conejos, el caballo debe pastar diariamente
sobre una superficie de 415 m? aproximado, considerando los materiales a escala de 1:100. ;cual
es la superficie que pastan los conejos?.

Observaciones: No pueden cortar ni sobreponer los palos, ni salir del terreno

Materiales:
1 cartulina 26,5 x 37,5 cm (aproximado)
8 palos de helados de colores de 11,5 cm de largo
30 cm de lana
Figuras de 3 conejos, 1 caballo y 1 arbol
1 silicona liquida
1 tijera
1 regla de 30 cm
1 compas

Taller 4

Se necesita transferir 1.110 cc de cloro a una piscina. El técnico encargado olvidé traer el
medidor de ccy el bidon que porta el cloro es de 500 litros. Para resolver el problema el técnico
logro conseguir vasos de distintas medidas como se ven en la figura que representan una parte
de un litro (1000 cc). ;Utilizando los vasos es posible medir los 1.110 cc de cloro a la piscina?
Justifique.

Vaso

Ceopacidad (7x%2 4+ 14x+ 7)(x - 1) 30(x? —3x—40)(x-5) (x+8)(x=7)(x-8)(x +2) 4(x+3)(x+5) 3x2 — 3y?
4(x? - 1)5(x + 1) 300(x? - 25)(x - 8) 4(x? - 64)(x* - 5x — 14) 20(x? +8x+15) 25(x+y)(x—y)

Orientaciones didacticas: al inicio de la clase se forman los equipos y se entrega en papel
el problema, luego se le pide a algtn estudiante que lea el problema en voz alta. Luego de esto
el profesor les pide a los grupos que conversen sobre el problema y que anoten las posibles
dudas que surgen para ser presentadas a viva voz. Mientras los estudiantes estan discutiendo
en grupos el profesor estd atento a las posibles preguntas y estrategias a utilizar. El profesor
pregunta a los grupos si tienen dudas, la pregunta mas frecuente de los estudiantes puede ser
¢Cual es la capacidad de los vasos? A lo que el profesor puede responder que esa capacidad
esta expresada mediante fracciones algebraicas y, ademas, les puede preguntar si se les ocurre
alguna forma de obtener dicha capacidad. El profesor mediante preguntas va dirigiendo a los
estudiantes para que se den cuenta de que esas expresiones algebraicas fraccionarias se pueden
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factorizar y simplificar, quedando para cada vaso un niimero racional que representa una parte
de un litro (1000 cc) de esta forma para el vaso uno tendriamos:

Vaso

Capccidad (7x? + 14x+ 7)(x - 1)
4(x? - 1)5(x+1)

(7x* +14+7)(x-1)  7(x*+2x+Dx-1)  7x+1)*(x-1) 7
42— 1D5(x+1)  4x—-Dx+15x+1) 20(x+1)2(x—1) 20

Para el vaso numero uno tenemos que luego de las factorizaciones y simplificaciones se
7
20
una capacidad de 350 cc. De manera analoga al procedimiento anterior obtenemos las medidas

obtuvo —, luego tenemos que 27—0 de 1.000 cc es 350 cc. Por lo tanto el vaso numero uno tiene

para los demas vasos.

Todos los grupos tienen que llegar a este paso por lo que si un grupo esta teniendo
dificultades, el profesor tendra que prestar atencidn a éste para que no se retrase. Una vez que
los grupos encuentran la capacidad de todos los vasos el profesor les pregunta si utilizando los
vasos es posible medir los 1110 cc de cloro a la piscina. Independientemente de la respuesta, el
profesor entrega a los grupos los vasos correspondientes a cada medida mas un recipiente con
la medida marcada de 1110 cc para que experimente distintas estrategias y puedan, en el
momento, corroborar sus respuestas. El problema se puede resolver de varias maneras y el
profesor tiene que identificar en los grupos las distintas formas que lo abordaron y resolvieron.
En la ultima parte del taller, el profesor le da la palabra a un integrante de cada grupo para que
exponga como abordaron y resolvieron el problema (y demuestre con los vasos y el recipiente
que si pudieron utilizar los vasos para medir los 1110 cc de cloro); ademas el profesor debe
generar el ambiente propicio para la discusion de las respuestas con el objetivo de que los
estudiantes decidan resolver el problema de la forma mas optima. Finalmente el profesor cierra
su taller con algunas reflexiones a partir de las diversas respuestas entregadas por sus
estudiantes.

Materiales:
Recipiente con la medida marcada de 1110 cc
Vasos de 120 (dos), 200 (uno), 250 (dos), 300 (uno), 350 cc (uno)
Un recipiente con 2000 cc de agua
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Taller 5

En un jardin infantil se tiene los datos de peso de sus alumnos en una hoja de registro la
cual sufri6 algunos dafios que no permiten visualizar todos los datos. Se necesita saber el peso
promedio de los alumnos ;Es posible determinarlo? ;Cual es el peso promedio?

3. Metodologia

Se realiza un analisis descriptivo de los datos recolectados sobre la implementacion de los
talleres mediante entrevistas semiestructuradas a los 2 profesores que realizan los talleres. La
entrevista fue disefilada para recoger informacion de la implementacion de la RP en la sala y
dominio de contenidos disciplinares y habilidades de los estudiantes.

4. Resultados
En las entrevistas los profesores dan a conocer lo siguiente:

Implementacion del taller en la sala: Que no fue facil la implementacién de los talleres de
RP, pues los alumnos no estan familiarizados con la metodologia ya que declaran que en clase
el profesor realiza ejercicios rutinarios, por lo tanto, se tuvo que utilizar mucho tiempo en el
primer taller para explicar la metodologia y la importancia de esta como competencia del siglo
XXI y en su proceso de formaciéon universitaria. Cuando se entregaban los problemas los
alumnos tomaban una actitud pasiva esperando que el profesor resolviera el problema,
tomaron varios talleres para que entendieran que ellos son el centro de la clase y el profesor
solo un guia que los orienta en el proceso de aprendizaje. En el pentltimo taller los estudiantes
ya tenian autonomia en el desarrollo del taller, trabajaban de manera activa y motivados en la
actividad. El uso de material concreto permitié que los estudiantes tuvieran curiosidad e interés
por la actividad siendo este ademas de una herramienta en el proceso de aprendizaje, un
incentivo para los estudiantes. El lograr que trabajaran en equipo fue un desafio, pues muchos
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estudiantes no entendian que el trabajo en conjunto podria permitir lograr los objetivos, con el
tiempo el trabajo se fue desarrollando de manera eficiente y todos los estudiantes participaban
en la resolucién del problema.

Dominio de contenidos disciplinares: Los estudiantes presentaban dificultades en los
talleres relacionado con Geometria y datos y azar, en Geometria confundian férmulas de
voltimenes y no las comprendian, pero el taller se realiza con material concreto donde podian
manipular y crear figuras, lo que les permitié poder comprender y diferenciar una férmula de
otra. En datos y azar presentaban dificultad con los conceptos y calculos en probabilidad y
medida de tendencia central pero en el taller lograron construir los conceptos y calculos a partir
del contexto y la aplicacion de los problemas a situaciones reales lo que les permiti¢ darles
sentido a estos contenidos y apropiarse de ellos. En los ejes de Ntimeros y Algebra fortalecieron
lo que respecta a operatoria en los distintos conjuntos numéricos y expresiones algebraicas,
logrando modelar diversas situaciones del problema. La actitud hacia los contenidos fue
mejorando a medida que los estudiantes comprendian que estos tenian un uso practico y mas
habitual de lo que pensaban, esto se debe a que los problemas que se trabajaron fueron
situaciones reales en contexto de diversas dreas de la sociedad. Al final del taller se realiza una
evaluacion para asegurar la comprension y aplicacidon del contenido en la cual presentaron un
alto porcentaje de logro. De manera progresiva en los talleres los alumnos utilizaban mas
contenidos disciplinares los cuales se presentaban fortalecidos con el fin de poder resolver los
problemas que iban aumentando su dificultad, ademas hubo una mejora en el lenguaje
matematico utilizdndolo de forma adecuada segiin cada contenido.

Dominio de habilidades: A medida que los estudiantes avanzaban en los talleres se fueron
desarrollando de manera progresiva las habilidades, acorde a la complejidad de cada taller. Las
habilidades de Comprender y Aplicar se potenciaron obteniendo un dominio por parte de los
alumnos respecto de éstas mientras que en la habilidad de evaluar presentaron un dominio
menor. Se pudo observar como de manera progresiva en cada problema interpretaban la
informacion en diversos contextos, donde manejaban conceptos, propiedades, ademas de leer
e interpretar datos en distintas representaciones. En el altimo taller del semestre los estudiantes
discriminaban informacion, descubrian patrones y sacaban conclusiones, ademas evaluaban la
pertinencia de la solucién del problema y las soluciones de otros grupos. Los estudiantes en un
comienzo no sabian trabajar en equipo: al momento de afrontar los problemas del taller habia
en el grupo estudiantes que no se involucraban activamente, esto se fue mejorando a medida
que avanzaban en los talleres por medio de las orientaciones del profesor logrando que cada
integrante del equipo participara de manera activa en distintos roles de la actividad. Se pudo
observar una mejora respecto a la empatia y el respeto por el otro entendiendo que todos son
claves en el trabajo en equipo para afrontar y resolver el problema de la actividad, ademas se
evidencié una mejora en la argumentacion y comunicacién de sus respuestas, ellos declaraban
que el trabajar con otros comparfieros les permitia poder mejorar los argumentos y el como
comunicar sus soluciones al problema. Los profesores manifestaron que el taller desarrolld y
potencio la creatividad en los estudiantes, pues fueron diversas las formas en que abordaron y
resolvieron los problemas, siendo crucial el uso de material concreto para la estimulacion de la
creatividad.

5. Conclusiones

De acuerdo a los resultados observados se pueden extraer las siguientes conclusiones:
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1. El trabajo con estudiantes con contenidos disciplinares descendidos se puede ver
mejorado, permitiendo que lleguen con una mejor preparacion a la universidad.

2. La resolucién de problemas ayudd a desarrollar o fortalecer las habilidades de
comprender, aplicar y evaluar, ademas de las habilidades de argumentar y comunicar en los
estudiantes siendo estas fundamentales para el ingreso a la universidad.

3. Se evidencio un interés y motivacion hacia la matematica por los estudiantes que
participaron en estos talleres, ademads de seguridad al enfrentar un problema en matematica.

4. Los estudiantes aprendieron a trabajar en equipo para concretar el objetivo que planteaba
cada problema.

5. Es necesario que los profesores trabajen la resolucion en sus clases, pues se evidencié que
los alumnos no estan familiarizados con ella.
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Resumen

Habiendo constatado la falta de formacién en herramientas estadisticas en algunas titula-
ciones de matemadticas, asi como la creciente importancia del software de programacioén R, se
ha visto la necesidad de impartir un curso de Anélisis de Datos con R. Este se ha desarrollado
dentro de la iniciativa “Compumates” de la Facultad de CC. Matematicas, Universidad Com-
plutense de Madrid, y ha constado de diferentes sesiones, que parten desde la instalacién del
software y uso de comandos bésicos, hasta su aplicacién en técnicas de analisis y prediccion.
Para ello se ha provisto a los alumnos de un manual de aprendizaje. En este trabajo se mues-
tran los resultados que ha tenido la experiencia en el aprendizaje del alumno y la valoracién
que tiene éste sobre la misma.

Palabras Clave: Aprendizaje, software estadistico, R.

Abstract

The lack of statistical tools in some bachelor’s degrees of Mathematics jointly with an in-
creasing importance of the software R leads to the need of giving a course of Data Analysis
with R. This course has been developed under the iniciative “Compumates” of the Faculty
of Mathematics at Complutense University of Madrid. It consists on different sessions that
go from the basic commands to their application to techniques of analysis and prediction. In
this paper, it is shown the results obtained by the students and their opinion about the course.

Keywords: Learning, statistical software, R .
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1. Contextualizacién del curso y objetivos

En el curso 2019-2020 se llevé a cabo la II edicién de la iniciativa “Compumates”. “Com-
pumates” engloba una serie de cursos organizados por la Facultad de CC. Matematicas de la
Universidad Complutense de Madrid (UCM) sobre distintos recursos matematicos tales como
Python o IATEX, entre otros. Estos cursos estdn dirigidos a estudiantes de cualquier grado, mas-
ter o doctorado, asi como a cualquier miembro del personal de la Facultad (PDI, PAS) o persona
interesada. La inscripcién es totalmente gratuita. En este contexto, en la primera quincena de
noviembre de 2019, se desarroll6 el curso “Andlisis de Datos con R”. Noétese que dicho curso
surge como una evolucién natural del curso “Introduccién a R” llevado a cabo en la I edicién
por los mismos profesores. En el curso desarrollado durante la primera edicién se ensefiaban
los comandos més bésicos de R y se daban unas pequefias pinceladas de su posible aplicaciéon a
la estadistica. Si bien este primer curso recibié muy buena acogida por los estudiantes, la mayo-
ria de éstos comentaron la necesidad de expandir su duracién y temaética, centrandose en temas
como prediccién o representacion grafica y andlisis de datos multivariantes. Una de las suge-
rencias mds solicitadas era la de poder disfrutar de un manual dindmico y sencillo para seguir
el curso con mayor comodidad y tener mds ejemplos al alcance.

R es un lenguaje de programacion orientado a la estadistica, cuyo uso ha ido ganando pro-
tagonismo en los dltimos afios. Se trata de un software libre en el que los usuarios pueden
publicar sus propios paquetes o modificar a su antojo diversos aspectos. Esto tltimo dota a R
de gran versatilidad. Por otro lado, la importancia de R en los dmbitos laborales, de investi-
gacién y de docencia en nuestros dias es un hecho innegable. Asi, en 2018, R fue el segundo
software estadistico con mas articulos en google scholar [8]. En el &mbito laboral R no se queda
atrds. En en el afio 2015, Rexer Analytics llevé a cabo una encuesta a 1,220 cientificos de datos,
preguntandoles sobre ciertos aspectos de su trabajo. A la pregunta de qué herramientas usaban
para su trabajo (en la que podian seleccionar tantas respuestas como quisieran), R fue la mas
seleccionada tanto como herramienta primaria como secundaria. En particular, 76 % de los en-
cuestados dijeron usar R y mds de un tercio (36 %) identificaron R como herramienta principal
[7]. Por otra parte, RStudio es una de las interfaces mds utilizadas con R, por su sencillez de
uso y su estética (véase Figura 1). Por tanto, la importancia de R, y en particular de su interfaz
RStudio, no debe ser ignorada por las universidades.

DOMINANT R INTERFACE

10%  20%  30%  40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

| -

® R CommandLine @ RStudio KNIME Emacs / ESS IBM SPSS Suite

® Rattle R Commander @ Scripts @ RapidMiner STATISTICA @ Other

Figura 1. Interfaces de R, comparativa de uso en 2011 y 2015. Imagen obtenida de [7].

Obsérvese que en la Facultad de CC. Matematicas de la UCM se imparten actualmente 3
grados y 3 dobles grados, asi como 4 masteres y 2 programas de doctorado de matematicas y/o
estadistica. Los grados (Matemdticas, Matemdticas y Estadistica y Ingenieria Matemdtica) constan
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de 4 cursos académicos, mientras que los dobles grados (Matemdticas y Fisica, Matemdticas e In-
formdtica y Matemdticas, Estadistica y Economia) constan de 5 cursos académicos. El software R
s6lo se imparte en los grados de Matemdticas y Estadistica y el doble grado de Matemdticas Esta-
distica y Economia, asi como en los mdsteres aplicados (Mdster en Estadisticas Oficiales, Mdster en
Tratamiento Estadistico Computacional de la Informacién y Mdster en Ingenieria Matemdtica). Enten-
demos, por tanto, necesario el ofrecer esta formacion al resto de alumnos de grado y maéster, asi
como reforzar la de los alumnos que lo hayan estudiado previamente. Es importante observar
que en el sistema educativo espariol el acceso a la universidad es a partir de los 18 afios.

Por otra parte, la Facultad de CC. Matemaéticas de la UCM ofrece a los alumnos de cualquier
Grado y Doble Grado de la Facultad, ademads de alumnos de los Masteres en Ingenieria Matemd-
tica y Estadisticas Oficiales e Indicadores Sociales y Econdmicos, la posibilidad de realizar practicas
curriculares. El tinico requisito es, para los alumnos de grado o doble grado, el haber cursado al
menos la mitad de su plan de estudios. Es decir, este tipo de actividad esta dirigida para alum-
nos de ultimos cursos y posgrado. Si bien este tipo de practicas se consideran de aprendizaje, y
las propias empresas contratantes son conscientes de ello, es muy habitual que soliciten conoci-
miento bésico de algtin software estadistico. La posibilidad de acreditar un curso de anélisis de
datos con R sirve de ayuda a aquellos alumnos que quieran realizar précticas externas y, ya de
manera general, a todos ellos que al terminar sus estudios acceden al mundo laboral.

2. Aplicacién Practica

2.1. Recursos Materiales

El curso se realizé en un aula con acceso libre a internet y enchufes para que los alumnos,
que tenian que traer su propio ordenador personal, pudieran conectarse. En caso de que algin
alumno no dispusiera de ordenador personal, se permitia el trabajo por parejas. Los profesores
disponian de una pantalla digital en el aula con la que poder compartir la pantalla de su ordena-
dor, asi como una pizarra complementaria. Para seguir el curso se proporciona a los alumnos un
manual, que se actualiza constantemente, realizado por los propios profesores. Dicho manual
puede encontrarse en la pdgina web de ambos profesores [3].

2.2. Participantes

Atendiendo a el orden de inscripcién, se acepté la matriculacion de un total de 32 alumnos,
de los cudles todos tenfan una relacién directa con la Facultad, siendo 28 alumnos de grado o
doble grado, y el resto alumnos de posgrado (mdster o doctorado). La edad de los estudiantes
se sittia entre los 18 y los 26 afios.

En la Figura 2 podemos ver la distribucién de los alumnos por titulacién y por curso acadé-
mico, respectivamente. La mayoria de los alumnos pertenece a alguno de los grados o dobles
grados, principalmente de cursos intermedios o finales. Observamos que la mitad de los alum-
nos provienen del grado en Matemiticas, mientras que sélo un 6 % de ellos proviene del citado
grado en Matemdticas y Estadistica. Parece claro que hay un gran interés por parte de aquellos
alumnos que no tienen la posibilidad de estudiar R en su titulacién, lo cudl refuerza uno de
los objetivos planteados con anterioridad. Ademds, que la mayorfa de alumnos sean de cursos
elevados puede estar ligado al interés de una futura incorporacién al mundo laboral, también
tratado en la seccién previa.
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TOTAL DE ALUMNOQS POR TITULACION

Doctorado en Ingenieria
Matematica, Estadistica e

Master en Estadisticas Oficiales
e Indicadores Sociales y
Econdmicos, UCM

10%

Investigaciom Operativa, UCM
3%

Doble Grado en
Matematicas Y Fisica,
UCM

6% Grado en Matméticas,

ucm
50%

Grado en Ingenieria
Matematica, UCM
25%

Grado en
Matematicas y
Estadistica, UCM
6%
TOTAL DE ALUMNOS POR CURSO
Doctorado Primer Curso
Master 6%
9%

Segundo Curso
16%

Cuarto/Quinto
Curso
31%

N

Tercer Curso
35%

Figura 2. Distribucién de alumnos por titulacién (arriba) y distribucion de alumnos por curso acdémico (abajo).
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2.3. Metodologia

Se realizaron 6 sesiones de 2 horas de duracién cada una. Para el desarrollo de las clases se
tuvo en cuenta la formacién previa de los estudiantes, la cudl se pidi6 en el momento de ins-
cripcién mediante un formulario. Al tratarse de alumnos de la propia facultad y, por tanto, con
buena base matemdtica (muchos de ellos, ademds, de cursos superiores), se optd por desarro-
llar el contenido de manera més profunda explicando con mds detalle las ideas intuitivas de los
conceptos matemadticos que se aplicaban sin obviar la parte mas practica y aplicada.

Sesidn 1: Introduccidn, Instalacién de R, RStudio y Conceptos Basicos

Esta sesién inicial comienza con una pequefia introduccién motivadora a R y su impor-
tancia en los dltimos afios. Se ensefia a los alumnos el proceso de descarga e instalacion del
Software. Es importante aqui entender que no todos los alumnos disponen del mismo sistema
operativo, y que R dispone de un procedimiento diferente en cada situacién. En cualquier caso,
toda la informacién puede encontrarse en la propia pagina web oficial de R (https://cran.r-
project.org/index.html). Para facilitar el uso del Software se aconseja y ayuda a los alumnos a
que instalen la interfaz RStudio a pesar de no ser algo estrictamente necesario para poder seguir
el curso.

Aunque se trate de un software libre y su instalacién no entrafie demasiados problemas,
este proceso dura gran parte de la primera sesién. El resto de la primera sesién se emplea para
introducir los conceptos mas sencillos de R como pueden ser operadores basicos, definicién de
vectores, matrices, etc. Es importante que el alumno pierda el miedo en esta primera toma de
contacto con el Software y vea que R es un entorno de programacién intuitivo y sencillo de
manejar.

Sesién 2: Condicionales y Operadores Légicos, Bucles y Funciones

Esta sesion es de un contenido matematico mds puro, en el que se ensefia al alumno a usar
condicionales, operadores l6gicos y bucles y a incluirlos dentro de sencillas funciones. Si bien
es un poco mds dificil de seguir para los estudiantes del master de Estadisticas Oficiales (con una
formacién generalmente no tan matematica), y es cierto que existen gran cantidad de librerias
y paquetes de R, es importante que sean capaces de crear sus propias funciones.

La sesién consta de una primera hora en la que se ensefiard el manejo de R para estas cuestio-
nes, seguida de otra hora de trabajo propio, en la que se les planteardn una serie de problemas a
resolver. La solucion de estos problemas se mostraré al final de la clase. A continuacién, vemos
un ejemplo:

Ejemplo 1. Crea una funcion que tenga como pardmetros de entrada una matriz A y un niimero natural
n, y devuelva A". Resolver el problema usando recursividad.

Sesién 3: Analisis Graficos de Datos y Tests Estadisticos

Esta es la primera sesién con contenido estadistico, en la que se ensefia a los alumnos la re-
presentacion de datos con distintos graficos, e.g., histogramas, diagramas de barras, diagramas
de cajas y bigotes, asi como comandos mads especificos para definir color, leyendas o ejes. Es
importante que no s6lo aprendan a realizar gréficos, sino también a interpretarlos y elegir el
mads apropiado para cada situacién.

A su vez, se les ensefia algunos de los principales tests estadisticos, tales como: el test
de independencia x?, tests de Normalidad de Kolmogorov-Smirnov y Shapiro-Wilk y test de
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Kolmogorov-Smirnov para otras distribuciones, explicandoles el concepto de p-valor.

Sesibén 4: Generaciéon de Variables Aleatorias e Introducciéon al método de Monte Carlo

En esta sesion se ensefia la importancia de generacién de variables aleatorias y se realiza una
pequeia introduccién al método de Monte Carlo. Dichos conceptos juegan un papel importan-
tes en labores de investigacion. Para ello, es necesario en primer lugar que conozcan el concepto
de “semilla” (seed en inglés). Entendemos que la mejor forma de asimilarlo es de manera visual,
por lo que se propone el siguiente ejercicio.

Ejemplo 2. Genera 20 observaciones de la variable aleatoria N(1,2). Ejecuta el programa realizado va-
rias veces. ; Qué observas? Con la ayuda de R busca la funcién set.seed() y aplicala al principio de tu
programa. ; Qué observas?

Una manera divertida y muy visual de entender la simulacién matemaética son los diversos
métodos que hay de estimar el ndmero 7r. A continuacién proponemos otro ejercicio que sirve
a los alumnos para adentrase en el Método de Monte Carlo sin conceptos muy avanzados.

Ejemplo 3 (Estimacién de 7). Dado un cuadrado de lado 2, con vértices en (-1,-1), (-1,1),(1,-1), y (1,1);
la probabilidad de que un punto generado aleatoriamente en ese cuadrado caiga dentro de la circunferencia
de radio 1 y centro el origen es igual al drea del circulo correspondiente entre el drea del cuadrado, 7. A
partir de n puntos, hacer una estimacién de 7. Usa diferentes valores de n y observa las diferencias.

Sesién 5: Modelos de Regresién, Andlisis de Componentes Principales

En esta sesi6n, introducimos métodos estadisticos multivariantes de andlisis y prediccion.
En concreto nos centramos en modelos de regresién y andlisis de componentes principales.
Es importante tener en cuenta para esta sesién que sélo unos pocos alumnos han visto estos
conceptos en sus respectivas titulaciones. Asi pues, antes de la propia aplicacién practica, es
necesario hacer una explicacién tedrica de los modelos, asi como de su importancia en la vida
real. Para llevar a cabo dicha tarea se intentan transimitir las ideas intuitivas que subyacen de
una manera sencilla y directa.

Sesién 6: Analisis de Datos Topolégico y Resolucién de dudas.

El anélisis de datos topolégico es una herramienta matematica que ha ganado gran impor-
tancia en los tltimos afios. En ella se mezclan herramientas de topologia, dlgebra y cada vez
mas de estadistica y probabilidad [2, 6]. En esta sesién se dan unas pinceladas sobre esta mate-
ria y se ensefian los principales paquetes de R que incorporan esta herramienta. Esto se hace de
manera superficial y teniendo en cuenta que algunos de los conceptos necesarios no se estudian
hasta el dltimo curso del grado en Matemiiticas.

También se deja espacio para la resolucién de dudas surgidas a lo largo de las sesiones, asi
como para la realizacién de una encuesta final, la cudl se detallard mds adelante.

2.4. Evaluaciéon

Al final de curso se realiza una sencilla prueba de evaluacién. Esta prueba tiene dos objetivos
principales:
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= Motivar al alumnado. Al informar a los alumnos el primer dia de clase de que se les rea-
lizara una prueba de evaluacién, se consigue mantener una mayor atencion, incluso en
temas que pueden ser de menor interés personal.

= Acreditar. Ademds del anteriormente comentado interés que puede suscitar el tener una
acreditacion de R para entrar en el mundo laboral, desde el Decanato de la Facultad de
CC. Matemadticas se pide aprobar esta prueba para poder realizar una convalidacién de
créditos de estudios.

En cualquier caso, y dado el caracter de la actividad, asi como la diversidad de alumnos
(tanto en titulaciones como en cursos), se le da la opcién al alumno que no supere la prueba de
resolver un ejercicio, adaptado a su nivel e intereses, para aprobar el curso.

La prueba consté de 11 preguntas y se realizé con el programa kahoot, que permite responder
cuestiones desde dispositivos méviles o desde el propio ordenador personal (https://kahoot.com).
Se puede elegir el tiempo de respuesta que se deja al alumno, las diferentes opciones y se puede
adjuntar un gréfico a la pregunta. En la Figura 3 se puede observar un ejemplo de las preguntas
del examen. El uso de un programa tan visual fue de gran acogida entre los alumnos, como era
de esperar [9, 5]. Los resultados de la prueba fueron muy positivos, tal y como se muestra en la
Figura 4.

¢Qué nos dice el siguiente grafico?

Time limit

iz Image reveal
sec B
e o
i ]
- Criging
o i~ ; i) (=]
Answer options a2 — m m
axh
single select v ® B8 ' ¥ pemove

Los hembres presentan mas varianza ’ Las mujeres presentan mas varianza
que las mujeres que les hombres

Los hombres presentan una media O W Los hombres presentan mds varianza @

mayor que las mujeres y media que las mujeres

Figura 3. Ejemplo de pregunta de la Prueba de Evaluacion

3. Satisfaccion del alumnado y posibles mejoras

Se realiz6 una encuesta al alumnado para ver su satisfaccién con el curso. La encuesta cons-
taba de 6 preguntas con 4 opciones cada una (Apéndice A). Se trata de un cuestionario total-
mente anénimo y de cardcter voluntario, a la que respondieron un total de 20 alumnos. En las
Figura 5 recogemos alguno de los principales resultados. Podemos resumir las conclusiones
obtenidas en los siguientes puntos:

= Una gran satisfaccién con el curso. A la pregunta ;cémo valorarias el curso?, 19 alumnos
respondieron que ttil o muy iitil, mientras que sélo un alumno respondié que poco iitil.
Ademas, la mayoria de los alumnos recomendarfan el curso a un compaiiero. Esto estd en
concordancia con los buenos resultados de satisfaccién del curso.
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Figura 4. Resultados de la Prueba de Evaluacién

= El ritmo del curso result6 algo rdpido a algunos alumnos, mientras que a la mayoria les

result6 adecuado. S6lo dos alumnos consideraron que habia tenido un ritmo lento. Esto es
explicable con la gran cantidad de materia en sélo 6 sesiones. Seria importante, por tanto,
barajar la posibilidad de alargar un poco la duracién del curso. También se plantea la op-
cién de dar tutorias personales a aquellos alumnos que sientan que el ritmo es demasiado
elevado.

Si bien el tema que mas habia gustado varia mucho entre los alumnos, la mitad de ellos
eligieron Andlisis grifico y tests estadisticos, lo que lleva a pensar sobre la eficacia de los
sistemas de visualizacién para estudiantes con poco conocimiento de la materia [4].

Mas de la mitad de los alumnos dieron una valoracién muy buena al material didactico
proporcionado. Esto, acompariado de las valoraciones personales de los alumnos a lo lar-
go del curso, refuerza la importancia de dar al alumno una guia que ayude en esa labor
de auto-aprendizaje.

Conclusiones

En el curso 2019-2020 se imparti6 el curso “Anadlisis de Datos con R” dentro de la inciati-

va “Compumates”, de la Facultad de CC. Matemdticas, UCM. Este curso, ofrecido de manera
gratuita, surgi6 con dos objetivos principales:

1. Proporcionar a todos los alumnos de la Facultad la opcién de formarse en esta materia,

con independencia de la titulacién al que pertenezcan o al curso académico en el que se
encuentren.

2. Ofrecer a los alumnos una formacién bésica que les permita acceder con mas facilidad a

un mercado de trabajo que cada vez valora més este tipo de conocimientos.

Como hemos visto a lo largo del articulo, el curso tuvo una gran acogida entre los estudian-

tes, sobre todo entre aquellos con titulaciones mas teéricas (como el grado en Matemdticas y el
doble grado en Matemdticas y Fisica). El curso const6 de 6 sesiones de 2 horas cada una, en las
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RITMO DEL CURSO TEMA MAS INETRESANTE

Andlisis

Topolégico
de Datos

VALORACION DEL CURSO MATERIAL PROPORCIONADO

INFORMACION SOBRE EL CURSO ¢SE LO RECOMENDARIAS A UN AMIGO?

Figura 5. Resultados de la Encuesta de Satisfaccion
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que se ensei6 desde la instalacion del Software y ejecucién de comandos basicos, hasta la apli-
cacién de diversas técnicas estadisticas de andlisis y predicciéon. Dada la naturaleza matematica
de todos los alumnos, se dieron algunas pinceladas del andlisis de datos topoldgico, drea en
pleno crecimiento en los tltimos afios. Mediante una prueba de evaluacioén, los alumnos acredi-
taron con grandes resultados su aprovechamiento del curso. Gracias a los resultados obtenidos
de una encuesta final, voluntaria y anénima, vemos gran satisfaccién entre los alumnos, que va-
loran muy positivamente que se les proporcione un manual para seguir el curso. Si bien todos
los temas vistos son del agrado de los alumnos, el tema que recibe una valoracién mds alta es
el de andlisis grafico de datos. Sin embargo, parece que el curso resulta rdpido o excesivamente
répido para algunos estudiantes.

Tras la realizacién del curso y las conclusiones obtenidas de él, parece claro lo positivo de
volver a realizar esta actividad en el futuro. Ahora bien, planteamos los siguientes puntos a
desarrollar o mejorar en esa futura préctica:

= Pese a que el curso estaba dirigido a cualquier estudiante, con independencia de su fa-
cultad o universidad, en esta edicién s6lo hubo alumnos de la propia facultad. Si bien
eso tiene sus ventajas, como asegurar unas bases de conocimiento comunes entre todos
los alumnos, evita en gran medida la transversalidad de conocimiento [1]. Si la actividad
sigue siendo abierta en un futuro, seria necesario mejorar su publicidad fuera del centro.

= El ritmo del curso result6 generalmente adecuado, pero unos pocos alumnos sintieron
que éste era excesivamente rapido. Podria ser interesante ampliar el niimero de sesiones,
o incluso reducir el nimero de alumnos en el curso, para poder hacer un seguimiento mas
personalizado. También se plantea la inclusién de horas de tutorfa, para aquellos alumnos
a los que les cueste mds seguir el ritmo.

= La proporcién de un manual didactico surgié como respuesta a las sugerencias recibidas
en una primera edicién. La respuesta ha sido muy positiva, por lo que se ve necesaria la
continua actualizacién y revisién del mismo.

= Dado que uno de los objetivos principales del curso es ayudar a los alumnos en su forma-
cién para la bisqueda de trabajo, serfa interesante hacer un seguimiento posterior, en el
que los propios alumnos valoraran si el curso les ha ayudado en su bisqueda de trabajo
0 qué mejoras proponen a posteriori.
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A. Encuesta de Satisfaccion

1. ;Cémo valoras el curso?
a) Muy util
b) Util
¢) Poco util
d) Nada util

2. El ritmo del curso ha sido. ..

a) Excesivamente rapido
b) Rapido

¢) Adecuado

d) Lento

3. ;Qué tema te ha interesado mas?

a) Funciones y comandos bdsicos (bucles, condicionales...)
b) Montecarlo, Modelos de regresioén y analisis de componentes principales
c) Andlisis grafico de datos y Tests estadisticos

d) Analisis topolégico de datos

4. ;Qué valoracién das a las notas y material proporcionado?
a) Muy buena
b) Buena

¢) Correcta
d) Mala

5. ¢Se lo recomendarias a un amig@?

a) Por supuesto
b) Creo que si
¢) Nolo sé

d) En absoluto

6. ;Como te enteraste de la existencia de este curso?

a) Carteles pegados por la facultad
b) Pagina web
¢) Pantallas de la facultad

d) Recomendacién de un amigo o profesor
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Resumen

Hay toda una constelacion de proteinas presentes en el cuerpo humano que expresan nuestro
material genético y determinan el funcionamiento de nuestras células. Una mutacién en uno
de nuestros genes puede producir un cambio en una de esas proteinas que origina cierta
enfermedad. Ademads, los virus pueden entrar en las células usando proteinas, como la
proteina S de los coronavirus que forma espiculas para adherirse a nuestras células. Pero, a
la vez, se pueden disenar vacunas fabricando proteinas en las que se encajen
geométricamente nuestros anticuerpos, activando nuestro sistema inmunoldgico.
Entendemos un cambio cuando comprendemos lo que ha permanecido sin alterarse tras él.
Las diversas geometrias consideran propiedades que no varian -son invariantes- cuando
actta cierto grupo de transformaciones o simetrias. El concepto de grupo de simetrias tiene
aplicaciones, no solo estéticamente, sino como algo constitutivo del espacio fisico y de la
biologia. Los grupos de simetria influyen en las composiciones artisticas en bellas artes, en
mtusica o en poesia, pero también gobiernan el comportamiento de las particulas elementales
de la fisica, de las conexiones neuronales, de la configuraciéon de nuestro material genético y
de la funcién de nuestras proteinas, asi que somos geometria.
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Abstract

There is a constellation of proteins present in the human body that express our genetic
material and determine the function of our cells. A mutation in our genes can produce a
change in one of those proteins that causes disease. Viruses can enter cells using proteins,
such as the coronavirus protein S that forms spicules to adhere to our cells. But, at the same
time, vaccines can be designed by manufacturing proteins in which our antibodies
geometrically fit, activating our immune system. We understand a change when we
understand what has remained unchanged after that change. The different geometries
consider properties that do not vary —that are invariant- under the action of a certain group
of transformations or symmetries. The concept of group of symmetries has applications, not
only aesthetically, but as something constitutive of the physical space and of the biology.
Symmetry groups influence the artistic compositions in fine arts, music or poetry but they
also govern the behavior of the elementary particles of physics, of the neural connections, of
the configuration of our genetic material and of the function of our proteins, so we are
geometry.

Keywords: Geometry, symmetry, group, invariant, Physics, Biology, protein, virus.
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1. Introduccion

La geometria -en sus origenes, medida de la tierra- como disciplina de la matematica que
se ocupa de comprender el espacio, esta relacionada necesariamente con muchos otros campos
de la matematica y de la fisica. Los conceptos y resultados geométricos subyacen de manera
clara en multitud de aplicaciones practicas como la cartografia, la Optica, la vision artificial, la
animacion por ordenador, la robética, el disefio industrial o las estructuras de la ingenieria y de
la arquitectura. Pero la ubicuidad de la geometria va mas alla, pues ejerce su influencia a
cualquier escala, gobernando desde las interacciones entre las particulas fundamentales, a nivel
subatémico, a la evolucidon del universo, a nivel cosmolégico, y desde la estructura de los
minerales y la configuracion vegetal a nuestra propia organizacion como seres vivos.

Los virus son organismos acelulares muy primitivos formados por asociaciones
estructuradas de moléculas, con un tamafio mindsculo que varia entre unos 10 y unos 300
nandmetros. Un nanémetro (nm) es la unidad de longitud equivalente a una millonésima parte
de un milimetro, es decir, 1 nm corresponde a 10-° metros, algo asi como el resultado de dividir
por 50.000 el grosor de uno de nuestros cabellos. Los virus son la causa de muchas
enfermedades de los seres vivos. De los dos acidos nucleicos, acido desoxirribonucleico o ADN
y acido ribonucleico o ARN, que contienen la informacidn genética con la que se desarrollan las
formas superiores de vida, los virus solo poseen uno de ellos y no pueden reproducirse por si
mismos. Ese tnico tipo de acido nucleico presente en un virus va protegido por una capa
llamada capside, compuesta por unidades de estructura que se agrupan en unidades
morfologicas, los capsomeros, de tal manera que la estructura final del capside, helicoidal en
unos casos y poliédrica en otros, forme un sello eficaz para contener el acido nucleico. Un virus
permanece inerte hasta que se introduce en una célula viva y la utiliza para replicar su acido
nucleico, con el fin de multiplicarse y liberarse, habiendo causado un dafio en el proceso que
puede llegar a la muerte de la célula.

Fig. 1. Izquierda: Recreacion de coronavirus (http://pixabay.com). Derecha: Esquema tridimensional de la proteina S del
coronavirus (https://wwuw.rcsb.org/pdb/).

Los coronavirus (CoV), pertenecientes a la familia Coronaviridae, subfamilia
Orthocononavirinae, son patégenos reconocidos en humanos, mamiferos y aves. Los coronavirus
humanos, encontrados por primera vez hacia 1960 en las fosas nasales de pacientes con
resfriado comun, tienen un tamafio de 120 a 160 nm. Presentan capside helicoidal y una
envoltura externa en la que se encuentran al menos 3 estructuras proteicas: la proteina M de
membrana, la proteina E de ensamblaje viral, y la proteina S de las espiculas (spikes, en inglés)
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implicada en la penetracion del virus en las células huésped. Esas espiculas dan a la parte
externa del virus la apariencia de una corona, y de ahi su nombre.

Hay varias cepas diferentes de coronavirus, entre ellas las que habitualmente infectan a
cualquier persona en diversos momentos de su vida, causando conjuntivitis, resfriados o
problemas gastrointestinales. Pero también hay variedades que producen problemas
respiratorios que pueden llegar a ser graves, como el SARS-CoV, MERS-CoV vy la catalogada
como 2019-nCoV o COVID-19, causante de una pandemia en 2020.

Ademas de estar presentes en los virus, afectando al modo en el que se produce una
infeccion, las proteinas son sustancias constituyentes de la materia viva que expresan el material
genético y regulan la actividad celular, entre otras muchas funciones. Un gen es una unidad
funcional situada en cierta posicidn o locus en la estructura de doble hélice del ADN que se
ocupa de codificar un producto especifico, como proteinas, ARN y otros. Esas estructuras de
ADN comprimidas forman los cromosomas que estan contenidos en las células y controlan sus
actividades. Cada gen consiste en una larga secuencia de las cuatro bases nitrogenadas del ADN
-adenina (A), timina (T), citosina (C) y guanina (G)-.

Fig. 2. Doble hélice de ADN. Genes y cromosomas (http://pixabay.com).

En el proceso de formacion de las proteinas, cierto tipo de ARN va leyendo la secuencia de
bases del gen, de modo que cada triplete de bases da lugar a un aminoacido. El grupo amino
(NH,) de cada aminoacido se va enlazando con el grupo carboxilo (COOH) de otro, dando lugar
a una cadena o estructura lineal de aminoacidos que, cuando alcanza una estructura estable, se
denomina proteina. Hay una variedad enorme de proteinas en los seres vivos, sin que todavia
esté claro cuantas diferente existen, pero todas ellas se forman a partir de veinte tipos distintos
de aminodcidos [Saint-Léger et al., 2016]. A veces, por efectos ambientales, por herencia o por
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la propia evolucion, sucede una mutacion en un gen y se altera la cadena de aminoacidos de las
proteinas que lo expresan, pudiendo causar enfermedades.

Asi que una proteina defectuosa puede originar enfermedades o una proteina presente en
un virus puede facilitar su entrada en nuestro organismo pero, a la vez, algunas de las vacunas
frente a virus estan basadas en el disefio de proteinas adecuadas. Estas proteinas de las vacunas
actuan como antigenos. Cuando en la sangre, una célula de tipo linfocito B se encuentra con su
antigeno desencadenante, produce abundantes células plasmaticas que acttian como fabricas
donde se generan anticuerpos especificos para ese antigeno. Cada anticuerpo se encaja en su
antigeno a través de un acoplamiento estructural especifico, como en la Figura 3 [Graille, 2001]
y lo deja marcado para su destruccion. De esta manera, la inmunidad adquirida depende de la
interaccion antigeno-anticuerpo, en la que cada anticuerpo es estructuralmente especifico para
cada tipo de antigeno.

Antigenos

_ Antigeno

\/lugar de unidn a antigeno

Anticuerpo

Fig. 3. Izquierda: Esquema unidn antigeno-anticuerpo (https://es.wikipedia.org/wiki/Ant%C3%ADgeno). Derecha:
Esquema  complejo  antigeno-anticuerpo  de un estreptococo 'y un anticuerpo  humano

(https:/fwww.ebi.ac.uk/pdbelentry/pdb/1hez).

Desgraciadamente, en ocasiones las proteinas que constituyen nuestros anticuerpos
interpretan a nuestras propias moléculas como antigenos y desencadenan respuestas
inesperadas, generando enfermedades autoinmunes, a veces muy graves. En este tipo de
enfermedades, la naturaleza exacta de la interaccién antigeno-anticuerpo todavia plantea
muchas incdgnitas.

En resumen, entender la estructura geométrica de las proteinas puede contribuir a
determinar como se comportan y cémo les afectan las mutaciones, con el fin de evitar
enfermedades y de disefiar medicamentos y vacunas.

Queremos adentrarnos en la comprension del espacio, en el paraiso de la geometria,
descubriendo que la geometria es simetria en un sentido que precisaremos, que la simetria se
relaciona con el concepto matematico de grupo y que conceptos abstractos como el de grupo de
simetria pueden servir para explicar nuestro mundo y para mejorarlo.

72 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen XI, Niimero 1, Abr'21, ISSN 2174-0410



Geometria eres ti Maria Jesiis Vizquez-Gallo

2. Geometria: simetrias y grupos.

Comprender el espacio a través de sus medidas es algo que ya comenzaron a hacer los
babilonios, en Oriente Medio, hace mas de tres mil afios. A base de prueba y error, fueron
capaces de medir longitudes, areas y volumenes, e incluso cultivaron la astronomia. Con la
caida de Babilonia unos seis siglos antes de Cristo, sus conocimientos se fundieron con los de
egipcios y griegos. Los griegos convirtieron la geometria en una ciencia deductiva. Euclides (325
- 265 a. C.) recopild el conocimiento matematico de su época en los trece voliimenes de los
Elementos. En esta obra, utilizando como base cinco axiomas o postulados evidentes —como que
dos puntos determinan un segmento de recta- se deducian, usando argumentos ldgicos,
numerosos resultados como el famoso teorema de Pitigoras, que constituyen el elegante edificio
de la geometria euclidea, el tnico durante dos milenios... Hasta que G. Saccheri (1667-1733), entre
otros, sugirid que quiza podia existir otra geometria distinta, con un quinto postulado
diferente...

El quinto postulado de Euclides afirmaba:

... si una recta al incidir sobre dos rectas hace los dngulos internos del mismo lado menores que dos
dangulos rectos, las dos rectas prolongadas indefinidamente se encontraran en el lado en el que estin los
(angulos) menores que dos rectos...

Este postulado era el de enunciado mas complicado y no se utilizaba en la demostracion de
las veintiocho primeras proposiciones de los Elementos. Esto hizo suponer que quiza era una
consecuencia de los otros cuatro postulados y hubo muchos intentos de demostrarlo a partir de
ellos. Nadie lo consiguié. Se comprob6 que el quinto postulado era equivalente a otros
enunciados como por ejemplo:

En un plano, dada una recta y un punto que no estd en ella, a lo sumo se puede trazar por el punto
una recta paralela a la dada.

O también:

La suma de (las medidas de) los angulos de cualquier triangulo es igual a (Ia suma de las medidas de)
dos dngulos rectos.

De manera anéloga, se puede ver que el hecho de que la suma de los angulos de cualquier
tridangulo sea menor (respectivamente, mayor) que dos angulos rectos equivale al hecho de que
por un punto exterior a una recta, haya mas de una recta paralela a la dada (respectivamente,
no exista ninguna).

Si en una hoja de papel dibujamos un triangulo cualquiera, las medidas de sus angulos
siempre suman 180°, y si dibujamos una recta y un punto exterior a ella, resulta evidente que
solo podemos trazar una recta por dicho punto que sea paralela a la recta dada (y por tanto, no
la corte).

Pero, en la superficie de una silla de montar, los dangulos de un tridngulo parecen estrecharse
y sumar una cantidad menor de 180°. Y sobre la piel de una naranja o de una esfera, sin embargo,
los &ngulos de un tridngulo parecen agrandarse y sumar mas de 180°. En una esfera tampoco se
cumple el quinto postulado de Euclides puesto que en una esfera las “rectas”, como camino mas
corto entre dos puntos, son los circulos maximos (los meridianos del globo terraqueo) y cada
pareja de circulos maximos se corta en dos puntos (los polos).
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Fig. 4. Izquierda: Geometria eliptica. Imagen: Lars H. Rohwedder, Sarregouset (Licencia GFDL and CC-By-SA). Derecha:
Geometria hiperbélica. https://es.wikipedia.org

Asi que, como intuy6 Saccheri, como imaginé C. F. Gauss (1777-1855) sin llegar a publicarlo,
y como descubrieron, primero, ]. Bolyai (1802-1860) y N. Lobachevsky (1792-1856) -
independientemente- y después, B. Riemann (1826-1866), jsi!, jexisten otras geometrias, y son
distintas de la euclidea! En ellas, las premisas han cambiado pero el edificio geométrico sigue
siendo consistente. Se trata de empezar con unas reglas de juego diferentes a los cinco
postulados de Euclides y la geometria que resulta también es diferente. Con los cuatro primeros
postulados de Euclides y el hecho de la suma de angulos de un triangulo sea menor que 180°,
se construye la geometria hiperbolica de Bolyai y Lobachevsky, y cambiando menor por mayor en
este ultimo postulado, se tiene la geometria eliptica de Riemann (que incluye la geometria
esférica).

En el siglo XIX se desarrollaron mds geometrias, como la geometria proyectiva cuyos
antecedentes se remontan a los teorema proyectivos de Pappus de Alejandria, en el siglo III, y
a los problemas de perspectiva en el contexto artistico del Renacimiento [Vazquez-Gallo, 2002].
Esta geometria refleja el funcionamiento de la vision humana cuando, al mirar a lo lejos, las
vias del tren parecen cortarse en un punto del horizonte. Pero atin hubo mas geometrias, la
geometria conforme, la geometria diferencial, etc. Distintas abstracciones que acaban formando
parte de como entendemos la realidad.

Fig. 5. Izquierda: grabado de Durero (1471-1528) sobre perspectiva (http://www.mat.ucm.es/~jesusr/expogp/durero.html).
Derecha: percepcion visual de rectas paralelas cortindose en un punto del horizonte (http://pixabay.com).

La utilidad de estas nuevas geometrias que, en un principio, despertaban incredulidad y
desconfianza, se iba a hacer patente en muchas ocasiones. En una de ellas, H. Poincaré (1854-
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1912) y A. Einstein (1879-1955), independientemente, emplearon una geometria pseudoeuclidea
como marco en la teorla de la relatividad especial que describe eventos o sucesos
espaciotemporales en ausencia de gravedad y que explica los efectos de dilatacion del tiempo o
de contraccidn del espacio. Aunque estos efectos vayan en contra de nuestra intuiciéon y no los
percibamos directamente, intervienen en parte de la tecnologia moderna, por ejemplo, en los
sistemas de posicionamiento global o GPS [Fuente et al, 2020].

Ante esta gran variedad de geometrias, S. Lie (1842-1899), H. Poincaré (1854-1912) y F. Klein
(1849-1925), con su Programa Erlangen, encontraron el principio unificador de todas ellas, al
caracterizar cada geometria, no por sus objetos tipicos -como circunferencias, poligonos,
poliedros, etc., en la geometria euclidea,- sino por el grupo de transformaciones del espacio que la
mantienen inalterada, que no la cambian. Asi, por ejemplo, la geometria euclidea es la que no
se altera cuando se le aplica cualquier traslacion, rotacion o reflejo, o una combinacion de ellos,
es decir, un movimiento rigido cualquiera, que conserva distancias y angulos. Una circunferencia
sigue siendo la misma si la trasladamos, giramos o reflejamos, y lo mismo ocurre con un
triangulo, con un hexaedro, etc. Por otro lado, en la geometria proyectiva, las transformaciones
consideradas son proyecciones que no mantienen angulos ni distancias, pero si envian rectas a
rectas y dejan invariantes propiedades como la incidencia, es decir, el hecho de que un punto
pertenezca a una recta o a un plano, y la razén doble de 4 puntos alineados.

Bajo este principio, una coleccion concreta de transformaciones da lugar a una geometria
particular cuyas propiedades tipicas son las que no se alteran por las transformaciones
consideradas. Esta coleccién de transformaciones se denomina grupo de simetrias. El diccionario
define “simetria” como una correspondencia exacta en forma, tamafo y posicion de las partes
de un todo. Eso es lo que percibimos cuando una mariposa cierra sus alas y por eso decimos
que es simétrica: sus mitades parecen ser el reflejo la una de la otra, tomando como espejo un
eje a lo largo de su cuerpo.

Fig. 6. Simetria de la mariposa: reflejo respecto a un eje (http://pixabay.com).

La simetria produce en nosotros una sensacion particular de armonia y belleza, y no solo
esta presente en la Naturaleza, sino también en multitud de composiciones pictoricas,
arquitectonicas, musicales y poéticas, como en la rima XXI del romantico G.A. Bécquer (1836-
1870) a la que alude el titulo de este trabajo (alusion que ya utilizé C. Alsina [Alsina et al., 1997]).

¢ Qué es poesia?, dices mientras clavas

en mi pupila tu pupila azul.
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¢Qué es poesia? ;Y tii me lo prequntas?
Poesia... eres til.

En la jerga matematica, el término simetria se refiere precisamente a esa correspondencia
entre partes que sefala el diccionario. En el caso de la mariposa, simplificando y asumiendo que
fuera plana, la simetria es el reflejo a lo largo del eje que recorre su cuerpo y lo que se queda
invariante es la imagen de la mariposa con las alas abiertas. Una simetria es una transformacion
que deja algo inalterado o invariante. En el lenguaje comun, la palabra simetria suele indicar este
tipo de simetria bilateral - reflejo respecto a eje o reflejo respecto a plano- frecuente en el reino
animal, en los objetos disefiados para llevar en nuestro cuerpo o en multitud de objetos
artificiales como utensilios, muebles, vehiculos, fachadas de edificios, etc. También una
circunferencia posee este tipo de simetria bilateral ain mas rica porque el reflejo respecto a
cualquiera de sus didmetros no cambia. Un reflejo es un ejemplo de simetria muy comun y, de
hecho, lo mas habitual es llamar simetria a un reflejo pero jhay mas!, existen simetrias que no
son reflejos, aunque no tengamos tanta costumbre de percibirlas.

Por ejemplo, si escogemos un angulo y un punto en un plano, la transformacién que consiste
en girar alrededor de ese punto ese dngulo, moveria cada punto de una circunferencia cuyo
centro sea el punto elegido, mientras que la circunferencia como un todo, no cambiaria. El giro
la dejaria invariante y por tanto decimos que cualquiera de esos giros es una simetria de la
circunferencia.

Fig. 7. Circunferencia y tridngulo equildtero (http://recursostic.educacion.es/artes/plastic/web/cms/index.php?id=3691).

Sin embargo, al aplicar estos giros a un triangulo equilatero centrado en el punto escogido,
la posicion del triangulo cambiaria excepto cuando el angulo es 120°, 240° 6 360° (que equivale
al giro de 0°) o cualquier multiplo (entero) suyo -que tiene el mismo efecto y no se considera un
nuevo giro-. Con estos tres giros, el triangulo equilatero permanece invariante: mirandolo antes
y después seria imposible detectar si esa transformacion ha sucedido o no. Asi que estos tres
giros también son simetrias del tridngulo equilatero. Y si consideramos reflejos para el tridngulo
equilatero, observamos que solo escogiendo como eje una recta que vaya de un vértice al punto
medio del lado opuesto (una mediana), el triangulo quedara invariante.

Se puede comprobar que las simetrias que dejan invariante un tridngulo equilatero son los
tres giros y los tres reflejos descritos antes, en total seis transformaciones. Si hacemos que actae
una simetria detras de otra, es decir, componemos dos de estas simetrias, la transformacién que
resulta vuelve a dejar el triangulo equiladtero invariante, con lo cual tiene que ser una de esas
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seis transformaciones. En lenguaje matematico, esto se describe diciendo que la composicion es
una operacién cerrada en el conjunto de las seis simetrias, ya que al combinarlas con esa
operacion, “no se salen fuera” del conjunto.

(Pero qué ocurrira cuando componemos tres de estas simetrias? Seguin lo anterior, se
obtendra otra simetria de la coleccidn y, ademas, se puede comprobar que todo funciona bien,
es decir, se obtiene la misma simetria asocidndolas de dos maneras diferentes. Llamando sy, s, y
s a las tres simetrias, para no perderlas de vista: si la simetria s; acta tras la que resulta de
componer s; con S, se obtiene la misma simetria que componiendo primero s, con s3 y
haciendo actuar la simetria que resulta tras s;. Usando " e " como simbolo para la composicion,
se cumple siempre: s3 © (5, 0 51) = (53 05,) °© 57.

Por supuesto, al componer una simetria cualquiera de un tridngulo equilatero con el giro
de 360°, que equivale al giro de 0°, como este giro no produce ningtin efecto, el resultado de la
composicion es la simetria original -por eso al giro de 0° se le denomina identidad-. Y es posible
encontrar, para cada simetria de la coleccidn, otra con el efecto opuesto o inverso, es decir tal que
al componerlas en cualquier orden el resultado es la identidad (es como no hacer nada). Por
ejemplo, la simetria inversa del giro de 120° es el giro de 240° y la inversa de cualquier reflejo
es el mismo reflejo.

Asi que este grupo de simetrias de un triangulo equilatero no es un grupo cualquiera, no es
un conjunto sin mas sino que, cuando lo consideramos con la operacion de composicion, sucede
que la operacion es cerrada, es asociativa, hay un elemento identidad y cada elemento tiene un
opuesto o inverso. Este es el concepto abstracto de grupo: un conjunto con una operacién tal que
se cumplen las propiedades mencionadas.

Jo =1 9120 | 9240 Ly L, Ly

go =1 1 9120 | G240 Ly L, Ls
9120 9120 9240 I Ls Ly L,
9240 9240 I 9120 L, Ly Ly

Ly Ly L, Ly I 9120 | 9240
L, L, Ly Ly 9240 I Y120
Ly Ly Ly L, 9120 | G240 I

Fig. 8. Tabla del grupo de simetrias de un tridngulo equildtero que resume su estructura. L; denota el reflejo respecto a la
mediana que pasa por el vértice niimero i.

Se podria pensar que en la definicién de grupo falta una propiedad muy familiar, la
conmutativa, es decir, que cuando se operan dos elementos del conjunto, el orden no afecta.
Pero la conmutatividad se considera una propiedad extra para un grupo y a los que la poseen
se les llama grupos conmutativos o abelianos -por N. H. Abel (1802-1829) que aparecera enseguida-
. El grupo de simetrias de un tridngulo equilatero (con la composicién) no es abeliano, como
puede verse facilmente en su tabla de grupo de la Figura 8, que no es simétrica.
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También existen grupos que no tienen un numero finito de elementos, como el grupo de
simetrias de una circunferencia pues incluye a los giros de cualquier angulo alrededor de su
centro y a los reflejos respecto a cualquier didmetro de la circunferencia.

Hay grupos discretos, finitos o no, cuyos elementos estan aislados. El grupo de las simetrias
de un triangulo equilatero y el grupo que forman los niimeros enteros con la operacién suma
son ejemplos de grupos discretos. El grupo de simetrias de una circunferencia no lo es.

El grupo de las simetrias de un tridngulo equilatero es un ejemplo de grupo diédrico, D,,, que,
en general, describe las simetrias de un poligono regular de n lados y, su orden es 2n ya que
contiene n reflejos y n giros. Estos n giros forman por si mismos otro grupo mas pequefio —un
subgrupo del grupo diédrico- llamado grupo ciclico de orden n, C,, en el que cada giro se puede
generar componiendo cierto niimero de veces un mismo giro, el de dangulo una n-ésima parte
de 360° alrededor del centro del poligono, como se observa en la subtabla morada de la Figura
8. Es claro que los grupos ciclicos son abelianos. Los grupos ciclicos y los grupos diédricos, como
grupos de transformaciones del plano, se conocen como grupos de Leonardo ya que el mismisimo
Leonardo da Vinci (1452-1519) estudid estos grupos, utilizados en el Renacimiento para
proyectar plantas de capillas adyacentes a un ntcleo central, manteniendo la simetria central
[Moratalla y Sanz, 2008]. Un grupo de Leonardo es entonces un grupo puntual, es decir, un grupo
de simetrias de cierta figura, todas ellas con un punto invariante en comun, el centro de simetria.

Fig. 9. Planta, secciones y capiteles del Cristo de la Luz en Toledo. MARTINEZ APARICI, DOMINGO,
CALCOGRAFIA NACIONAL, PICON GARCIA, JOSE. Copyright de la imagen ©Museo Nacional del Prado.

El concepto abstracto de grupo es un ejemplo de estructura matematica y, como tal,
constituye una potente herramienta de reconocimiento de patrones: puede haber dos
colecciones de elementos completamente distintas, pero que posean la misma estructura (que
sean isomorfas) y eso permite tratar a las dos colecciones de la misma manera y trasladar
resultados de un contexto a otro. Por ejemplo, el grupo de los giros alrededor de un punto de
cualquier dngulo con la operacion de composicion es isomorfo al de los nimeros complejos de
modulo o tamarfio 1 con la multiplicacion [Dorronsoro y Hernandez, 1996].

La definicién de grupo, como pareja de conjunto y operacion con ciertas propiedades, se
extiende a la de grupo topoldgico o grupo continuo, cuando a esa pareja se le afade una fopologia
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compatible con la operacién de grupo —es decir, la operacion del grupo y la inversion son
aplicaciones continuas-. Entre los grupos topologicos se encuentran los grupos de Lie, aquellos
que ademas tienen estructura de variedad diferenciable y las aplicaciones anteriores son
diferenciables [Fulton y Harris, 2004]. Por ejemplo, el conjunto de los niimeros reales no nulos
con la multiplicacion es un grupo de Lie. Los grupos de Lie proveen del lenguaje para manejar
las simetrias de las ecuaciones diferenciales tan frecuentes en los modelos fisicos.

En la proxima seccidn veremos como los grupos, en general, juegan un papel central no solo
en fisica, sino también en biologia, pero antes, veamos otro ejemplo importante de grupo.

Un grupo con seis elementos, los que tenia el grupo de simetrias de un triangulo equilatero,
es el de las posibles ordenaciones o permutaciones de un conjunto de tres elementos, digamos
{a,b,c}, que son {abc, ach, bac, bca, cab, cha}. Pensemos en cada permutacion como una simetria
del conjunto que forman (puesto que al reordenar los elementos de un conjunto, este no cambia,
permanece invariante). Entonces, es sencillo comprobar que el conjunto de estas seis
permutaciones es un grupo con la composicién, conocido como grupo simétrico de 3 elementos y
que, en general, lasn! =n-(n—1) - (n — 2)---3- 2 - 1 permutaciones de n elementos dan lugar
al grupo simétrico de n elementos, o S,, para abreviar.

El grupo simétrico no es un ejemplo mas de grupo, pues el teorema de Cayley (1821-1895)
afirma que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de un grupo simétrico, es decir, ambos
tienen la misma tabla. ;Seran isomorfos los grupos D; y S;? ;Lo seran D, y S,? Se trata de
reconocer cuando dos estructuras o esqueletos son iguales o no, aunque su apariencia externa
pueda ser similar.

De hecho, Cayley se percaté de que las permutaciones, las matrices (con la operaciéon
producto) y los cuaterniones (también con el producto) compartian la misma estructura. Antes
de que surgiera el concepto axiomatico de grupo tras los resultados de Cayley, se trabajaba
directamente con colecciones de permutaciones. Eso tuvo tiempo de hacer E. Galois (1811-1832)
en su corta vida, al proponer una teoria revolucionaria, segtin la cual, el que exista una férmula
para encontrar las soluciones de una ecuacion polinémica —como la que solemos aprender para
resolver una ecuacion de segundo grado- depende del comportamiento de la coleccion de
permutaciones de las supuestas soluciones, es decir, del grupo de simetrias del conjunto de
soluciones de la ecuacion, que acabo llamandose grupo de Galois. En relacion con los trabajos de
Galois, el matematico noruego Abel, que también murié muy joven, en 1824 demostré por
reduccion al absurdo que lo que tanto se habia buscado durante tres siglos -esto es, una férmula
algebraica que diera las soluciones de una ecuacion polinémica de quinto grado en funcion de
sus coeficientes- jno podia existir! [Sanchez Mufioz, 2011].

En lineas generales, la demostracion plantea que si existiera tal formula, el grupo simétrico
de orden 5, S5, con sus 5! = 120 permutaciones, deberia poseer una cadena de subgrupos
normales -un subgrupo H de un grupo G es normal cuando los elementos de G conmutan con los
de H-, todos ellos con orden un nimero primo. Eso ocurre con los grupos simétricos de orden 2,
3y 4 pero, resulta que S5 posee un subgrupo normal de 60 elementos (el de las permutaciones
pares, es decir, permutaciones que se pueden escribir como composicién de un nimero par de
transposiciones o intercambios). Se puede ver que este subgrupo de las permutaciones pares de
5 elementos, con orden 60, es un grupo simple, o sea, no posee subgrupos normales no triviales
(a diferencia de lo que ocurre con los grupos de permutaciones pares de un conjunto de 2, 3 0 4
elementos). Pero entonces, en la cadena de subgrupos normales de Ss, este subgrupo de
permutaciones pares tendria un nimero de elementos que no es primo. Habriamos llegado a
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una contradiccion que viene del hecho de suponer que existe una tal féormula, asi que... no
puede existir.

Aparte del éxito en cuanto a la resolucion de ecuaciones polinémicas y otros temas
relacionados, como el de la construccion de poligonos regulares con regla y compas, o la
estructura de cuerpo y en particular los cuerpos finitos —Galois fields, en inglés- y sus
aplicaciones a todo lo relacionado con la informatica y las telecomunicaciones, como la
criptografia o los codigos detectores y correctores de errores, hay numerosas cuestiones de la
matematica en las que el concepto de grupo y los vinculados con él, como el de invariantes o el
de simetrias, tienen un papel importante.

Especialmente ubicuo es el problema de clasificar, para lo que se construyen espacios
cociente, a partir de un espacio inicial dado y una relacion de equivalencia establecida en €I, de
forma que elementos equivalentes del espacio inicial pertenecen a la misma clase y cada
elemento del espacio cociente representa a una de esas clases, como una etiqueta en un cajon
representa a los objetos de cierta clase que estan contenidos en él.

Por ejemplo [Vazquez-Gallo, 2002], para clasificar las direcciones posibles a partir de un
punto (distinguiendo en cada una de ellas dos sentidos posibles), se puede considerar el espacio
de parejas de coordenadas (reales) con respecto al punto dado, salvo la pareja nula que no
determina ningun direccién, y hacer cociente por la relacién: dos parejas son equivalentes
cuando son proporcionales. Asi cada direccién por el punto dado corresponde a infinitas parejas
de coordenadas, todas ellas con una proporcion fija (digamos segunda coordenada entre
primera). Y esta proporcion puede ser infinitamente grande cuando la primera coordenada es
cero. Identificando cada direccién original con la proporcién asociada y sefialando este niimero
en una recta, se obtiene una recta proyectiva (real) con un punto en el infinito. De manera analoga,
empezando con ternas de coordenadas se puede construir un plano proyectivo (real) con una
recta de infinito en su horizonte en la que vemos cortarse las vias del tren, como en la Figura 5
derecha. Este tipo de espacio cociente describe las direcciones por un punto dado de forma
geométrica: direcciones “cercanas” entre si corresponden a puntos cercanos en el espacio
cociente.

En general, para construir espacios cociente con buenas propiedades geométricas, D.
Mumford (1937-) empled ideas de la teoria clésica de invariantes para desarrollar la teoria
geométrica de invariantes -GIT, por sus siglas en inglés- [Mumford, 1970], por lo que recibid la
medalla Fields en 1974. En GIT, la relacion de equivalencia viene dada por un grupo (de
transformaciones) que acttia en una variedad algebraica (dada por los ceros de unos cuantos
polinomios), o en espacios mas generales como los esquemas, de forma que las clases de
equivalencia son las érbitas buenas o estables del grupo y de este modo el espacio cociente
resultante tiene propiedades geométricas razonables. Se construyeron asi espacios de moduli —el
término moduli indica variacion y lo introdujo Riemann a mediados del siglo XIX- que
parametrizan objetos como curvas de cierto tipo (a veces con estructura extra, como un conjunto
de puntos marcados), fibrados vectoriales de cierto tipo, fibrados vectoriales (o conjuntos de
ellos) con estructura extra, etc. Estos nuevos espacios tienen sus propias caracteristicas
geométricas y topoldgicas [Munoz et al, 2008] y, en el contexto de la fisica matematica, se
interpretan como espacios de parametros de soluciones de ciertas ecuaciones o de ciertos tipos
de particulas, relevantes para la moderna teoria de supercuerdas o para el concepto de
supersimetria (SUSY, por sus siglas en inglés).
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Por cierto, y ya que los grupos son ttiles para clasificar, surge el problema de clasificacion
de los propios grupos (como grupos abstractos). Empecemos considerando los grupos finitos
por un lado y los demas por otro.

Para los grupos finitos, en 1889, el teorema de Jordan-Hélder implica que cada grupo finito se
puede construir usando grupos finitos simples como ladrillos basicos, es decir, los grupos
finitos simples son, a los grupos finitos, lo que los niimeros primos a los niimeros naturales.
Para los grupos finitos simples, el teorema “enorme” dice que cada grupo finito simple o bien es
uno de los 26 grupos esporadicos o, si no, pertenece a una de entre 18 familias, pero jen cada
una de estas familias hay infinitos grupos! [Alegria]. Por ejemplo, una de esas familias es la de
los grupos ciclicos con un niimero primo de elementos. Lo de llamar enorme al teorema viene
de que consiste en miles de paginas de resultados de una centena de matematicos que
comenzaron a demostrarse hacia 1940 y terminaron a principios del siglo XXI. Actualmente se
trabaja en simplificar demostraciones y en el llamado problema de extensién, es decir,
determinar las reglas de construccion de nuevos grupos a partir de grupos finitos simples.

Para los grupos infinitos, dada la inmensa variedad de formas en las que aparecen estos
grupos, todavia no existe nada parecido a una clasificacion...

Podria parecer que este punto de vista sobre la geometria, que incide en los conceptos de
invariancia por un grupo y de grupo de simetrias, es innecesariamente complicado pero, es este
enfoque mas abstracto el que ha permitido predecir la existencia de ciertas particulas
fundamentales subatomicas o el que ayuda a comprender la estructura de las proteinas, como
se verd en la préxima seccion. Estos versos del Bhagavad-Gita, texto hinduista escrito hacia el
siglo Il a. C., parecen hechos a medida [Gorini, 1996]...

He who in action sees inaction
and in inaction sees action is
wise among men. He is united,

he has accomplished all action.

3. Geometria en Fisica y Biologia

El hecho de que la geometria influya en cuestiones de la realidad fisica suena razonable
pero, la profundidad de esa influencia, de forma que los grupos de simetrias parecen regir lo
que sucede en nuestro Universo, es mas llamativa. Una de las muestras de esta profunda
conexion de las leyes fisicas con el concepto abstracto de grupo de simetrias y sus invariantes,
puede verse en el trabajo de Emmy Noether (1882-1935), hija del también matematico Max
Noether (1844-1921) que, pese a todas las dificultades que encontré por ser mujer y por su
ascendencia judia, fue capaz de conectar la simetria del espacio y del tiempo con la compleja
dinamica del mundo fisico [Carifiena, 2004]. Noether realizé una tesis doctoral sobre
invariantes algebraicos y demostro entre otros el imponente teorema de Noether:

Por cada simetria continua de las leyes fisicas ha de existir una ley de conservacion. Por cada ley de
conservacion, ha de existir una simetria continua.
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De este modo, el que las leyes fisicas sean invariantes respecto a cualquier traslacion en el
espacio da lugar a la ley de conservacion del momento o cantidad de movimiento —la masa por
el vector velocidad, en mecénica clasica-. Es lo que sucede cuando chocan dos bolas de billar
pero también cuando interaccionan los atomos. Y al revés, el hecho comprobado de que el
momento se conserva, implica que las leyes fisicas no cambian al variar la posicidn en el espacio.
Anadlogamente, la invariancia de las leyes fisicas respecto a rotaciones equivale a la ley de
conservacion del momento angular y el que las leyes fisicas permanezcan invariantes bajo
traslaciones en el tiempo equivale a la ley de conservacién de la energia.

El propio Einstein expresd su admiracion ante este resultado iluminador sobre el papel de
la conservacion de la energia en el marco de la relatividad general, y ante el resto de la obra de E.
Noether que se centrd en cuestiones algebraicas como la teoria de anillos e ideales. Incluso
intervino en el largo y dificil proceso para que ella obtuviera un puesto en la universidad
alemana de Gotinga, a la que habia llegado por invitacion de Klein, entre otros, si bien el puesto
no estuvo a su altura. Con la llegada de los nazis, E. Noether tuvo que emigrar a Estados
Unidos, y trabajo en Princeton de forma fructifera y reconocida hasta su muerte [Blanco, 2011].
Einstein escribié un obituario en el New York Times afirmando que E. Noether habia
desarrollado métodos de enorme importancia y que la matematica pura es la poesia de las ideas
logicas [Lederman y Hill, 2006]. Una vez mas: geometria eres tu...

La relatividad general fue concebida por Einstein como una teoria unificadora del espacio-
tiempo y la gravedad, sin necesidad de realizar experimentos especificos, estableciendo que las
leyes fisicas son las mismas en todos los sistemas —bajo cualquier cambio en las coordenadas
del espacio-tiempo-. Asi que la relatividad general expresa una simetria continua de las leyes
fisicas, como en el teorema de Noether. Segtin Einstein, la invariancia por esta simetria implica
la existencia de la gravedad que, bajo el principio de equivalencia, es una faceta de la
aceleracién —en el descenso brusco de un ascensor, sus ocupantes se sentirian ingravidos, sin
peso-. La gravedad/aceleracion curva el espacio-tiempo como se comba la red de seguridad de
un artista que cae suibitamente. Los planetas al moverse en sus Orbitas cerradas y elipticas estan
en caida libre en un espacio-tiempo curvado. El marco en el que Einstein pudo formular su
profunda teoria hacia 1915 fue el de una geometria no euclidea [Livio, 2005].

Y todavia mas, en mecanica cuantica, a nivel subatdmico, la existencia de algunas particulas
fundamentales como los quarks que forman parte de protones y neutrones, se predijo gracias
los grupos de simetria, en este caso gracias a los grupos de Lie y a las llamadas representaciones
de un grupo [Gell-Mann, 1995]. Simplificando, las representaciones de un grupo son maneras de
asociar a cada elemento del grupo, una matriz cuadrada con determinante no nulo, de forma
compatible con la operacion del grupo. El tamano de la matriz es la dimension de la
representacion. Hacia 1960, se conocia toda una gama de particulas denominadas hadrones, los
protones y los neutrones eran ejemplos de hadrones pero habia muchas mas y existia la
necesidad de comprenderlas mejor [Livio, 2004; Frenkel, 2015]. Entre todas esas particulas, se
conocian 9 vinculadas a una representacion de dimensién 10 de cierto grupo de Lie. Fue
entonces cuando M. Gell-Mann (1929-2019) conjeturd que debia existir una décima particula
con una serie de propiedades determinadas por la simetria y... dos afios después, en un
acelerador se detect6 esa particula, la 7, con las propiedades predichas por Gell-Mann, lo que
le valid el premio Nobel en 1969. Este hecho no era algo aislado porque existen resultados
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tedricos de E. Wigner (1902-1995) que garantizan la relacién entre simetrias de sistemas
cudnticos y representaciones de grupos.

Actualmente, la Fisica y la Matematica siguen activas para encontrar una vision unificadora
total que conectaria la mecdnica cudntica con la gravedad. Peliculas de ciencia ficcion como
“Interestellar”, de C. Nolan (2019), abordan este tema. El modelo estandar describe las fuerzas
de electromagnetismo, interaccion fuerte e interaccion débil, a través de los llamados grupos
de simetria gauge (que significa calibre o escala pero no suele traducirse) pero aun falta por
incluir la gravedad de manera satisfactoria, incluso se debate sobre la existencia real de la
supersimetria. En todo caso, parece probable que la eventual teoria fisica global se escribird en
términos de invariancia por ciertos grupos de simetria.

La faceta matematica de esta vision unificadora, que propone relaciones entre conceptos de
areas muy diversas como las representaciones de grupos y el andlisis armonico [Castrillén et
al., 2019], se conoce como Programa Langlands, por R. Langlands (1936-), el matematico que por
azar -0 quiza no- ocupa actualmente el mismo despacho que tuvo Einstein en Princeton
[Frenkel, 2015].

Asi que la geometria y los grupos de simetria se muestran como una potente herramienta
de clasificacion que parece dictar cémo se comporta el mundo fisico, pero también lo hace en
quimica y en biologia. Los casos en los que este enfoque ha sido util son numerosos: veamos
algunos.

D. Mendeleiev (1834-1907) propuso su tabla periédica de los elementos quimicos en 1869, bajo
la hipotesis de que sus propiedades dependen del patrén de los electrones de sus atomos. La
tabla periodica actual es una versién modificada de la propuesta por Mendeleiev. Los modelos
atomicos actuales proponen el concepto de orbitales o regiones donde la probabilidad de
encontrar a los electrones se maximiza. Los orbitales moleculares se obtienen por combinacién
de orbitales atdmicos. Para que dos orbitales se solapen sus grupos de simetria deben tener
unas propiedades compatibles. Los grupos de simetria permiten clasificar orbitales atémicos y
moleculares y, por tanto, sirven para predecir el comportamiento de los elementos en las
reacciones quimicas.

En la mayoria de los casos, estos grupos de simetria son grupos de transformaciones en el
espacio tridimensional que ademas son grupos puntuales en el sentido de que existe un punto
fijo para todos los elementos del grupo (como ocurria en los grupos de Leonardo en el plano).
Conocido el grupo puntual molecular se puede adivinar una serie de propiedades, entre ellas,
el comportamiento de las vibraciones de los enlaces en moléculas sencillas, midiéndolas bajo
luz infrarroja.
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Fig. 10.  El agua (H,0) y el ciclohexano (C¢H,,) siendo moléculas diferentes poseen el mismo grupo de simetria
molecular. https://symotter.org/assets/img/c2vfig.png

Por ejemplo, el agua y el ciclohexano (que se utiliza para producir nailon) en apariencia
diferentes a nivel molecular, poseen el mismo grupo puntual de simetria que incluye cuatro
transformaciones que dejan la molécula invariante (ver Figura 10: dos reflejos respecto a plano
y dos giros respecto a la recta interseccion de los dos planos anteriores -uno de los giros es la
identidad del grupo-).

En los materiales cristalinos, los atomos y las moléculas se distribuyen de manera ordenada
y paralela de acuerdo con ciertas reglas de simetria formando una red. En 1891, el gedmetra y
cristalografo ruso E.S. Fedorov (1853-1919) clasificé las redes cristalinas por medio de la teoria
de grupos, resolviendo uno de los problemas fundamentales de la cristalografia [Alegria]. En
sus inicios, la cristalografia era una ciencia descriptiva que se incluia como parte de la
mineralogia, pero pronto se conectd con otras disciplinas como la quimica y la biologia. Hoy en
dia, para entender el comportamiento de una proteina es util conocer su estructura
tridimensional molecular que, en general, no se puede predecir a partir de su secuencia de
aminodcidos. El método mas comuin para determinar esta estructura es la difraccién por rayos
X que consiste en hacer interferir un haz de rayos X con un cristal de proteina, es decir, con una
agrupacion ordenada de moléculas de proteina, obtenida por un proceso de cristalizacion
bastante trabajoso. De esta forma, se ha construido la base de datos Protein Data Bank [PDB]
que contiene archivos con las coordenadas tridimensionales de decenas de miles de proteinas,
complejos de proteinas y dcidos nucleicos. Esto permite estudiar los grupos de simetria de cada
uno de ellos y visualizar su estructura a través de esquemas o caricaturas.

En PDB, mas de la mitad de las entradas son complejos de estructura, compuestos por
subunidades idénticas. De esta manera, se requiere menor cantidad de informacion para
codificar la proteina y se multiplican los lugares de union. Usualmente, las estructuras
simétricas cerradas son mas estables. Aplicando teoria de grupos, se ha obtenido una lista
completa de todos los patrones de movimiento global asociados a complejos con grupo de
simetria ciclico, diédrico, tetraédrico (grupo de simetrias de un tetraedro) u octaédrico (grupo de
simetrias de un octaedro) [Song, 2017].

Complejos con la misma simetria siguen los mismos patrones de movimiento global y
pueden funcionar de manera similar. Las proteinas con grupos ciclicos de orden 2 suelen
especializarse en funciones que requieren direccionalidad o distincién de mitades como la
formacion de tubos o la interaccidn con membranas. Los grupos de simetria diédricos
proporcionan mayor variedad de interfaces y conducen a una mayor estabilidad de la proteina.
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Las simetrias helicoidales con invariancia por traslacién mads rotaciéon se vinculan con la
formacion de filamentos extendidos. En algunos virus, se empaquetan subunidades de proteina
con envolturas icosaédricas usando cuasi-simetria.

Conocer la estructura de las proteinas y conectarla con la dindmica y con los mecanismos
funcionales permite actualmente crear anticuerpos y moléculas basadas en ellos con un amplio
espectro de indicaciones terapéuticas, entre ellas la accién antiviral. Es lo que se conoce como
ingenieria de proteinas. El proyecto computacional distribuido Folding@home simula
dinadmica de proteinas implicadas en diversas enfermedades. Iniciado en la universidad de
Stanford por V. Pande [FAH], es un proyecto de ciencia ciudadana en el que la contribucién de
cientos de miles de ordenadores de personas voluntarias realizando simulaciones de plegado
de proteinas es capaz de alcanzar un capacidad de computacién récord y ayudar a entender
cOmo las proteinas alcanzan su estructura final.

En el siglo XXI, han surgido nuevos agentes infecciosos para causar epidemias, tales como
los coronavirus SARS-CoV, MERS-CoV y el 2019-nCoV, responsable una pandemia en 2020. El
ARN de los coronavirus codifica poliproteinas que se dividen en varias proteinas responsables
de la replicacién en la célula huésped. Las proteasas que producen esta escisién son dianas
terapéuticas preferentes para los farmacos antivirales.
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Fig. 11. Secuencia de aminodcidos de la Mpro del 2019-nCoV con su reconstruccion tridimensional a la derecha.
(https://www.rcsb.org/pdbl).

En una situacién de emergencia sanitaria, dado que el desarrollo de farmacos nuevos
conlleva afios de investigaciones y ensayos clinicos, una de las vias alternativas es identificar
entre los farmacos ya aprobados, candidatos con capacidad de atenuar o controlar la infeccién
viral. Las posibilidades de éxito aumentan si la accion de los farmacos se dirige a un sustrato
comun a una familia de virus, es decir, a lo que se mantiene invariante ante cambios o
mutaciones de estos virus.
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Fig 12. Reconstruccion de la proteasa Mpro del coronavirus 2019-nCoV con los aminodcidos diferentes de los de la Mpro del
SARS-CoV coloreados en azul (https://wwuw.rcsb.org/pdb)

La proteasa principal Mpro (por su abreviatura en inglés) es uno de esos sustratos que se
conservan en gran medida entre los diferentes coronavirus. Solo 12 aminoacidos diferencian las
Mpro del SARS-CoV y la del 2019-nCoV. Se cree que dos de estos aminoacidos estan
relacionados con una mayor capacidad de infectar para el nuevo coronavirus. Para atacar a la
Mpro del 2019-nCoV, teniendo en la mano los datos cristalinos estructurales y de acoplamiento
[PDB], es decir, informacién geométrica sobre los grupos de simetrias, se ha identificado por
métodos computacionales el inhibidor N3 basado en un inhibidor conocido de la Mpro del
SARS-CoV, entre otros [JIN et al., 2020].

Fig. 13. Izquierda: a) Inhibidor N3. b) Complejo Mpro de2019-nCoV con inhibidor N3. c¢) Complejo Mpro de SARS-CoV con
inhibidor N1. [[IN].Derecha: estructura cristalina del complejo Mpro de2019-nCoV con inhibidor N3, mostrando el eje de giro de
180°que lo deja invariante (https://www.rcsb.org/pdb).

Otras proteinas juegan un papel muy relevante en las infecciones por el virus 2019-nCoV
uniéndose a receptores de las células huésped que en algunos casos son también proteinas.
Evitar la entrada del virus a las células bloqueando esos receptores de las células humanas
podria ser otra de las formas de detener al 2019-nCoV.

La relacion entre estructura y funciéon, mediada por los grupos de simetria, también
comienza a tenerse en cuenta al estudiar conectomas, que son redes de conexiones neuronales.
Aligual que los grupos de simetria gauge ayudan a describir las fuerzas de la mecanica cuantica
en el modelo estandar, la invariancia por una serie de grupos puede ayudar a caracterizar las
redes neuronales relacionadas con cierta funcién de un organismo. Es el caso de la locomocion
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del nematodo Caenorhabditis elegans y ciertos grupos ciclicos, determinados via factorizacién
del grupo de simetria del circuito neuronal correspondiente. [Morone y Makse, 2019].

En resumen, con una mayor comprension de la interrelacion entre estructura y funcion,
vinculada a conceptos tedricos como la invariancia por grupos de simetria, podria mejorar el
disefio de farmacos antivirales o el desarrollo vacunas que generen inmunidad frente a virus, y
en general la lucha contra las enfermedades.

4. Conclusiones

Cuando algo cambia, el considerar qué es lo que permanece sin alterarse pese al cambio,
ayuda a entender cuestiones dinamicas. Asi, la matematica abstracta, a través del concepto de
invariantes por una transformacion o simetria, junto con el concepto de grupo de simetrias,
permite dar una vision unificadora de cuestiones aparentemente inconexas: las diferentes
geometrias, las obras artisticas, la apariencia de muchos seres vivos, las leyes fisicas, las
particulas elementales, los cristales y la conexién de estructuras neuronales o proteicas con las
funciones en las que estan involucradas.

La predileccion estética por aquello que posee mas simetria, la sorpresa ante lo que rompe
patrones simétricos, la seleccién natural vinculada a la simetria por razones funcionales que
sucede tanto a nivel molecular, como anivel celular y a nivel de organismo... De lo mas pequefio
a lo mas grande, de lo exterior a lo profundo, de lo estético a lo funcional, la geometria nos da
una medida del mundo y de nosotros mismos a través de los grupos de simetria. Geometria
eres tu...
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En memoria de Omar Gil (1965-2020):

“Que las particulas que somos se sigan encontrando con amor y alegria”.
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Resumen

Este articulo analiza un caso particular de las sucesiones de de Bruijn que se utilizara
para crear un juego de mentalismo en el que intervendran cuatro espectadores. El efecto
consiste en averiguar el medio de transporte pensado por cada uno de los participantes
entre un total de dieciséis vehiculos terrestres, aéreos y maritimos. Como punto de partida
para la creacion del juego se define en primer lugar el concepto de sucesion de de Bruijn,
que se ejemplifica mediante una sucesiéon de orden n que usa los simbolos 0 y 1 como
alfabeto y una explicaciéon sobre cémo construir este tipo de sucesiones usando los
denominados grafos de de Bruijn.

Palabras Clave: matematicas discretas, combinatoria, sucesiones de de Bruijn, grafos de de
Bruijn, ilusionismo, magia, mentalismo, magia matematica, matemagia.

Abstract

This article analyzes a specific case of de Bruijn's sequences that will be used to create
an effect of mentalism in which four spectators can participate. The effect is to figure out
the means of transport that each participant in the trick is thinking of among a total of
sixteen terrestrial, aerial and maritime vehicles. As a starting point for the creation of the
trick, the concept of a de Bruijn sequence is first defined, which is exemplified by a
sequence of order 4 that uses an alphabet consisting of the symbols 0 and 1 and an
explanation on how to create this kind of sequences using the so-called de Bruijn graphs.

Keywords: discrete mathematics, combinatorics, de Bruijn sequences, de Bruijn graphs,
illusionism, magic, mentalism, mathematical magic, mathemagic.
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1. Las sucesiones de de Bruijn

Dentro del area de las matematicas discretas, las sucesiones de de Bruijn pertenecen a la
rama de la combinatoria, que entre otras cuestiones estudia la manera de ordenar o agrupar
un numero de elementos determinado.

El nombre de estas sucesiones procede del matematico neerlandés Nicolaas Govert de
Bruijn que escribié acerca de ellas en 1946. Sin embargo, Camille Flye Sainte-Marie ya habia
descubierto este tipo de sucesiones 52 afios antes y el propio de Bruijn reconocié la
precedencia de Flye en un articulo publicado en 1975. Su utilidad abarca campos tan diversos
como pueden ser la genética o la criptografia, pero también podemos encontrar algunas
aplicaciones ltudicas en el ambito del ilusionismo que sin duda sorprenderan incluso a los
conocedores de muchos otros juegos de magia basados en las matematicas.

1.1 Definicion y caso particular

Podemos definir una sucesion de de Bruijn de orden n que usa un alfabeto de k simbolos
como una sucesion ciclica en la que todas las subsucesiones posibles de longitud n ocurren
una y solo una vez.

Para entender la definiciéon anterior vamos a construir como ejemplo una sucesion de de
Bruijn con un alfabeto de dos simbolos, que va a estar compuesto exclusivamente por el ceroy
el uno. Dicho de otra forma, el parametro k va a tomar el valor 2 (k = 2) y el alfabeto vendra
definido por el conjunto {0, 1}. En la definiciéon que nos ocupa, los simbolos 0 y 1, que son los
empleados por el sistema de numeracion binario, se pueden agrupar formando cadenas de
una determinada longitud. En nuestro ejemplo esa longitud vendra dada por n = 4. Podemos
pensar en estas cadenas como palabras de 4 letras, solo que en este caso las “letras” de nuestro
alfabeto serian exclusivamente los simbolos 0 y 1.

Como queremos que nuestra sucesion de de Bruijn sea de orden 4, tiene que contener
todas las cadenas posibles de longitud 4 que se pueden construir usando los dos elementos de
nuestro alfabeto. El nimero total de estas cadenas, a las que hemos llamado subsucesiones en
la definicion anterior, se calcula elevando el niimero de simbolos del alfabeto al orden de la
sucesion, es decir, k*. En nuestro caso 24 = 16. Si las enumeramos todas, obtenemos las
siguientes cadenas:

Tabla 1. Subsucesiones o cadenas de longitud 4

1 | 0000 5 | 0100 9 | 1000 13 | 1100
2 | 0001 6 | 0101 10 | 1001 14 | 1101
3 | 0010 7 | 0110 11 | 1010 15 | 1110
4 | 0011 8 | 0111 12 | 1011 16 | 1111

Por otro lado, como se dice en la definicion, la sucesion de de Bruijn tiene que ser ciclica y
las cadenas que contiene deben aparecer solamente una vez. Esto significa que a medida que
avancemos por la secuencia, cada grupo de cuatro elementos que podamos formar debe ser
diferente de todos los anteriores y asi hasta llegar a la decimosexta cadena, tras la cual
volveria a comenzar el ciclo. Por supuesto, no cualquier secuencia de ceros y unos cumple
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esas condiciones. En nuestro caso, utilizaremos como ejemplo la sucesién 0000111101100101
formada por 16 digitos.

loJofojofafrfafrfofrfafofofrfo]1]

Figura 1. Sucesion de de Bruijn de 16 digitos

Podemos verificar que empezando por el lado izquierdo se formaria la cadena 0000. Si
ahora saltamos una posicién hacia la derecha y comenzamos a contar a partir del segundo
elemento, la siguiente cadena es 0001; si iniciamos la cuenta a partir del tercer elemento,
obtenemos la cadena 0011 y asi sucesivamente hasta llegar a la cadena 1000 que es la
decimosexta y que esta formada por el tltimo digito del lado derecho y los tres primeros del
lado izquierdo. A partir de este momento, la secuencia es ciclica ya que regresariamos a la
primera cadena. Ademas, las 16 cadenas son diferentes entre si y no falta ninguna. Por lo
tanto, 0000111101100101 es una sucesion de de Bruijn con parametros k=2 y n=4.

[olofofo] [o]ofo[1} [ofo[]1] [ofa[s|a| [a]a]1]a] [1[z]1]o} [1]1]o[1] [1]of1]1]

[o[1]1]o] [1]1]ofo] [1]o[o]1] [ofo[z]o| [o[1]o[1] [1]o[1]o] [o]1]o[o] [1]o[o]o]

Figura 2. Subsucesiones o cadenas de longitud 4

1.2 Grafos de de Bruijn

Para poder crear este tipo de sucesiones se utilizan los denominados grafos de de Bruijn.
Un grafo, de forma general, se puede definir como un esquema en el que se representan unos
elementos llamados nodos o vértices, que se encuentran unidos mediante otros denominados
arcos o aristas que sirven para simbolizar las relaciones entre los nodos.

El primer paso para generar un grafo de de Bruijn es determinar la cantidad de vértices
que lo componen, que se calcula elevando k, que en nuestro caso toma el valor 2, a la longitud
de las cadenas de la sucesién menos 1, es decir, a n — 1. Como hemos considerado que n =4, la
cantidad de vértices sera 2*~! = 23 =8

A cada vértice del grafo le asociaremos una cadena que tenga longitud n — 1, en este caso
4 —1 = 3. Las 8 tinicas cadenas de 3 elementos que se pueden construir con nuestro alfabeto
son 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 y 111. Estas cadenas seran las etiquetas asignadas a cada
vértice.

Posteriormente anadimos las aristas que unen los vértices. Para que dos vértices puedan
estar unidos se tiene que cumplir que la parte derecha de la etiqueta del primer vértice tiene
que ser igual a la parte izquierda de la etiqueta del segundo vértice. Por ejemplo, el vértice 100
se puede unir con el 000, porque el primer vértice termina en 00 y el segundo empieza por 00.
Sin embargo, el vértice 100 no se puede unir con el 111. Hay que tener en cuenta dos aspectos
muy importantes:

e Es posible que un vértice esté unido consigo mismo, siempre que cumpla la condicion.
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e En este grafo es fundamental la direcciéon de las aristas, es decir, en qué vértice
empiezan y en qué vértice terminan. Esto se indica poniendo una pequena flecha en
cada arista. Este tipo de grafos reciben el nombre de grafos dirigidos.

Por ultimo, tenemos que poner una etiqueta a cada arista. Para ello, formamos una cadena
de longitud 4 que empiece con los dos primeros digitos de la etiqueta del vértice inicial y
termine con los dos ultimos digitos de la etiqueta del vértice final. Por ejemplo, la arista que va
desde el vértice 000 al 001 tendriamos que etiquetarla con la cadena 0001.

Teniendo en cuenta lo explicado anteriormente, llegariamos a un grafo como el siguiente:

0000

001

1100 A 0101 1010 Y 0011

110

011

1111

Figura 3. Grafo de de Bruijn con pardmetrosk=2yn=4

Construir una sucesion de de Bruijn a partir de este grafo resulta muy sencillo. Elegimos
para empezar un vértice cualquiera y a partir de él recorremos el grafo siguiendo las flechas
de manera que pasemos por todas las aristas una tnica vez. No importa si pasamos mas de
una vez por los vértices, pero si es necesario que al final lleguemos otra vez al vértice de
partida y que no nos dejemos ninguna arista sin recorrer. Esto se conoce como un circuito
euleriano.

Como ejemplo vamos a empezar nuestro itinerario en el vértice 000, después tomamos la
arista 0000, que nos deja otra vez en el vértice 000. Ahora recorremos la arista 0001 y llegamos
al vértice 001 y asi sucesivamente. Existen varias maneras diferentes de continuar, no importa
cudl elijamos. Por ejemplo, podriamos pasar por los vértices 000, 000, 001, 011, 111, 111, 110,
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101, 011, 110, 100, 001, 010, 101, 010, 100 y 000 (que es otra vez el vértice de partida). Para ello
tenemos que recorrer las aristas 0000, 0001, 0011, 0111, 1111, 1110, 1101, 1011, 0110, 1100, 1001,
0010, 0101, 1010, 0100 y 1000. Nos daremos cuenta de que habremos pasado por todas y sin
repetir ninguna.

Si nos fijamos bien en los vértices que vamos recorriendo, cada uno de ellos termina con
los dos mismos simbolos con el que empieza el siguiente. Si escribimos solo el primer digito
de cada vértice (sin contar el ultimo que es repeticion del primero) obtenemos
0000111101100101. También se llega al mismo resultado si escribimos el primer digito de cada
arista.

Pues bien, la sucesion de de Bruijn que hemos utilizado como ejemplo es precisamente
0000111101100101. Se puede comprobar facilmente que contiene todas las cadenas de longitud
4, correspondientes a las aristas que hemos recorrido.

A medida que la longitud de las cadenas se incrementa, es decir, a medida que 7 aumenta,
se hace muy dificil encontrar circuitos eulerianos.

2. Aplicacion a un juego de mentalismo: Adivinacion cobriza

Tomando como punto de partida los conceptos explicados, contamos ya con todas las
herramientas necesarias para crear nuestro juego y entender su funcionamiento.

Recordemos que en la sucesion de de Bruijn construida en el apartado anterior, utilizamos
un alfabeto de dos simbolos (k = 2), compuesto por el 0 y por el 1y que la longitud de las
cadenas era n = 4, lo que nos permitia crear la sucesion 0000111101100101 compuesta por 16
digitos.

Gracias a que la sucesion es ciclica y a que las 16 cadenas o subsucesiones que la
componen no se repiten, podemos disefiar un juego de mentalismo en el que seremos capaces
de adivinar los medios de transporte en los que estan pensando 4 personas. Para ello vamos a
elaborar en primer lugar una tabla en la que aparezcan distintos tipos de vehiculos,
clasificandolos en terrestres, aéreos y maritimos.

Tabla 2. Clasificacién de vehiculos

Vehiculos terrestres Vehiculos aéreos Vehiculos maritimos
Automovil Ala delta Buque

Autobus Avion Canoa

Bicicleta Cohete Ferry

Camion Dirigible Moto acuadtica
Motocicleta Dron Submarino

Patinete Globo aerostatico Transatlantico

Tren Helicéptero Velero

Trineo Parapente Yate

De los vehiculos anteriores elegiremos un total de 16, que escribiremos o dibujaremos en
otras tantas tarjetas, preferiblemente recortadas de una cartulina de buena calidad. Para este
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juego, seleccionaremos 8 vehiculos terrestres, 4 aéreos y 4 maritimos, segin se refleja a

continuacion:

Tabla 3. Clasificacion de vehiculos seleccionador para el juego

Vehiculos terrestres Vehiculos aéreos y maritimos
Automovil Avién

Autobus Canoa

Bicicleta Globo aerostatico

Camioén Moto acuatica

Motocicleta Helicoptero

Patinete Submarino

Tren Parapente

Trineo Velero

La clasificacién anterior nos va a permitir asociar estos vehiculos a la sucesiéon de de
Bruijn 0000111101100101, de tal manera que los vehiculos terrestres se pueden vincular al
valor 1 y los vehiculos no terrestres, es decir, la seleccion final que hemos hecho de vehiculos
aéreos y maritimos al valor 0.

Las tarjetas irfan colocadas de arriba a abajo en el mismo orden que la sucesién segun se
muestra en la Tabla 4, de manera que si colocamos el grupo de dieciséis tarjetas cara abajo
sobre la palma de la mano, la primera de ella seria la que tiene escrita la palabra Avidn y la
ultima, la que reposa sobre nuestra palma, la que contiene la palabra Trineo.

Tabla 4. Asignacidon de vehiculos a cada digito de la sucesion de de Bruijn

Avidn

Canoa

Globo aerostatico

Moto acuatica

Automovil
Autobus
Bicicleta

Camion

Helicéptero

Motocicleta

Patinete

Submarino

Parapente

Tren

Velero

= | O|=R|O|O(R(FRIO|lFR|FR|IR|IRIOCOIOC|IO|O

Trineo
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Recordemos ahora que de la sucesion anterior se derivan 16 cadenas diferentes. Cada una
de ellas es tinica y podemos asignarle los vehiculos siguiendo el mismo orden que aparece en

la Tabla 4. Una vez realizada la asignacion, tendriamos lo siguiente:

Tabla 5. Asignacién de vehiculos a cada subsucesion o cadena

0 ]0 |0 |0 | Avion Canoa Globo aerostatico Moto acuadtica
0 |0 ]0 |1 | Canoa Globo aerostatico Moto acuatica Automovil

0 |0 |1 |1 | Globo Aerostatico Moto acuatica Automovil Autobus

0 |1 |1 |1 |Motoacuatica Automovil Autobus Bicicleta
1|1 |1 |1 | Automdvil Autobus Bicicleta Camion

1 |1 |1 |0 | Autobus Bicicleta Camioén Helicdptero

1 |1 |0 |1 | Bicicleta Camion Helicéptero Motocicleta

1 {0 |1 |1 |Camién Helicéptero Motocicleta Patinete

0 |1 |1 |0 | Helicoptero Motocicleta Patinete Submarino

1 |1 |0 |0 | Motocicleta Patinete Submarino Parapente

1 (0 |0 |1 | Patinete Submarino Parapente Tren

0 |0 ]1 |0 | Submarino Parapente Tren Velero

0 |1 |0 |1 | Parapente Tren Velero Trineo

1 10 |1 |0 |Tren Velero Trineo Avién

0|1 |0 |0 | Velero Trineo Avién Canoa

1 10 |0 |0 | Trineo Avién Canoa Globo aerostatico

Necesitaras también un cuaderno de los que tienen las paginas unidas por una espiral en
el lado izquierdo. En €l escribiras o pegaras en la parte interior de la portada una nota impresa
con el contenido de la Tabla 5, en la que se relaciona cada cadena de cuatro digitos con los
cuatro vehiculos correspondientes. Sin embargo, en lugar de reproducir la tabla anterior tal y
como la hemos presentado, una alternativa mejor consistiria en organizar las cadenas en
orden creciente, para que a la hora de localizar la que te interesa el proceso sea mas rapido.
Ademas, la tabla se podria imprimir con una tonalidad mas suave para que pase totalmente
desapercibida tal y como se muestra en la Figura 4. La finalidad, como veras en detalle mas
adelante, es que puedas consultar la informacién que te permite saber los vehiculos pensados
por los espectadores sin que estos puedan sospechar en ningtin momento que en realidad lo

estds haciendo con la ayuda del propio cuaderno. Por otro lado, la manera de manejarlo
durante el transcurso del juego impide que el publico pueda ver los datos que contiene y que
son la clave para realizar con éxito la adivinacién.

La informacion, una vez optimizada para nuestros propositos, presentaria el siguiente

aspecto:

Revista “Pensamiento Matemdtico”

Volumen XI, Niimero 1,Abrx'21, ISSN 2174-0410 | 97




Aurelio Sdnchez Estévez Adivinacion cobriza

Figura 4. Cadenas organizadas en orden creciente

Supondremos que los espectadores se encuentran situados en frente de la persona que
realiza el juego. Se puede presentar diciendo que tienes varias tarjetas en las cuales esta escrito
el nombre de un vehiculo, al tiempo que las muestras nombrando varios de ellos y
mencionando que los vehiculos pueden ser terrestres, aéreos o maritimos. A continuacion, le
pedimos a un espectador que sujete el grupo de tarjetas cara abajo y que corte tantas veces
como quiera. Después le puedes indicar que se lo entregue a alguien mas para que corte
también. Una vez finalizado este proceso, daras instrucciones a la persona que esta sujetando
las tarjetas para que mire la que ha quedado arriba del todo (Tarjeta 1) y que la guarde por un
momento en su bolsillo, que entregue la siguiente (Tarjeta 2) al espectador que tiene a su
izquierda, otra mas (Tarjeta 3) al que esta a continuacion de este y una tltima tarjeta (Tarjeta
4) al siguiente. La manera en la que se distribuyen los espectadores y las tarjetas es muy
importante para facilitar los siguientes pasos del juego. Desde tu posicion, la distribucion
descrita se podria representar esquematicamente de la siguiente forma:

Tabla 6. Posicién de los espectadores en frente de la persona que realiza el juego

Espectador 1 Espectador 2 Espectador 3 Espectador 4

Tarjeta 1 Tarjeta 2 Tarjeta 3 Tarjeta 4

Para continuar, pediras al primer espectador que te entregue las tarjetas sobrantes, que
guardaras sin necesidad de mirarlas, y que vuelva a tomar la que dejé en el bolsillo. Recuerda
que le dijimos que lo hiciera para poder entregar las otras tres tarjetas a los espectadores que
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estaban a su izquierda. Ahora solicitaras que todos ellos se concentren en el vehiculo que han
visto escrito y que se imaginen que estan viajando en €l porque vas a tratar de adivinar cual
es. Sacas a continuacion el cuaderno que habias preparado de antemano y dices que vas
escribir el nombre de los vehiculos que te vayan transmitiendo mentalmente, aunque todavia
no lo abriras. Llegado el momento, también puedes optar por dibujarlos si se te da bien.
Simulas concentrarte y tras unos segundos comentas que te llegan varias imagenes
entremezcladas. Contintias explicando que hay vehiculos terrestres, aéreos y maritimos y
pides que levanten la mano los espectadores que estén pensando en algtin vehiculo terrestre.
Podria ocurrir que todos levanten la mano, que no la levante ninguno, o que la levanten una,
dos o tres personas. En cualquiera de los cinco casos y gracias a la sucesion de de Bruijn sabras
en qué vehiculo esta pensando cada espectador. Por ejemplo, vamos a suponer que el segundo
y el tercer espectador levantaron la mano. Les pediras que la bajen y que se concentren en su
vehiculo. Ahora abres tu cuaderno de manera que a la derecha se encuentre la primera pagina
en blanco y a la izquierda la imagen del interior de la portada. Te fijaras en la secuencia 0110
ya que es la que nos indica que en la segunda y tercera posicion hay un vehiculo terrestre:

Tabla 7. Vehiculos pensados por los espectadores

0 | 1 | 1 | 0 | Helicoptero | Motocicleta | Patinete | Submarino |

Por lo tanto, el primer espectador estara imaginando que vuela en un helicdptero, el
segundo que conduce una motocicleta, el tercero que se desplaza en un patinete y el cuarto
que se encuentra a bordo de un submarino. Adivinas en primer lugar el vehiculo del segundo
espectador y lo escribes en letras mayusculas (o lo dibujas) mostrandolo para que te diga si es
correcto. La manera de ensefiarlo es muy sencilla: con el cuaderno abierto y mirando hacia ti,
giraras hacia los espectadores el bloque completo de paginas para mostrarles lo que acabas de
escribir en la primera de ellas, de manera que el interior de la portada con la informacion que
has consultado quedard frente a ti y oculto a la vista de los espectadores. Si quieres, puedes
arrancar la pagina y continuar adivinando los vehiculos elegidos por los otros tres
espectadores de la misma manera. En realidad, como ya conoces los cuatro vehiculos elegidos,
no necesitas volver a consultar la tabla con la informacion, de manera que lo que puedes hacer
es pasar a la segunda pagina del cuaderno para escribir el vehiculo del tercer espectador y
proceder igualmente con el primero y el cuarto. La ventaja de hacerlo asi, es que en las
siguientes ocasiones en las que muestres el cuaderno lo podras hacer de forma totalmente
despreocupada porque la informacién que consultaste quedara oculta por las paginas previas.

Este juego esta basado en la dualidad que podemos encontrar en el tipo de elementos que
utilizamos. En el caso de los vehiculos, el juego funciona porque, aunque todos ellos son
diferentes, los estamos clasificando en dos tipos: los terrestres y todos los demas (aéreos y
maritimos). Por lo tanto, la idea es extrapolable a cualquier grupo de elementos en el que
podamos encontrar esa dualidad, como por ejemplo instrumentos musicales (de cuerda por
un lado y de viento y percusion por otro), las cartas de una baraja (rojas y negras) o diferentes
tipos de alimentos!. Ademas, este efecto también se puede realizar con conjuntos de menor o
mayor tamafio, como aquellos compuestos por 8 o 32 objetos.

T Artur Anttinez Vitales, profesor de secundaria de Gerona, present6 en el II Encuentro de Ciencia, Magia y
Educacion celebrado en diciembre de 2017 varios juegos basados en las sucesiones de de Bruijn, entre ellos uno en el
que tres espectadores elegian cada uno una carta en la que aparecia representado un alimento. En este caso particular
la dualidad venia dada por el hecho de que el alimento fuera una comida o una bebida.

Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen XI, Niimero 1,Abrx’21, ISSN 2174-0410 | 99



Aurelio Sdnchez Estévez Adivinacion cobriza

En caso de que te hayas preguntado en algiin momento por qué el juego se titula
Adivinacion cobriza, se da la circunstancia de que el apellido neerlandés de Bruijn hace
referencia al color marrén, probablemente en alusion al cabello. Dado que el juego se basa en
las sucesiones de de Bruijn y con la finalidad de que el titulo no pudiera dar pistas sobre el
método empleado para realizar las adivinaciones, la solucion pasé por buscar algin sinénimo
de marrén que pudiera resultar sugerente como titulo.
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Resumen

En este articulo se muestra uno de los cuentos presentados al concurso de relatos con
contenido matematico organizado por el GIE (Grupo de Innovacion Educativa)
Pensamiento Matematico de la UPM (Universidad Politécnica de Madrid), para alumnos de
la ESO, Bachillerato y universitarios. En este caso se trata de un cueto realizado por una
alumna de bachillerato.

Palabras Clave: Cuentos con contenido matematico, lenguaje matematico.

Abstract

This paper shows one of the tales presented to the contest about tales with mathematical
content organized by the Innovation Educative Group “Mathematical Thinking”. In this
case it is a tale writen by a high school student.

Keywords: Tales with mathematical content, Mathematical Language.

1. Sonar... ;te da alas?

No sé muy bien por qué este miércoles me levanté tan cansado, pasé el dia aturdido y sin
ganas de hacer nada. A mitad de tarde me surgidé un problema en el trabajo y crei que era

buena idea tomarme una bebida energética a ver si de esta manera espabilaba un poco.

De repente me encuentro volando... si volando. Con los brazos abiertos hacia atras,
formando con mi tronco y mis piernas un ala delta. En ese momento recuerdo a una de mis
profesoras de primaria explicAndome los tipos de triangulos que existen... equilateros,
isdsceles y escalenos y planeando sobre un campo verde con puntitos rojos, que debian ser

amapolas por la época del afo en la que estamos, me encuentro analizando qué tipo de
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triangulo soy. Soy un tridangulo equilatero cuyo perimetro es... 3xL y el area un medio de la

base por su altura.

De repente veo como pierdo altura, me he distraido, paso cerca del tejado de una iglesia,
una sefial me hace perder el equilibrio y me encuentro a punto de darme de bruces contra un
tridngulo dibujado en el suelo. Muevo los brazos, lucho contra el viento, tomo algo de altura y
recuerdo a la profesora de tercero de primaria que, cuando nos cansabamos de las
matematicas, es decir... siempre, nos decia “las mates estan por todas partes”, en ese
momento me di cuenta de que era cierto. En un breve espacio de tiempo habia localizado

cuatro triangulos.

Con este primer obstaculo superado, me encuentro surcando el cielo, a mi izquierda un

radiante sol, circular por cierto. Me da por pensar en su area y recuerdo aquella férmula tan

. 2. , :
graciosa, A =7 r”, intento encontrar el centro del circulo para calcular el radio y por un

momento, me quedo ciego.

Se me acumulan los pensamientos, el sol es un circulo en el dibujo de mi sobrino
pequeno, en la realidad es una esfera, con volumen. Miro de frente para intentar recuperar
vision y me encuentro con el horizonte, una linea recta... horizontal y pienso, mientras no
dejo de palmotear, jvaya, otra vez las mates! pierdo altura de nuevo, giro la cabeza hacia la
derecha y me encuentro la ladera de una montafa con forma de linea recta oblicua y me viene
a la cabeza el pdster que teniamos en el corcho de clase con las ecuaciones de las rectas
horizontales, verticales y oblicuas. Para mi sorpresa, miro de frente de nuevo y... juyyyy!,
rozo una linea recta vertical con forma de poste de luz, que nuevamente me desestabiliza,

haciéndome perder el equilibrio.

Me centro, intento tomar altura, respiro, mi corazon late con fuerza y rapidez. Miro a lo
lejos y veo... qué veo. ;Es un pajaro? Pero un pajaro con un ala mas corta que la otra no puede
ser porque no seria estable, me confunde que estoy alterado o sera la perspectiva. No me lo
puedo creer! Otra vez las matematicas. La perspectiva, era de matematicas o de dibujo o de
ambas. La cosa es que no sé muy bien lo que estoy viendo. Intento girar y acercarme y cual es

mi sorpresa cuando veo una raiz cuadrada que pasa a mi lado.

Abro y cierro los ojos, para intentar aclarar mi vista, sé que no puede ser. Me centro de
nuevo en el horizonte, me tranquilizo, a los pocos minutos miro hacia abajo y veo una ciudad
compuesta por diferentes barrios y los barrios a su vez por bloques, plazas, parques, ..., todos
ellos con formas geométricas, los bloques eran rectangulos, las plazas circulos y los parques
triangulos. Tomo de nuevo altura, sobrevuelo la ciudad y me percato de una peculiaridad.

Cada barrio tiene forma de una letra distinta.

Decido investigar, giro mi cuerpo, bajo la cabeza y comienzo mi excursion. Paso por
debajo de un semicirculo en el que pone Ciudad de los Ntimeros, a la derecha una flecha me

indica el barrio N, decido empezar por aqui. Por una acera encuentro al 1 y al 2 de la mano,
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delante corretea un 3 mas pequefio de lo normal. En el cruce se encuentra un guardia
municipal, bastante rechoncho, es el ocho. No dejo de mirar de un lado para otro y me doy
cuenta de que estoy en el Barrio de los Numeros Naturales, que son todos los mayores de 0 y

que no pueden tener parte decimal ni fraccionaria.

A dos pasos de alli, veo un cartel rectangular en el que pone Barrio de los Niumeros
Enteros, me acerco y veo al lado izquierdo un grupo de niimeros con una rayita que les sale a
la altura de la barriga, son los niimeros enteros negativos, al lado derecho los mismos
numeros, pero sin rayita y en el centro..., en el centro el pobre niimero 0. En seguida pensé
que como era gordito se estarian metiendo con €l, me acerqué y vi que me equivocaba,

estaban jugando al corro de la patata.

Decido seguir investigando, aunque parezca mentira, sigo sin creer lo que estoy viviendo,
tomo altura, oigo un ruido, giro a la izquierda y veo varios bloques que forman una Q, me
acerco y encuentro un gran aparcamiento en el que veo andando a una raya que tiene un 5 de
cabeza y un 10 de piernas, intento centrarme, remuevo mis recuerdos matematicos y deduzco
que estoy en el Barrio de los Niimeros Racionales que son aquellos que pueden expresarse

como una fraccion de dos niimeros enteros.

Intento ordenar todo esto en mi cabeza mientras me centro en no chocarme con una linea
recta vertical, que sostiene un rectangulo de poca base y mucha altura con tres circulos, uno
rojo otro amarillo y otro verde, lo que nosotros llamamos semaforo. Rebusco y rebusco y me
doy cuenta de que la Ciudad de los Ntimeros, es en realidad un conjunto que engloba varios
subconjuntos... y cuando mas centrado me encuentro, cuando me estoy percatando de que las
matematicas estan en todas partes, noto unas turbulencias, cada vez de mayor intensidad. Me
hacen perder el equilibrio, miro hacia los lados, estoy cerca de unas lineas rectas verticales

terminadas en circulos de color verde llamados arboles, caigo, caigo y caigo al vacio.

Abro los ojos y ahi estoy, apoyado sobre mi mesa rectangular, con mi papelera en forma
de cilindro llena de esferas de folios arrebufiados, y mi pantalla, también rectangular llena de
numeros enteros, positivos y negativos, lineas rectas, horizontales y verticales.... Me giro y
mientras miro a mi jefe con cara de pocos amigos, afirmo en voz alta: jjSONAR, TE DA
ALAS!!

Sobre la autora:
Nombre: Alba Gonzalez Martin
Institucién: Estudiante de Bachillerato del colegio Santa Fe en el momento del concurso.
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Resumen

Este articulo presenta un juego de ordenador, pensado para ejecutarse en el navegador,
que ensefia las propiedades de las funciones de manera interactiva. Al inicio, el programa
selecciona aleatoriamente una funcion de una lista de 28, y el usuario debe adivinar de cual
se trata realizando preguntas de Verdadero/Falso, de manera similar al juego tradicional
“¢Quién es Quién?”. Ademas, las respuestas a las preguntas se convierten en un cdédigo
binario basado en unos y ceros que el jugador debe pasar a decimal para poder recibir su
puntuacién en base a un ranking.

Palabras Clave: Video juegos educativos, Gamificacién, Innovacién educativa, Juegos
matematicos.

Abstract

This paper presents an online computer game that shows the properties of the functions
in an interactive way. First, the program randomly selects a function from a database with
28 functions, then, the user must discover the selected function by means of True/False
questions in a similar way to the well known game Who is who? Besides this, the answers
to the questions are transformed in a binary code that the player must convert to a decimal
code in order to receive his/her ranking based score.

Keywords: Videogames, Gamification, Innovative Education, Mathematical games.

1. El Video juego Who’s That Function

El disefio del juego esta basado en el juego clasico ;Quién es

quién? cuyas reglas son las siguientes:

e Cada jugador cuenta con una serie de tarjetas con wﬂ {
A N/

personajes diversos. Uno de los participantes elige una de
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ellas y la coloca sin que el otro jugador la vea. El contrario realiza la misma operacion.
o El objetivo del juego es adivinar qué personaje ha elegido el otro jugador.

e Por turnos, se realizan preguntas sobre los rasgos del personaje que se quiere

descubrir.
e Elotro jugador responde a dichas preguntas con un SI o un NO:

* Si el jugador contesta S a una pregunta: se eliminan las fichas de los personajes que

NO tengan ese rasgo.

e Si el jugador contesta NO: se eliminan las fichas de los personajes que SI tengan ese

rasgo.
Adaptacion del juego:

Se ha querido adaptar la idea de este juego al marco del estudio de funciones reales de
variable real (de la misma forma podria hacerse con otros temas), incluyendo ademas algunos
otros conceptos como los sistemas de numeracion, concretamente el sistema binario de gran
utilidad en computacién. Figura 1.

T
@ / {Bienvenido al juego 'Who's that Function! Para comenzar, pulsa en cualquier
‘ parte del juego; después, puedes usar la barra espaciadora para continuar

= -y
-
Créditos
< \

e

Figura 1: Panel de inicio del juego

Para ello, en lugar de personajes, la idea es trabajar con funciones definidas tanto
analiticamente como graficamente. El primer paso es elegir las caracteristicas (rasgos en el
juego clasico) sobre las que se va a preguntar con la finalidad de descubrir la funcién elegida
por el contrincante. En la propuesta, las seleccionadas han sido: signo de la funcién, acotacion,
monotonia, continuidad, derivabilidad y existencia de asintota vertical. De forma que las seis
preguntas a realizar sobre la funcién, a partir de las cuales deberia poderse seleccionar la

funcién buscada, son:
¢ ;Es una funcion no negativa?
¢ ;Es acotada?

e ;Es monotona?
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¢ ;Es continua?
e ;Es derivable?
¢ ;Tiene alguna asintota vertical?

A cada una de estas preguntas se contestara con un Si (1) o un No (0). Con ello, cada una
de las funciones que forman parte del juego tiene una definiciéon en cddigo binario que esta
formada por un vector de seis digitos, ceros o unos, segin sean para esa funcion las

respuestas a cada una de las preguntas a realizar. Ver Figura 2.

iVamos allé! ¢List(@ para jugar?

? )

six<0
=1 6 =1xl f@=xt-1 1= [,;1‘;;,0.,

v ﬂ e
( R

Pulsa | Esc | para salir del modo de pantalla completa

_[ —xsixso
“’)’{x‘—lsn»a
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fx) = aretgx £ = [X’:S: 250 = f@=e
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f(x)=senx+2 f= 11‘“‘>3
=

VOLVER A INICIO

m

¢Es la funcion no negativa? =
¢Es la funcién derivable? o B  Tiene Asintotas Verticales?)

¢Es continua?

Figura 2: Panel de juego
Pasos a seguir:

El juego tiene un tutorial que explica al jugador como se desarrolla el juego (Figura 3).

|/ iHasllegadoal tutorial para Who's that Function! (O /  Alprincipio deljuego, yo seleccionaré una funcién, y td

— 48 \ haciéndome preguntas

Figura 3: Diversas pantallas del tutorial del juego.

* Los jugadores tienen visibles todas las funciones de las que consta el juego. El juego ha

seleccionado una de ellas.

* Empezara un turno de preguntas y el crondémetro se pone en marcha. Se ira

cumplimentando el vector de seis posiciones con las respuestas que se van obteniendo y
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aplicando los conocimientos sobre las funciones (algunas respuestas pueden tener

implicitamente respuestas a otras preguntas no realizadas).

* En el momento que se piense que se conoce la respuesta de cual es la funcién elegida,
se pasa a la pantalla de resolucion. Se seleccionara y se dara el numero en el sistema decimal
que corresponde a ella. Esto supone que se debe cambiar el vector de ceros y unos que
corresponde a las respuestas a las preguntas a realizar, por el nimero en sistema decimal

correspondiente.

El programa indica si se ha acertado, en ese caso asigna una puntuacion dependiendo
del tiempo empleado, nimero de preguntas realizadas... En el caso de no acertar, sugiere

volver a intentarlo.

La btsqueda de una buena estrategia de juego hace que los participantes realicen una
amplia reflexion sobre los conceptos relacionados con las funciones reales de variable real. Un
buen conocimiento de la teoria permite al participante hacer las preguntas adecuadas que le

lleven a una répida resolucion.

2. Descripcion técnica del juego

El Video juego es el resultado de un proyecto ideado por los miembros del Grupo de
Innovacién Educativa de la Universidad Politécnica de Madrid "Pensamiento Matematico"
http://www.caminos.upm.es/matematicas/WEBGIE/ y programado por el alumno Pablo
Ignacio Marcos Lépez como parte de la Beca de Colaboracidon “Del Juego a la Teoria”.

Puede accederse libremente al juego en: https:/flyingflamingo.itch.io/whos-that-function

e Lenguaje de Programacion:

El juego ha sido programado usando Godot Engine, cuyo lenguaje de scripting es
GDScript, similar a Python. Para su ejecucion en el navegador, el sistema permite crear un
archivo ejecutable traducido a HTMLS5.

e Entorno operativo:

El entorno operativo es cualquier navegador estandar de escritorio, por lo que puede
jugarse en plataformas como GNU/Linux, Windows o MacOS. Ha sido testeado en Firefox 82
y Chromium 85.

¢ Diagrama de flujo (Figura 4):
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e Otro Hodo

FinAlgoritmo

Figura 4: Diagrama de flujo para el juego “Who’s That Function”. Creado usando Pseint, software libre licenciado bajo
GPLv2

4. Conclusiones
Se considera que este tipo de video juegos consigue:
e despertar el interés por el aprendizaje de las matematicas.
e que el alumno repase y sepa aplicar los conocimientos adquiridos.

e potenciar habilidades basadas en el razonamiento matematico: estrategia,

planificacion, toma de decisiones, etc.

e aplicar las dindmicas y principios de los juegos para mejorar la motivacion, el interés y

la implicacion de los estudiantes en las materias con contenido matematico.

La consecucién de los objetivos citados anteriormente, conlleva la facilitacion del proceso
de aprendizaje del alumno, pudiéndose éste realizar a través de un mecanismo ameno, ladico,
flexible, dinamico e interactivo, el cual se espera atraera al estudiante y fomentara su
implicacion en la materia.

Estamos seguros de que los juegos como este contribuyen al acercamiento de los
alumnos hacia materias bésicas imprescindibles para sus estudios. La aplicacion de los juegos
resulta altamente motivadora y es un buen refuerzo si se aplica a asignaturas matematicas.

Ademas, les permite integrarse y relacionarse entre ellos ya que propone acciones en equipo.
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Resumen
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- Hola, Aurelio. Cuéntanos brevemente quién eres.

- Soy licenciado en Ciencias Econdmicas y Empresariales y
actualmente trabajo como director del Area de Servicios Generales
en Kumon Espana, que esta compuesta por los departamentos de
Comunicacion, Logistica, Material Didactico de Lectura y Servicios
Lingiiisticos. Desde mis comienzos en la empresa, a finales de 1999,
he desempenado diversas funciones: empecé siendo orientador de
uno de nuestros centros piloto y coordinador de los centros
franquiciados de Madrid, Pais Vasco, Catalufia y Comunidad
Valenciana. En mi etapa de director de la Oficina de Valencia, fui
también responsable del Departamento de Formacion durante tres
Figura 1. Aurelio Sinchez Estévez  anos, lo que me permitié conocer de primera mano los programas

educativos de Kumon, aprender mucho de la experiencia de los
orientadores de cada region y formarme en Japon con profesionales de la educacion que habian
trabajado directamente con Toru Kumon, el fundador del método.

- (Qué es Kumon?

- Kumon es un método de aprendizaje de origen japonés que tiene como objetivo lograr el
maximo desarrollo intelectual del alumno utilizando un enfoque muy diferente al de la
ensenanza tradicional. El papel de los orientadores de nuestros programas de matematicas,
lectura e inglés se centra en observar y conocer con detalle la capacidad individual de todos los
estudiantes con la finalidad de guiarlos en su formaciéon de manera completamente
personalizada. Esto permite que la asimilacion de los contenidos y la motivacion se mantengan
siempre en niveles éptimos al tiempo que los alumnos logran mayor autonomia y eficacia. Asi,
son capaces de avanzar de forma autodidacta en su aprendizaje incluso varios afios mas alla de
su nivel escolar. En este sentido, el avance se produce en funcion de la capacidad del estudiante
y de cémo evoluciona dicha capacidad y no depende, por lo tanto, de su edad ni de los
contenidos de su curso académico.

Kumon utiliza un material didactico que esta en continua revisién para introducir mejoras
basadas en la experiencia de millones de estudiantes de todo el mundo con diversas edades y
capacidades. Las hojas de estudio de Kumon dotan a los alumnos de una base solida y de las
herramientas que necesitan para convertirse en personas inteligentes, competentes y
responsables que aprenden de forma autodidacta y adquieren la seguridad necesaria para
enfrentarse a cualquier tarea presente o futura, incluidas por supuesto aquellas relacionadas
con su curso escolar.

Ademas, las técnicas de observacion y seguimiento que aplican los orientadores son tan
versatiles que las familias pueden elegir entre las modalidades presencial, online y mixta en
funcién de sus circunstancias. El uso de programas de videollamadas y reuniones virtuales
permite una gran flexibilidad para que los alumnos puedan trabajar en su domicilio bajo la
supervisiéon del equipo pedagdgico del centro. Todo ello hace que las actividades de
observacion, motivacion, orientacion o evaluacidon del progreso contribuyan a un desarrollo
rapido y provechoso de cada alumno con independencia de la modalidad elegida.
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KUMON

Figura 2. Logotipo de Kumon. La O representa una cara pensativa que simboliza la expresion de los alumnos, quienes aprenden,

piensan y crecen en los centros Kumon, y también la de los orientadores y el personal, quienes comparten el afdn por crecer y
mejorar poniendo la educacién y el desarrollo del potencial de cada alumno al frente de sus prioridades.

- (Desde cudndo trabajdis en Espafia?

- Comenzamos en 1991 y actualmente tenemos oficinas en Madrid, Barcelona y Valencia,
que dan respaldo a mas de 200 centros franquiciados y propios distribuidos por Espafia,
Andorra, Portugal e Italia.

- (Cudndo puede un estudiante empezar con Kumon?

- Puede hacerlo desde los dos afos. El orientador mantiene una entrevista con la familia y
realiza una prueba que permite evaluar la capacidad inicial del alumno y determinar el tipo de
contenidos mas adecuados para comenzar a trabajar.

- Y concretamente, en qué consiste Kumon Matemdticas?

- En el caso particular de este programa, los estudiantes desarrollan habilidades
matematicas y el gusto por los nimeros. Ademas, el aprendizaje de las matematicas contribuye
al desarrollo de las capacidades de razonamiento, abstraccion, deduccidn, reflexion y analisis,
que al ser genéricas facilitan el trabajo en otras areas de estudio y trascienden al ambito
académico.

Los contenidos se distribuyen en niveles cuya complejidad va aumentando
escalonadamente. Por ejemplo, los alumnos de muy corta edad aprenden a reconocer, recitar,
leer y entender la secuencia numérica de manera progresiva y a escribir los nimeros de forma
auténoma. En las hojas de estudio se emplean imagenes, cantidades de puntos y tablas
numeéricas para afianzar estos contenidos antes de introducir las cuatro operaciones basicas por
las que siempre se avanza de forma muy gradual. En ellas también se muestran ejemplos y
ejercicios parcialmente resueltos como referencia y se practica la resolucién en horizontal antes
de hacerlo en vertical.

Tomando siempre como premisa la adquisicién de unos cimientos sélidos, el programa
progresa hacia temas mas complejos, como operaciones con fracciones y decimales, nimeros
positivos y negativos, expresiones algebraicas, sistemas de ecuaciones, funciones lineales,
operaciones con monomios y polinomios, factorizacién, raices cuadradas, ecuaciones y
funciones cuadraticas o el teorema de Pitagoras. Estos contenidos se amplian con el estudio del
algebra avanzada y de todo tipo de funciones que los alumnos aprender a derivar, integrar y
representar graficamente. En el bloque final del programa se desarrollan también habilidades
para trabajar con puntos, rectas, circunferencias, lugares geométricos y regiones, trigonometria,
sucesiones, series y limites, y se profundiza en las aplicaciones del calculo diferencial e integral.

Por ultimo, existe un nivel adicional mas relacionado con las matematicas aplicadas, en el
que se aborda el estudio de vectores, matrices, aplicaciones entre conjuntos, probabilidad y
estadistica.
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Los alumnos del programa de matematicas resuelven siempre hojas de estudio acordes con
su capacidad y nivel de conocimientos actuales, pero también se busca que los ejercicios les
supongan un reto asumible. Volviendo al ejemplo de los alumnos mas jovenes, si todavia no
saben manejar el lapiz, existen contenidos adicionales disefiados especificamente para
desarrollar esta habilidad, contenidos que les permiten practicar el trazado de lineas rectas,
curvas, angulos, dibujos y formas al tiempo que contintian con el proceso de aprendizaje de la
secuencia numérica.

La supervision del trabajo por parte del orientador posibilita llevar a cabo los ajustes
necesarios para que el alumno pueda enfrentarse a la tarea con éxito. Para ello se tiene en cuenta
el tiempo que le ha llevado completarla y el nimero de errores cometidos, pero también la
naturaleza de dichos errores, ya que no es lo mismo equivocarse como consecuencia de un
despiste que por no haber asimilado todavia algin contenido previo. Esto se puede evaluar
prestando atencidon a cémo resuelve los ejercicios y realiza las correcciones el alumno. Por
supuesto, existen muchas otras observaciones que permiten extraer informacion para definir
cudl es el mejor camino para seguir avanzando. Por otra parte, los conceptos no se explican
directamente, sino que se introducen mediante pistas y ejemplos que el alumno utilizara para
entender, resolver, redescubrir y dominar progresivamente contenidos que con el tiempo
estardn muy por encima de su nivel escolar.

Figura 3. Alumnos resolviendo hojas de estudio en las modalidades presencial y online

- ¢Como ayuda el método a los estudiantes de matemdticas?

Por un lado, empezando en un nivel del programa en el que se sientan cémodos. Es muy
importante generar en el alumno una sensacion de logro y superaciéon desde el primer momento
para que se encuentre motivado y pueda desarrollar seguridad y confianza. Esto le permitira
avanzar mas facilmente hacia temas de mayor complejidad.

Otro de los aspectos mas destacables de Kumon seria el desarrollo del aprendizaje
autodidacta. En la actualidad, el autodidactismo es fundamental para superar retos formativos
y gestionar el proceso educativo de cada persona de forma mas satisfactoria.

Las personas autodidactas sienten verdadera pasion por aprender y por eso disfrutan
superando desafios cada dia, lo que las conducira a ser estudiantes brillantes y profesionales
competentes. En el caso del programa de matematicas de Kumon, a partir de las pistas y los
ejemplos, el alumno tiene que reflexionar y tomar decisiones que le permiten aprender por si
mismo y disfrutar de la reconfortante y motivadora sensacién de poder decir: «jLo consegui!».
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Para lograr lo anterior, existen dos claves fundamentales. Una es la manera en la que los
creadores del programa de matematicas han disefiado y organizado los ejercicios: han definido
el itinerario que tiene que realizar el alumno por si mismo y, a la vez, se han asegurado de que
desarrolla las capacidades y actitudes necesarias para poder trabajar con autonomia a lo largo
de los contenidos. La segunda clave es el papel del orientador como mentor y guia del alumno:
va proporcionandole los recursos necesarios para acompanarlo en el proceso de aprendizaje
auténomo de manera que pueda culminarlo con éxito y busca siempre desarrollar al maximo
su capacidad.

121 Mé65a KUMON M 65
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Figura 4. Ejemplos de hojas de estudio de los niveles 1 y M del programa de matemticas

- ;Serd el autoaprendizaje una habilidad imprescindible en los préximos afios?

- Nuestros hijos y las futuras generaciones trabajaran en algunas profesiones que atin no se
han inventado y que ademas evolucionaran con gran rapidez, por lo que es razonable pensar
que los nuevos empleos demandaran personas capaces de aprender por si mismas y que no
tengan miedo a los cambios. Las nuevas generaciones deberan ser mas adaptables de lo que lo
han sido hasta ahora los profesionales de cualquier sector y para conseguirlo sera fundamental
contar con una alta capacidad de autodidactismo. Quienes lo logren van a poder afrontar mas
facilmente cualquier situacion que se les presente.

Para llegar a ser autodidactas, el método Kumon y sus orientadores contribuyen a que los
alumnos desarrollen capacidades y habilidades como la autonomia, la disciplina, la constancia
y la responsabilidad y, sobre todo, adquieran una alta dosis de motivacién para aprender.

El autodidactismo implica también creatividad. Cuando en las primeras etapas del
aprendizaje matematico los alumnos son capaces de automatizar y dominar a la perfeccion
ciertos procedimientos de trabajo y de calculo, estan liberando de alguna manera otros recursos
intelectuales que pueden utilizar mas adelante para explorar vias que les permitan resolver un
determinado problema de muy diversas maneras. De esta forma, extraen sus propias
conclusiones durante el proceso y crean las estrategias de resolucidn correspondientes.
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- (Qué resultados estdis obteniendo?

- Un elevado porcentaje de alumnos de Kumon trabajan contenidos por encima de su nivel
escolar, por lo que continuamente estan experimentando el aprendizaje autodidacta al que me
referia antes y disfrutando de todas las ventajas que conlleva. Cabe destacar el aumento de la
capacidad de aprendizaje, el desarrollo de la perseverancia y la disciplina y el crecimiento de
su confianza en si mismos, que convierten a los alumnos en protagonistas de su educacion y les
permiten establecer sus propias metas con ayuda del orientador de su centro.

Cada vez hay mas alumnos que han logrado finalizar el contenido integro del programa de
matematicas antes de acabar primaria, lo que supone asimilar y dominar a edades muy
tempranas conceptos y ejercicios que por lo general se estudian en secundaria, bachillerato o
durante el primer afio de algunas carreras universitarias.

- Hablando de la Universidad, y para terminar: la premisa de poner al alumno como centro
y responsable de su propio aprendizaje, parece comiin para el método Kumon y para los nuevos
planes universitarios. ;Crees que el seguimiento del método Kumon favorece el éxito académico
de los alumnos en el nivel universitario? ;Seria adecuado que un estudiante universitario
comenzara con el método ya en la Universidad?

- Estoy convencido de que estudiar el programa de matematicas de Kumon es una gran
ayuda a la hora de abordar estudios superiores, no solo en carreras de ciencias como podriamos
pensar si atendemos exclusivamente al tipo de contenidos, sino también para cualquier otro
tipo de planes universitarios, donde las capacidades que se desarrollan a través del programa
van a resultar muy utiles.

Con respecto a esta cuestidn, es interesante conocer que, cuando Toru Kumon cred su
método, lo hizo desde el punto de vista de un profesor de Matematicas del curso anterior a la
Universidad y se esmerd en detectar aquellos contenidos que eran mas relevantes para ir
avanzado desde primaria a los cursos superiores. Prescindié de las partes innecesarias, alargd
los temas que considerd esenciales y establecié un orden logico en el que los contenidos debian
presentarse, todo ello para aprovechar al maximo el tiempo de estudio y desarrollar el gusto
por las matematicas que él mismo habia descubierto de pequefio. Su hijo disfruté de todo el
proceso de aprendizaje y antes de acabar primaria habia finalizado el calculo diferencial del
curriculum de bachillerato; es decir, era capaz de resolver con facilitad la mayoria de los
ejercicios de las pruebas de acceso a la Universidad. El hecho de que un alumno de 12 afios o de
menor edad pueda llegar a trabajar con soltura este tipo de contenidos y, ademas, disfrutar con
el estudio nos da una idea de la repercusién que puede tener el perfeccionamiento de ese
potencial en las sucesivas etapas formativas, incluida la universitaria.

Comenzar con el método estando ya en la Universidad es perfectamente viable. En la
actualidad, el 70 % de los alumnos del programa de matematicas cursan infantil y primaria, y
el 30 % restante estudia cursos de secundaria en adelante. Por supuesto, empezar cuanto antes
les permite abordar las etapas formativas posteriores con mayores garantias, pero nunca es
tarde, y los alumnos adultos también consiguen tener una excelente evolucion y resultados.
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