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Resumen

El Grupo de Innovación Educativo Pensamiento Matemático organizó los días 17 y 18 de
junio de 2016 la cuarta edición de las Jornadas Internacionales “Matemáticas Everywhere”. En
ellas se ofreció, una vez más, la oportunidad de disfrutar de las matemáticas. Contar y poder
escuchar curiosidades y aplicaciones de esta ciencia en entornos, en ocasiones, alejados de la
propia matemática resulta muy interesante y motivador. Este número y parte del número de
abril de 2017 presentan los trabajos allí presentados.

En esta ocasión, como en las dos anteriores, el CIEM (Centro Internacional de Encuentros
Matemáticos), ha subvencionada el encuentro y ha puesto a disposición de los participantes
sus instalaciones y medios. Agradecemos su ayuda y buena disposición para apoyar nuestras
propuestas.

Abstract

The Educational Innovation Group Mathematical Thinking organized on 17th and 18th

of June 2016 the fourth edition of the International Conference “Mathematics Everywhere”.
They offered , once again , the opportunity to enjoy math . Telling and listenig to curiosities
and applications of this science in environments sometimes away from mathematics itself is
very interesting and motivating. This number and part of the number of April 2017 present
the works dictated there.

On this occasion, as in the previous two, the CIEM (Centro Internacional de Encuentros
Matemáticos - International Center for Mathematical Meetings, in english- ) has susidized the
meeting and made available its facilities to participants. We appreciate its help and willin-
gness to support our proposals.

Introducción

Las Jornadas Internacionales “Matemáticas Everywhere” tienen como finalidad primordial
que lo participantes lo pasen bien con las Matemáticas, que conozcan aplicaciones de esta cien-
cia tan increíble y que aprendan y/o recuerden aspectos de ella interesantes y curiosos. De esta
forma, los objetivos generales de estas Jornadas son:

X Adentrar a los asistentes en el mundo de las Matemáticas y en la importancia y la utili-
dad de esta ciencia para el desarrollo de la mayoría de los campos tanto científicos como
artísticos o de la vida cotidiana.

X Plantear diversas aplicaciones y conexiones de las Matemáticas con otras áreas.
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Participantes en las Jornadas frente al CIEM.

Son unas Jornadas orientadas principal-
mente a profesionales de la docencia de las
Matemáticas, ingenieros y arquitectos, así
como a alumnos de carreras técnicas, profe-
sionales y en general, a los aficionados y es-
tudiosos de esta ciencia.

Esta 4ª edición ha contado con la partici-
pación de ponentes de diversas universida-
des que trataron temas muy variados y apli-
cados. Se presentaron trabajos que van, entre
otros muchos, desde la política a la cosmolo-
gía, pasando por la ingeniería o la arquitec-
tura, el tratamiento de imágenes, la aplica-
ción de la lógica matemática en la filosofía y
en la teología, proyectos donde se unen di-
versión, disciplina e ilusión: matemáticas y
magia y, por supuesto, la historia o la docen-
cia de esta ciencia.

Todas las ponencias presentadas se pu-
blicarán en la revista. Este número está de-
dicado en exclusiva a trabajos de las Jorna-
das y el próximo número de abril de 2017
contará también con el resto de los trabajos
defendidos en el encuentro.

La información de la 4ª Edición de
las Jornadas Internacionales “Matemáticas

Everywhere” puede encontrarse en http://www.caminos.upm.es/matematicas/jornadas2016/.

Investigación

En “Análisis de Calidad Cartográfica mediante el estudio de la Matriz de Confusión” se expone una
metodología para el control de calidad en la producción de cartografía temática, haciendo un
análisis de los índices de calidad temática a partir de la obtención de la matriz de confusión o
error.

Verdad Terreno Cartografía Terreno

A A A A D A A A A A A Agua A B C D

B C A A D B C C A A B Carreteras A 5 0 0 2

B B B A D B C B D D C Cultivos B 0 5 1 0

C C B D D C C B D D D Casas C 1 1 4 0

C C B D D C B B D D D 1 0 0 5

M
a
p
a

Ejemplo de obtención de matriz de confusión.

En “Aplicación de métodos de decisión multicriterio discretos al análisis de alternativas en estudios
informativos de infraestructuras de transporte” se realiza una revisión de los métodos de decisión
multicriterio discretos y de la formulación matemática de los mismos. De igual forma, se desa-
rrolla una metodología de decisión basada en la aplicación secuencial en cascada de varios mé-
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todos de decisión, la cual, a modo de ejemplo, es aplicada al análisis de alternativas en estudios
informativos de infraestructuras.

Experiencias Docentes

En “Un trabajo con espirales” se plantea a estudiantes de Arquitectura la construcción de una
espiral logarítmica desde una espiral discreta, y a partir de ella, una loxodroma sobre la esfera
unidad, en un trabajo integrado en el marco de un curso de geometría de curvas y superficies.
Se busca motivar al alumno mediante relaciones entre cada uno de los objetos geométricos que
aparecen en el trabajo con su interés más obvio (la Arquitectura) y otros campos como el arte,
la historia . . .

The Garden of cosmic speculation (Escocia). Arqu.: Charles Jencks.

En “Creatividad y aprendizaje cooperativo: un pequeño estudio” se pretende analizar la relación
del aprendizaje cooperativo con una serie de factores de importancia en el estudio de las mate-
máticas; en particular con el ámbito de la creatividad. También se ha considerado la capacidad
de razonamiento lógico- matemático, la habilidad de realizar juicios críticos y de comunicarlos.
Se ha diseñado y conducido un pequeño estudio con dos pruebas, una individual y otra grupal.
Dichas pruebas se han pasado a cinco grupos de distinta naturaleza: cuatro de ellos de 4º de
ESO, uno de los cuales tiene el aprendizaje cooperativo como metodología base en el centro, los
otros tres pertenecientes a dos centros públicos. El quinto es un grupo de 1º de Bachillerato y
pertenece a un centro de excelencia.

A través de ambas pruebas se ha pretendido analizar la incidencia del aprendizaje coope-
rativo en las habilidades creativas y comunicativas de los alumnos de los últimos cursos de
secundaria. Los resultados parecen indicar una mayor capacidad matemática, de resolución de
problemas y de juicio crítico en los alumnos formados bajo el aprendizaje cooperativo que en
aquellos pertenecientes al sistema individualista, pero sin superar los resultados de los alumnos
del Bachillerato de excelencia, en lo que a competencias individuales se refiere. Sin embargo, los
alumnos del aprendizaje cooperativo desbancan a todos los grupos en el desempeño grupal, y
obtienen puntuaciones en relación a la creatividad superiores al resto de grupos, a excepción
del grupo de excelencia de un curso superior.

En “Intervenciones Geométricas en Arquitectura” se pretende conseguir que el alumno de pri-
mer curso del Grado Fundamentos de la Arquitectura afronte la asignatura troncal de Geome-
tría Afín y Proyectiva con una perspectiva distinta a la tradicional, más acorde con los intereses
que le han movido a elegir una carrera como la de Arquitectura, en la que el diseño y trazado de
espacios urbanos y vivideros para el hombre, le orientan a una visión esencialmente geométrica
del uso de un espacio que debería resultar útil, bello y sostenible.

Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemático” | 3

mailto:ma08@caminos.upm.es


Equipo Editorial Editorial

Para conseguir el objetivo nos hemos apoyado en la parte del programa más adecuada para
ello: las trasformaciones isométricas, tomándolas como base de un trabajo en el que Matemática
y Arquitectura se unen en un objetivo común: el análisis de las infinitas posibilidades que ofrece
la geometría a la hora de acometer un diseño.

Detalle de la decoración de la Alhambra. Dibujo de M. C. Escher.

En “Innovación en la docencia de Estadística con R y rk.Teaching” se muestra una experiencia en
la Estadística. En los últimos años el Departamento de Matemática Aplicada y Estadística de la
Universidad CEU San Pablo ha hecho una apuesta decidida por el uso del software libre, y en
particular de R, en la docencia de Estadística. Para ello se ha desarrollado el paquete rk.Teaching

con el objeto de superar las limitaciones de las interfaces gráficas de usuario de R existentes
hasta la fecha y liberar a los alumnos de la necesidad de aprender a programar R.

En este trabajo se presentan las principales características del paquete rk.Teaching y se valora
su uso docente en las clases prácticas de Estadística tanto presenciales como no presenciales.

Vídeo promocional del curso MOOC de Bioestadística aplicada con R y rk.Teaching.
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Historias de Matemáticas

En “Lógica y Dios: la tentación de lo absoluto” se pretende hacer un recorrido de las pruebas
lógicas de la existencia de Dios con particular atención al argumento ontológico.

En “Algunos matemáticos andaluces nacidos entre los siglos XV y XIX”, el autor glosa la vida y
obra de éstos, con el doble objetivo de permitirles a los profesores de Matemáticas de Secunda-
ria y Bachillerato, principalmente de esa Comunidad, la posibilidad de usar la Historia de las
Matemáticas como recurso metodológico en sus clases y de facilitarles una información histó-
rica que puedan emplear en la elaboración de talleres o paneles para las semanas culturales de
sus centros.

José Mariano Vallejo (izquierda), Hugo de Omerique (centro) y Antonio de Ulloa (derecha).

Juegos y Rarezas Matemáticas

“Reglas de Cálculo” hace un repaso cronológico de las mismas. Los primeros ordenadores
personales datan del último cuarto del siglo XX. También datan de esas fechas las primeras
calculadoras electrónicas de bolsillo. Actualmente son un elemento habitual y accesible. Pero la
necesidad de realizar cálculos matemáticos con precisión y rapidez ha sido una constante a lo
largo de la historia que se resolvía con ingeniosos instrumentos mecánicos.

La regla de cálculo logarítmica, slide rule en inglés, es un instrumento de cálculo que facilita
la realización rápida y cómoda de operaciones aritméticas. Su empleo era generalizado desde
mediados del siglo XIX hasta finales del siglo XX, cuando su uso decayó con la aparición de
las primeras calculadoras de bolsillo y ordenadores personales. En los años setenta del pasado
siglo fue desapareciendo gradualmente su uso, hasta que en las últimas décadas del siglo XX
apenas existían generaciones de ingenieros que las empleasen. Su uso ha quedado relegado a
museos, organizaciones de amigos, y a aplicaciones concretas dentro de la enseñanza básica de
las matemáticas.

En este artículo se describirá en qué consisten las reglas de cálculo así como sus principios
básicos de funcionamiento. También se mostrarán los recursos disponibles hoy en día para ini-
ciarse en el manejo de las reglas de cálculo. Por último, se adjuntan con el artículo dos modelos
de reglas de cálculo recortables, para que el lector pueda fabricarse su propia regla de cálculo y
practicar con ella.

En “Verdad, mentira y estadísticas” se pone de manifiesto que la estadística está presente en
la mayor parte de las actividades que nos rodean. A pesar de ello la mayoría de la gente no es
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Regla de cálculo de gran tamaño situada en la biblioteca del Departamento de Matemáticas e Informática para la Ingeniería Civil y
Naval de la Escuela de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de Madrid.

consciente de esto. Desde que nos levantamos y encendemos la luz (demanda de energía) hasta
la regulación del tráfico, la tarificación de datos o el tiempo de espera en la caja del supermer-
cado, las técnicas estadísticas juegan un papel fundamental.

En este artículo se presenta una reflexión sobre algunas de las áreas donde la estadística ha
sido y es peor tratada. Esta reflexión se puede aplicar a las unidades didácticas de estadística
durante la E.S.O. y Bachillerato no solo para hacer más atractivos los contenidos al alumnado,
sino para evitar futuros errores en la vida adulta y contribuir a formar seres humanos más libres
y responsables.

“El Debate de La 1” el 21 de enero de 2015.
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Cuentos Matemáticos

“La incógnita de las incógnitas” es un relato premiado en el Primer Concurso de Relatos Cortos
Matemáticos “π-ensa” convocado por el Aula Taller Museo de las Matemáticas “π-ensa” duran-
te el curso 2015-2016. Este cuento resultó premiado con el Accésit en la categoría de estudiantes
de ESO.

“La voluntad de los números”, al igual que el anterior, fue premiado con el Accésit en el Primer
Concurso de Relatos Cortos Matemáticos “π-ensa” en la categoría de estudiantes de Bachillera-
to y Universidad.

Toda la información relativa al concurso anteriormente mencionado puede consultarse en la
web del Aula: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas/.

Críticas y Reseñas

“Marea Verde” expone la experiencia creativa de un grupo de profesores de Matemáticas de
secundaria y universidad que está escribiendo unos libros para ESO y Bachillerato que están
colgados en Internet. La intención es que dichos libros los pueda usar el alumnado de forma
gratuita. En este artículo vamos a explicar cuáles son sus características, sus ventajas y las ideas
metodológicas que subyacen. Hemos querido hacer unos libros de calidad escritos por profeso-
rado con gran ilusión y amplia experiencia docente

Entrevistas

Juan Antonio Cuesta

“Juan Antonio Cuesta: Director del CIEM”. Juan Antonio es Ca-
tedrático de Estadística en la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad de Cantabria. Dirige el Centro Internacional de En-
cuentros Matemáticos (CIEM) dependiente de la Universidad
de Cantabria, una institución que promueve la investigación
matemática de excelencia, tanto en los aspectos básicos como
en los aplicados y computacionales.

Aprovechando la celebración de las Jornadas Internaciona-
les “Matemáticas Everywhere” en dicho centro, no podría ser de
otro modo que entrevistáramos a su director, en tanto en cuanto
le teníamos tan “a mano”. Hemos charlado con él sobre distintos
aspectos del estado de la docencia matemática o su experiencia
al frente del CIEM entre otros, sin por supuesto dejar de lado
la faceta más humana del personaje. Sin duda más que una en-
trevista, pudimos disfrutar de una conversación muy agradable
junto a Juan Antonio.

Finalizaremos como siempre esta pequeña introducción a nuestro nuevo número con alguna
que otra cita motivadora para nuestros lectores. Esperamos que disfrutéis de este nuevo núme-
ro, agradecemos enormemente vuestro más que demostrado interés por participar en este gran
proyecto y os invitamos una vez más a que nos hagáis llegar vuestros trabajos.

“Pero existe otra razón para la gran reputación de la Matemática: la de que la Matemática
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ofrece a las ciencias naturales exactas un cierto grado de seguridad que sin ella no podrían
alcanzar.”

Albert Einstein

“Cualquier nueva serie de descubrimientos es Matemática en forma, debido a que no podemos
tener otra guía.”

Charles G. Darwin

El Comité Editorial
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Resumen

En este artículo se expone una metodología para el control de calidad en la producción
de cartografía temática, haciendo un análisis de los índices de calidad temática a partir de la
obtención de la matriz de confusión o error.

Palabras Clave: cartografía temática, control de calidad, matriz de confusión o error.

Abstract

This article outlines a methodology for quality control in the production of thematic car-
tography, doing an analysis of the indices of thematic quality from obtaining the confusion or
error matrix.

Keywords: thematic cartography, quality control, confusion or error matrix.

1. Introducción

En los últimos 40 años y como consecuencia de la intervención del hombre en la superficie
de la Tierra, se iniciaron procesos de degradación del suelo, los cuales repercuten de manera
directa sobre las condiciones de vida del ser humano.

Como consecuencia directa, se hace necesario y de vital importancia el conocimiento de las
características del uso de la superficie del planeta, así como las dinámicas de evolución del mis-
mo, en tanto en cuanto dicho conocimiento sirve de análisis de los factores medioambientales y
humanos que interactúan en el paisaje. Es por ello que en los últimos años se ha producido un
espectacular desarrollo en la ingeniería en torno a los satélites de observación terrestre, con el
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fin de poder abordar trabajos cartográficos de ocupación de la superficie con mayor precisión y
calidad.

Desde este punto de vista surgieron programas a nivel europeo como CORINE (Coordina-
tion of Information of Environment) en 1985 cuya finalidad consistía fundamentalmente en la
recopilación de datos, la coordinación y la homogeneización de la información sobre el estado
del Medio Ambiente y los recursos naturales, teniendo como objetivo principal la creación y
actuación permanente de información sobre la cobertura y usos del suelo del territorio europeo,
así como la creación de una base de datos numérica y geográfica a escala 1:100.000.

Figura 1. Ejemplo de clasificación temática [1].

Para la correcta generación de dicha producción cartográfica se necesitan procesos de control
de calidad bien desde el punto de vista de la exactitud posicional, o bien desde la exactitud
temática. En la norma ISO 19113 se definen elementos generales de calidad, para describir el
propósito y uso del producto cartográfico, así como el linaje de los datos.

Con respecto a la calidad cartográfica podemos hacer las siguientes afirmaciones:

1. Es propia de la componente temática de la cartografía.

2. NO es exclusiva de los denominados mapas temáticos.

3. Cualquier elemento representado en un mapa topográfico pertenece a un tema, relacio-
nándose con el mismo gracias a la leyenda.

4. Ligada a la posición ya que el tema depende de ésta.

5. Su tratamiento independiente de la posición tradicionalmente menos considerado.

Se define exactitud temática al “grado de conformidad de una entidad de la leyenda respecto a la
verdad-terreno”.

La norma ISO 19114 establece los pasos a seguir para la evaluación de la calidad y trata de
asegurar una base estadística para asegurar los resultados representativos de la misma (mues-
treos):

1. Identificar un elemento, subelemento y ámbitos aplicables.

2. Identificar una medida de calidad.

3. Seleccionar y aplicar un método de evaluación de la calidad.

4. Determinar el resultado de la calidad de los datos.
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5. Determinar la conformidad.

Para el seguimiento de la calidad temática de una cartografía, será necesario conocer la natu-
raleza de los errores cometidos (¿qué entidades se confunde?), la frecuencia con que se comen-
ten (¿probabilidad de que ocurra?), su importancia y magnitud, y la fuente de generación de
los mismos (¿pueden minimizarse?). En cualquier caso la herramienta fundamental para llevar
a cabo dicho análisis es la matriz de confusión que pasamos a ver a continuación.

La tabla 1 muestra las razones por la que se comenten errores en cartografía dependiendo
del sujeto de origen que los puede llevar a cabo.

Tabla 1. Errores cartográficos.

a) Datos incompletos

b) Uso de conceptos equivocados

a) Mala elección de los datos

b) Definir incorrectamente los propósitos del mapa

c) Incluir excesiva o muy poca información

a)Variables visuales mal seleccionadas

b) Diseño erróneo de la simbología

a) Calidad pobre del dibujo

b) Colocación de textos incorrecta

a) Incapaz de detectar la información relevante

b) Nivel cultural y de conocimientos inadecuado

c) Errónea interpretación de la información

1. Toma de datos

2. Editor-Autor del mapa

3. Diseñador cartográfico

4. Dibujante cartográfico

5. Usuarios del mapa

2. Matriz de Confusión

2.1. Descripción

Se la denomina también matriz de error o tabla de contingencia. La matriz de confusión se
construye a partir de una imagen de satélite con N celdillas clasificadas en M clases. Sobre las
columnas se ordenan las clases reales (verdad-terreno), y sobre las filas las unidades cartográ-
ficas (unidades -o clases- del mapa). Los elementos que aparecen en la diagonal nos indican
el número de clasificaciones realizadas correctamente, y aquellos que aparecen fuera suponen
migraciones o fugas. Desde el punto de vista de la interpretación de la matriz de confusión,
existen dos tipos de errores:

X Errores de omisión (riesgos del usuario): son los elementos que perteneciendo a esa cla-
se no aparecen en ella por estar erróneamente incluidos en otra (datos por debajo de la
diagonal principal de la matriz de confusión).

X Errores de comisión (riesgos del productor): son los elementos que no perteneciendo a
una clase aparecen en ella (datos por encima de la diagonal principal de la matriz de
confusión).

La matriz de confusión facilita la detección de errores y además:
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X Permite el análisis descriptivo.

X Visión general de las asignaciones correctas y de las equivocaciones.

X Permite el análisis analítico.

X Distintos niveles de análisis: global, por tipo de entidad, por casos concretos.

Verdad Terreno Cartografía Terreno

A A A A D A A A A A A Agua A B C D

B C A A D B C C A A B Carreteras A 5 0 0 2

B B B A D B C B D D C Cultivos B 0 5 1 0

C C B D D C C B D D D Casas C 1 1 4 0

C C B D D C B B D D D 1 0 0 5

M
a
p
a

Figura 2. Ejemplo de obtención de matriz de confusión.

2.2. Fuentes de error

Existen diferentes fuentes posibles de error a la hora de confeccionar una cartografía temá-
tica apoyada en teledetección a partir de imágenes por satélite:

X Diferencias de registro entre los datos de referencia y el mapa de unidades cartográfica.

X Errores de delineación cuando se marcan las parcelas de seguimiento de exactitud.

X Errores en la entrada de datos cuando se introducen los datos del muestreo.

X Cambios en la cubierta entre las fechas de la imagen y de la toma de datos de referencia
(error temporal).

X Variación en la clasificación y delimitación de los datos de referencia debido a inconsis-
tencias de la interpretación humana.

X Errores en la clasificación de los datos del satélite.

X Errores en la delineación de los datos del satélite.

2.3. Generación

Con el fin de crear la matriz de confusión muestral, ésta debe tener unas condiciones espe-
cíficas:

X Las clases que se establezcan deben ser independientes, mutuamente excluyentes y ex-
haustivas y en número suficiente.

X Deben usarse métodos de muestreo que excluyan autocorrelación.

X Conviene el uso de métodos estratificados para asegurar la presencia de clases extrañas o
minoritarias.

X Para comprobar la bondad de un proceso de clasificación supervisada, no se deben usar
las parcelas de entrenamiento del clasificador.

La figura 3 y la tabla 2 muestran un ejemplo sencillo de generación de una matriz de confu-
sión a partir de la comparativa entre la cartografía y los datos reales del terreno.
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LEYENDA
Cortijo

Fábrica

Carretera
Cercado
Gas

Río

Arroyo

MAPA VERDAD - TERRENO

LEYENDA
Cortijo

Fábrica

Carretera
Cercado
Gas

Río

Arroyo

Figura 3. Comparativa entre catografía y verdad-terreno.

Tabla 2. Generación de la matriz de confusión.

n
!"

Cortijo Fábrica Carretera Cercado Gas Río Arroyo S Comisión

Cortijo 4 4 1

Fábrica 1 1

Carretera 6 6

Cercado 6 2 8

Gas 4 4

Río 1 1

Arroyo 2 2 2

n"#
S 5 0 6 6 6 1 2 26

Omisión 3 1 1

TERRENO

M

A

P

A

2.4. Normalización

Con el fin de facilitar el trabajo de análisis de control de la calidad temática se puede realizar
una normalización de la matriz de confusión, que permite presentar todos los valores en tanto
por uno. Consiste en un proceso iterativo de compensación, de forma que se va consiguiendo el
valor unidad en los marginales de las filas y las columnas hasta alcanzar el umbral establecido.
Dicho proceso se realiza mediante un cálculo iterativo, y consiste en:

1. En general una matriz X está formada por celdas que denotamos xij. Definimos xi+ a
la suma de todos los elementos de la fila i de la matriz X, y x+j la suma de todos los
elementos de la columna j de dicha matriz.

2. Se procede a realizar la división de cada elemento aij de la matriz A de partida por el

correspondiente sumatorio por fila ai+, obteniéndose una nueva matriz A1.

3. A continuación se procede a dividir cada elemento a1
ij de la matriz A1 por el correspon-

diente sumatorio por columna a1
+j obteniéndose una nueva matriz A2, completando la

primera iteración.

4. Se repite nuevamente el proceso iterativo hasta que se obtenga en la n−ésima iteración
una matriz A2n cuyos sumatorios por fila y por columna sean unitarios.
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La utilización de este proceso presenta una serie de ventajas e inconvenientes:

- Ventajas:

X Los valores dentro y fuera de la diagonal principal representan los errores de comi-
sión y omisión de forma mucho más clara.

X Es más fácil de comparar con otras matrices.

X Es más fácil de comparar unas clases con respecto a otras en %.

- Inconvenientes:

X No se tiene en cuenta el % de superficie que ocupa cada clase.

X ¿Todas las clases son igual de importantes?

Si numerosas celdas poseen un valor “0” puede deberse a que si son fijos es porque se pro-
duce una limitación natural de la clasificación, y por el contrario, si son aleatorios puede que se
haya llevado a cabo un muestreo deficiente o una clasificación extraordinariamente buena. Pue-
den afectar en gran medida al proceso de normalización. Para eliminarlos, se emplea el método
de sustitución por pseudoceros, cuya metodología fue establecida por Feinberg y Holland (1970) y
consiste en realizar una serie de operaciones sobre la matriz de confusión como describimos a
continuación:

1. Partimos de una matriz de confusión M cuyas celdas denominaremos mij.

2. Creamos una nueva matriz E cuyas celdas denominamos eij. El valor de cada celda eij se
determina mediante la expresión:

eij =
m+j · mi+

n

siendo, n el número total de casos de la matriz M, m+j el valor total marginal por colum-
na (suma de todos los elementos de una columna de la matriz M), y mi+ el valor total
marginal por fila (suma de todos los elementos de una fila de la matriz M). Los elementos
de la matriz E son las probabilidades que cabe esperar en cada celda bajo la hipótesis de
independencia.

3. Se determina el número ν mediante la expresión:

ν =

n2 −
r

∑
i=1

r

∑
j=1

mij
2

r

∑
i=1

r

∑
j=1

(eij − mij)2

donde r es el rango de la matriz M.

4. Generamos una nueva matriz que denominaremos P con celdas pij obtenidas a partir de
la expresión:

pij =
eij · ν

n

5. Sumamos las matrices P y M y multiplicamos cada una de las celdas por el factor
n

n + ν

obteniendo así el valor del pseudocero en cada celda (i, j).
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3. El muestreo

Con el fin de poder llevar a cabo un análisis de control de calidad temática de la cartogra-
fía generada, se ha de llevar a cabo un muestreo sobre el terreno para realizar la comparativa
pertinente. En cuanto al tamaño de la muestra, ésta debe de tener cierta significación estadísti-
ca, para lo cual como regla general, se recomienda tomar al menos 50 muestras por cada clase.
Existen varios tipos de muestreos como se especifica en la figura 4.

.
Aleatorio Aleatorio estratificado Sistemático

Perfiles aleatorios
Puntos equidistantes
en perfiles aleatorios Perfiles aleatorios curvos

Aleatorios por zonas
de muestreo

Sistemático no alineado Conglomerados

Figura 4. Tipos de muestreo.

4. Índices de calidad temática

Mediante el estudio analítico de la matriz de confusión, podemos llevar a cabo conclusio-
nes acerca de los trabajos cartográficos llevados a cabo. Existen varios tipos de índices, globales
(ofrecen una valoración de la calidad de toda la clasificación), por clase (se emplean en caso
de necesitar un mayor nivel de conocimiento sobre una clase concreta), y por caso (analizan el
comportamiento estadístico de una sola celda de la matriz).

4.1. Índices globales

4.1.1. Porcentaje de acuerdo. Pa

Se trata de un coeficiente sencillo de calcular y muy intuitivo. Sobrestima la bondad de la
clasificación dado que no considera los errores entre las clases. Puede considerarse como la
probabilidad de estar o no bien clasificado, por ello puede suponerse que su distribución siga
el comportamiento de una función binomial. Analíticamente se expresa:

Pa =
1

N

M

∑
i=1

ni,i =
M

∑
i=1

pi,i

donde:

X M representa el número de clases.
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X N expresa el número total de muestras (número de datos).

X ni,i representa el número de casos en la diagonal.

El coeficiente tiene una varianza

σ
2
Pa

= σ
2(Pa) =

Pa(1 − Pa)

N

4.1.2. Coeficiente de acuerdo aleatorio (a priori). Capr

Es un coeficiente que no necesita la matriz de confusión. Es sencillo de calcular. Las proba-
bilidades consideradas son a priori a la clasificación. Cuando todas las probabilidades a priori
son iguales, se cumple que

Capr =
1

M
es decir que es la inversa del número de clases que tengamos, lo que significa que si se consi-
deran muchas clases, su valor disminuye, y su clasificación es más complicada. Su varianza es
nula.

4.1.3. Coeficiente de acuerdo aleatorio (a posteriori). Caps

Se basa exclusivamente en las distribuciones marginales de la matriz de confusión; es de-
cir, el de las probabilidades a posteriori de cada una de las clases. Es sencillo de calcular, y
representa el porcentaje de acuerdo que cabe esperar al azar teniendo en cuenta que unas clases
contienen un mayor número de celdillas que otras y que por lo tanto son más probables de estar
bien clasificadas. Su expresión analítica es:

Caps =
M

∑
i=1

Pi+ · P+i =
1

N2

M

∑
i=1

ni+ · n+i

4.1.4. Coeficiente Kappa de ajuste. κ

Su uso está muy extendido. Considera las distribuciones marginales de la matriz de con-
fusión, es decir, las probabilidades a posteriori de pertenencia a una clase. Muestra cuánto ha
mejorado la clasificación respecto a una asignación aleatoria de N elementos en M grupos. Da
idea del % de acuerdo, una vez se ha eliminado la parte debida al azar. Sobrestima la aportación
del acuerdo al azar y de esta forma subestima la bondad de la clasificación total. Cuando N es
grande puede considerarse que se distribuye según una normal. Su expresión analítica es:

κ =
Pa − Caps

1 − Caps

; σ
2
κ
= σ

2(κ) =
Pa(1 − Caps)

N(1− Caps)
2

4.1.5. Coeficiente Tau de ajuste. τ

Es un coeficiente similar a κ, pero mucho menos utilizado como parámetro de calidad. Su
valor, da idea de cuánto ha mejorado el sistema de clasificación respecto a una clasificación
aleatoria de los N elementos en M grupos. Se basa en la probabilidad a priori de pertenencia
a un grupo. Cuando N es grande puede considerarse que se distribuye según una normal. Su
expresión analítica es:

τ =
Pa − Capr

1 − Capr

; σ
2
τ
= σ

2(τ) =
Pa(1 − Pa)

N(1− Capr)
2
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4.2. Índices por clase

4.2.1. Exactitud del usuario. EU

También denominada pureza de la unidad cartográfica. Representa la probabilidad de que un
pixel escogido aleatoriamente y clasificado en una unidad cartográfica del mapa, esté correcta-
mente asignado. Es un índice adecuado para acompañar al Pa cuando existen notables diferen-
cias en la pureza de las unidades del mapa. Este índice determina para una clase el porcentaje
de los elementos de comprobación realmente bien clasificados. Su expresión analítica es:

EU =
xi,i

ni+

4.2.2. Riesgo del productor. RP

Es el complementario a la unidad del índice anterior (EU). Son los elementos que, perte-
neciendo a distintas clases de la verdad-terreno, se han incluido erróneamente en una misma
unidad cartográfica dada. Suponen un riesgo para el productor, ya que si el usuario los utiliza
como comprobación, puede demostrar que el trabajo del productor no está bien hecho. También
se denomina error de comisión (ERC), ya que esas inclusiones son errores por comisión dentro de
la unidad cartográfica considerada. Su expresión analítica es:

RP(i) = 1 − EU(i)

4.2.3. Exactitud del productor. EP

Es la probabilidad de que un pixel escogido aleatoriamente y perteneciente a una clase esté
correctamente asignado a una unidad cartográfica. Indica por lo tanto, lo que realmente está
bien consignado en la unidad cartográfica del producto. Su expresión analítica es:

EP(j) =
xj,j

n+j

4.2.4. Riesgo del usuario. RU

Es el complementario a la unidad del índice anterior (EP). Es el porcentaje de elementos mal
clasificados y que, por tanto, suponen un riesgo de uso. Se le denomina también error de omisión
(ERO), pues los elementos de la verdad-terreno que no se han incluido en la unidad cartográfica
son errores del tipo omisión. Su expresión analítica es:

RU(j) = 1 − EP(j)

4.3. Índices por caso

4.3.1. Coeficiente Kappa por clase. κc

Es un coeficiente bastante menos utilizado como parámetro de calidad que el kappa global
(κ), aunque su sentido es muy similar. Sus valores varían entre 0 y 1, representando el valor 1 el
caso de total acuerdo. Su expresión analítica es:

κc(i) =
Pii − P+i · Pi+

Pi+ − P+i · Pi+
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σ
2(κc) ≈

n(ni+ − nii)

[ni+(n − n+i)]3
[(ni+ − nii)(ni+n+i − n nii) + n nii(n − ni+ − n+i + nii)]

4.3.2. Probabilidad del caso i, j. Pij

Se trata de un índice que estima la probabilidad de la celda i, j de la matriz de confusión. Su
expresión analítica es:

Pij =
ni,j

N

5. Test de control

Una vez obtenidos los índices resultado del análisis de la matriz de confusión, se pueden
derivar consecuencias a partir de las propiedades estadísticas de éstos. Existen varios tipos que
dependen, entre otros factores, de la naturaleza del muestreo llevado a cabo, y entre los que
destacamos:

X Test Pa para muestreos aleatorios simples.

X Test Pa para muestreos aleatorios estratificados.

X Test Kappa para muestreos aleatorios simples.

X Test para la comparación de dos matrices de confusión.

5.1. Test Pa para muestreos aleatorios simples

Podemos encontrarnos con dos casos en función del número de elementos:

X H0 : Pa ≥ Pa0

X H1 : Pa < Pa0

En el caso de tratarse un muestreo con un número reducido de elementos, haríamos el con-
traste mediante aproximación binomial, de manera que la regla de decisión sería:

X Si P > α(RP) se acepta H0.

X Si P < α se rechaza.

P[r ≤ x] =
x

∑
r=0

n!

(n − r)! · r!
· Pa0

r · (1 − Pa0)
n−r

siendo:

X x el total de muestras correctamente clasificadas.

X Pa0 el umbral definido para un nivel de confianza marcado (1 − α).

X n el número de elementos de la muestra.

Si el número de elementos del muestreo fuera lo suficientemente grande, realizamos una
aproximación por la normal, siendo la regla de decisión:
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X Si Z > Z1−α se acepta la hipótesis nula H0.

X Si z < Z1−α
se rechaza.

Z =
Pa − Pa0

√

Pa0
·(1−Pa0

)
n

siendo:

X Z el estadístico a contrastar.

X Z
α/2 el cuantil de la distribución normal tipificada correspondiente a un nivel de confianza

bilateral de (1 − α).

5.2. Test Pa para muestreos aleatorios estratificados

Se utiliza fundamentalmente para control de calidad en procesos de clasificación temática
por teledetección, fotointerpretación, etc, donde se utilizan muestreos de tipo aleatorio estrati-
ficado.

Se calcula el índice Pa asignando a cada clase un peso proporcional a su extensión sobre el
terreno.

Pa =
k

∑
i=1

ni,i · ai,i

ni+

siendo:

X ni+ el total de casos en la fila i−ésima de la matriz de confusión.

X ni,i los casos de la celda i−ésima sobre la diagonal principal de la matriz de confusión.

X ai,i la extensión relativa ( %) de la clase i−ésima respecto al área total (peso).

La regla de decisión es:

X Si Z < Z1−α
se acepta la hipótesis nula (H0 : Pa > Pa0).

X Si Z < Z1−α se rechaza.

5.3. Test Kappa para muestreos aleatorios simples

Se utiliza fundamentalmente para control de calidad en procesos de clasificación temática
por teledetección, fotointerpretación, etc, donde se utilizan muestreos de tipo aleatorio simple.
Para este test no se ha definido una correspondencia estándar, por lo que se podrían definir
categorías de exactitud en función de unos umbrales κ0 admisibles.

Se calcula el índice κ (coeficiente Kappa de ajuste):

X H0 : κ ≥ κ0

X H1 : κ < κ0

Z =
κ̂

√

σ
2(κ̂)

La regla de decisión es:
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X Si Z > Z1−α se acepta la hipótesis nula.

X Si Z < Z1−α se rechaza.

5.4. Test para la comparación de dos matrices de confusión

Se utiliza para llevar a cabo un control de calidad basado en la comparativa de dos trabajos
expresados mediante dos matrices de confusión.

Para este test no se ha definido una correspondencia estándar. El resultado deber ser cum-
ple/no cumple para un nivel de significación establecido. Se basa en un contraste de hipótesis
sobre dos valores de Pa, κ, o τ.

Se calcula el índice (por ejemplo Pa) en cada una de las clasificaciones:

X H0 : Pa1 − Pa2 = 0 → Pa1 = Pa2

X H1 : Pa1 − Pa2 6= 0

Z =
|Pa1 − Pa2 |

√

σ
2(Pa1) + σ

2(Pa2)

La regla de decisión es:

X Si Z > Z
α/2 se rechaza la hipótesis nula.

6. Caso práctico

6.1. Datos de partida

Partimos de una matriz de confusión que contiene los datos especificados en la tabla 3.

Tabla 3. Datos de la matriz de confusión.

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9

M1 238051 1 939 0 0 5 0 29 115

M2 7 4086 5082 0 48 151 105 36 2

M3 132 188 51817 5 4 119 601 280 0

M4 0 0 0 11148 834 135 110 0 4

M5 0 4 34 1618 2853 726 174 0 124

M6 24 16 500 78 340 6774 155 6 595

M7 9 45 1867 0 32 75 8257 5 0

M8 2 1 325 0 0 1 8 2993 0

M9 189 0 17 0 197 553 0 0 4374

Terreno

M

a

p

a

Las filas de la matriz M1, M2, . . . , M9, representan 9 clases de suelos distintos, mientras que
las 9 columnas T1, T2, . . . , T9, representan 9 parcelas de terreno distintas.

Los nueve distintos usos del suelo para las 9 parcelas de terreno son:
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M1: agua M4: arroz M7: olivos y algarrobos
M2: cultivos M5: frutales M8: salinas
M3: suelo improductivo M6: matorral M9: juncal

Dependiendo de la dispersión de los datos con respecto a la diagonal principal de la matriz
de confusión, podemos deducir si la clasificación está bien definida o no. Todos los elemen-
tos que están bien clasificados aparecen en la diagonal principal, mientras que los datos por
encima de dicha diagonal principal representan los errores de comisión, es decir aquellos que
son inventados, que representan el riesgo del productor, y los datos por debajo de la diagonal
principal representan los errores por omisión, es decir que faltan, que representan el riesgo del
usuario.

A continuación realizamos el sumatorio de todos los datos de las celdas, tanto por filas
como por columnas. La tabla 4 representa los correspondientes sumatorios de filas y columnas.
En amarillo se pueden ver los elementos de la diagonal principal (que estarían perfectamente
definidos)1.

Tabla 4. Sumatorios por filas y columnas.

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9

M1 238051 1 939 0 0 5 0 29 115 239140

M2 7 4086 5082 0 48 151 105 36 2 9517

M3 132 188 51817 5 4 119 601 280 0 53146

M4 0 0 0 11148 834 135 110 0 4 12231

M5 0 4 34 1618 2853 726 174 0 124 5533

M6 24 16 500 78 340 6774 155 6 595 8488

M7 9 45 1867 0 32 75 8257 5 0 10290

M8 2 1 325 0 0 1 8 2993 0 3330

M9 189 0 17 0 197 553 0 0 4374 5330

238414 4341 60581 12849 4308 8539 9410 3349 5214 347005

Terreno

M

a

p

a

6.2. Índices

Con los datos anteriormente especificados obtenemos unos índices que nos ayudarán a efec-
tuar el posterior análisis de calidad de la toma de datos correspondiente.

6.2.1. Índices globales

1. Porcentaje de acuerdo.

Pa =
1

N

M

∑
i=1

ni,i =
M

∑
i=1

pi,i =
1

347005
· (238051+ 4086+ . . . + 4374) = 0, 952

1 Nótese que la celda correspondiente al valor 347005, corresponde a N, es decir el número de casos distintos, que
es la suma de todas las celdas de la matriz de confusión, o bien el sumatorio de las columnas sumatorio, o bien el
sumatorio de las filas sumatorio, esto es:

3470005 = 239140 + 9517 + . . . + 5330 = 238414 + 4341 + . . . + 5214

Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemático” | 21

mailto:jmanuel.sanchez@gmx.es


José Manuel Sánchez Muñoz Investigación

2. Coeficiente de acuerdo aleatorio (a priori).

Capr =
1

M
=

1

9
= 0, 111

3. Coeficiente de acuerdo aleatorio (a posteriori)

Caps =
1

N2

M

∑
i=1

ni+ · n+i =
1

3470052
· (238414 · 239140+ 4341 · 9517+ · · ·+ 5214 · 5330) = 0, 504

4. Coeficiente Kappa por clase.

κc(i) =
Pii − P+i · Pi+

Pi+ − P+i · Pi+
=

0, 952− 0, 504

1 − 0, 504
= 0, 903

5. Coeficiente Tau de ajuste.

τ =
Pa − Capr

1 − Capr

=
0, 952− 0, 111

1 − 0, 111
= 0, 946

6.2.2. Índices por clase

EU RP EP RU

agua
238051

239140
= 0, 995 1 − 0, 995 = 0, 005

238051

238414
= 0, 998 1 − 0, 998 = 0, 002

cultivos
4086

9517
= 0, 429 1 − 0, 429 = 0, 571

4086

4341
= 0, 941 1 − 0, 941 = 0, 059

suelo improductivo
51817

53146
= 0, 975 1 − 0, 975 = 0, 025

51817

60581
= 0, 855 1 − 0, 855 = 0, 145

arroz
11148

12231
= 0, 911 1 − 0, 911 = 0, 089

11148

12849
= 0, 868 1 − 0, 868 = 0, 132

frutales
2853

5533
= 0, 516 1 − 0, 516 = 0, 484

2853

4308
= 0, 662 1 − 0, 662 = 0, 338

matorral
6774

8488
= 0, 798 1 − 0, 798 = 0, 202

6774

8539
= 0, 793 1 − 0, 793 = 0, 207

olivos y algarrobos
8257

10290
= 0, 802 1 − 0, 802 = 0, 198

8257

9410
= 0, 877 1 − 0, 877 = 0, 123

salinas
2993

3330
= 0, 899 1 − 0, 899 = 0, 101

2993

3349
= 0, 894 1 − 0, 894 = 0, 106

juncal
4374

5330
= 0, 821 1 − 0, 821 = 0, 179

4374

5214
= 0, 839 1 − 0, 839 = 0, 161

6.3. Conclusiones

Para proceder al análisis, una vez obtenidos los índices correspondientes podemos realizar
las siguientes afirmaciones.

6.3.1. Índices globales

1. Según el porcentaje de acuerdo (Pa), el 95, 2 % de los datos están bien clasificados.
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2. El coeficiente κ nos da una idea de cuanto mejora el coeficiente de acuerdo aleatorio a
posteriori con respecto al porcentaje de acuerdo. En el caso estudiado un 90, 3 %.

3. El coeficiente τ nos da una idea de cuanto mejora el coeficiente de acuerdo aleatorio a
priori con respecto al porcentaje de acuerdo. En el caso estudiado un 94, 6 %.

6.3.2. Índices por clase

Para este estudio nos vamos a fijar en la clase correspondiente a suelo de cultivos. El análisis
arroja las siguientes conclusiones:

1. Si se llevara a cabo un control de calidad de la parcela, la probabilidad de que se hubiera
cometido un error en su clasificación, es de un 57, 1 %, es decir el riesgo de que una parcela
marcada como cultivo no fuera realmente de cultivo es bastante alto, por lo que sería muy
probable que el mapa cartografiado fuera rechazado. Este es el riesgo del productor.

2. Por el contrario, si un usuario va al terreno, se sitúa en una parcela destinada a cultivos,
y observa si está bien o mal cartografiada, tendrá únicamente un 5, 9 % de probabilidades
de que la parcela donde se ha situado no sea de cultivos. Este es el riesgo del usuario.

3. Estas conclusiones pueden hacerse extensibles al resto de las clases. Este análisis permite
hacerse una idea sobre los errores de omisión, que se olvidan, correspondientes al riesgo
del usuario, y los errores por comisión, que se inventan, que son los correspondientes al
riesgo del productor.

6.4. Normalización

Como última parte de este caso práctico hemos llevado a cabo la normalización de la matriz
de confusión, lo cual facilita la comparación de los datos tanto entre sí como con otras posibles
matrices. Al normalizar la matriz, obtenemos que tanto los sumatorios de las filas como de las
columnas tengan un valor igual a 1. Dicho proceso se realiza por medio de cálculo iterativo ya
expuesto en la Sección 2.4.

Este proceso iterativo se puede mecanizar mediante la implementación de una macro de
Microsoft Excel que nos permite automatizar las iteraciones. Esta macro tiene el código de pro-
gramación en Visual Basic que aparece a continuación.

Private Sub Botón1_Haga_clic_en()

Dim Valor(9, 9), Iteraciones As Single

Dim SumF(9), SumC(9) As Single

’Lee los valores de la matriz de confusión y el número de iteraciones

For f = 1 To 9

Valor(f, 1) = Worksheets("C2_Normalización").Range("c" & f + 3).Value

Valor(f, 2) = Worksheets("C2_Normalización").Range("d" & f + 3).Value

Valor(f, 3) = Worksheets("C2_Normalización").Range("e" & f + 3).Value

Valor(f, 4) = Worksheets("C2_Normalización").Range("f" & f + 3).Value

Valor(f, 5) = Worksheets("C2_Normalización").Range("g" & f + 3).Value

Valor(f, 6) = Worksheets("C2_Normalización").Range("h" & f + 3).Value

Valor(f, 7) = Worksheets("C2_Normalización").Range("i" & f + 3).Value

Valor(f, 8) = Worksheets("C2_Normalización").Range("j" & f + 3).Value

Valor(f, 9) = Worksheets("C2_Normalización").Range("k" & f + 3).Value

Next f
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Iteraciones = Worksheets("C2_Normalización").Range("d15").Value

’Proceso de Iteración

For i = 1 To Iteraciones ’Realiza la primera/siguiente iteración

’Primero calcula el sumatorio de Columnas

For f = 1 To 9

SumF(f) = 0

For c = 1 To 9

SumF(f) = Valor(f, c) + SumF(f)

Next c

Next f

’Y después itera el sumatorio de Columnas y modifica el valor de cada celda

For f = 1 To 9

For c = 1 To 9

Valor(f, c) = Valor(f, c) / SumF(f)

Next c

Next f

’Después calcula el sumatorio de Filas

For c = 1 To 9

SumC(c) = 0

For f = 1 To 9

SumC(c) = Valor(f, c) + SumC(c)

Next f

Next c

’Y después itera el sumatorio de Filas y modifica el valor de cada celda

For c = 1 To 9

For f = 1 To 9

Valor(f, c) = Valor(f, c) / SumC(c)

Next f

Next c

Next i

’Escribir resultados de la matriz normalizada

For f = 1 To 9

Worksheets("C2_Normalización").Range("c" & f + 18).Value = Valor(f, 1)

Worksheets("C2_Normalización").Range("d" & f + 18).Value = Valor(f, 2)

Worksheets("C2_Normalización").Range("e" & f + 18).Value = Valor(f, 3)

Worksheets("C2_Normalización").Range("f" & f + 18).Value = Valor(f, 4)

Worksheets("C2_Normalización").Range("g" & f + 18).Value = Valor(f, 5)

Worksheets("C2_Normalización").Range("h" & f + 18).Value = Valor(f, 6)

Worksheets("C2_Normalización").Range("i" & f + 18).Value = Valor(f, 7)

Worksheets("C2_Normalización").Range("j" & f + 18).Value = Valor(f, 8)

Worksheets("C2_Normalización").Range("k" & f + 18).Value = Valor(f, 9)

Next f

End Sub

Ha de comentarse que el caso práctico estudiado se trata de una matriz cuadrada de rango
9. En cualquier otro caso el código de programación puede ser perfectamente modificable. Si la
matriz fuera de rango r, habría que cambiar 9 por dicho factor r. Por lo tanto a la hora de leer
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en el primer proceso iterativo y de escribir en el último, en lugar de 9 líneas tendríamos r líneas.
El nombre de la hoja donde está la macro es “C2_Normalización”. El número de iteraciones
llevado a cabo en proceso se puede leer en la celda ’D15’. La macro comienza a leerlos elementos
de la matriz de confusión desde la celda ’C4’ hasta la ’K12’ (f + 3), y de igual forma, escribe el
resultado final del proceso iterativo en la celda ’C19’ hasta la ’K27’ (f + 18), ya que el contador
f va de 1 a 9.

La tabla 5 muestra el resultado final de la aplicación de esta macro para la normalización
de la matriz original con las nueve parcelas distintas y los nueve tipos de suelo diferenciados.
Dicho resultado final muestra la aplicación de un proceso de 1000 iteraciones a la matriz de
confusión.

Tabla 5. Normalización de matriz de confusión mediante programación de macro de Visual Basic [5], [3].

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 S

M1 238051 1 939 0 0 5 0 29 115 239140

M2 7 4086 5082 0 48 151 105 36 2 9517

M3 132 188 51817 5 4 119 601 280 0 53146

M4 0 0 0 11148 834 135 110 0 4 12231

M5 0 4 34 1618 2853 726 174 0 124 5533

M6 24 16 500 78 340 6774 155 6 595 8488

M7 9 45 1867 0 32 75 8257 5 0 10290

M8 2 1 325 0 0 1 8 2993 0 3330

M9 189 0 17 0 197 553 0 0 4374 5330

S 238414 4341 60581 12849 4308 8539 9410 3349 5214 347005

1000

Resultado tras el proceso de iteración:

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 S

M1 0,992 0,000 0,003 0,000 0,000 0,000 0,000 0,001 0,004 1,000

M2 0,000 0,913 0,061 0,000 0,007 0,011 0,006 0,002 0,000 1,000

M3 0,003 0,058 0,858 0,000 0,001 0,013 0,045 0,022 0,000 1,000

M4 0,000 0,000 0,000 0,829 0,151 0,013 0,007 0,000 0,001 1,000

M5 0,000 0,001 0,001 0,164 0,703 0,092 0,016 0,000 0,023 1,000

M6 0,001 0,005 0,009 0,007 0,077 0,785 0,013 0,001 0,102 1,000

M7 0,000 0,021 0,046 0,000 0,010 0,012 0,911 0,001 0,000 1,000

M8 0,000 0,001 0,022 0,000 0,000 0,000 0,002 0,974 0,000 1,000

M9 0,005 0,000 0,000 0,000 0,051 0,074 0,000 0,000 0,870 1,000

S 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 9,000

Número de

iteraciones:

Del mismo modo podemos utilizar el método de sustitución por pseudoceros para eliminar
algunos ceros que vemos que aparecen en la matriz de confusión inicial obteniendo así la matriz
de la tabla 6. Esta técnica se utiliza normalmente de forma previa al proceso de normalización
de la matriz de confusión en el caso en que ésta presente una cantidad considerable de ceros en
sus celdas que dificulten dicho proceso.
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Tabla 6. Método de sustitución por pseudoceros [6].

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 SSSS

M1 238049,822 1,04776352 939,651792 0,14142334 0,04741628 5,09390519 0,10357177 29,0363978 115,055552 239140

M2 7,10431966 4085,93664 5081,94537 0,00562819 48,0011204 151,001329 105,002445 36,000892 2,00225192 9517

M3 132,581071 188,007616 51816,3206 5,03134979 4,01047382 119,018986 601,013419 280,00372 0,01275385 53146

M4 0,13421259 0,00244372 0,03410342 11147,8292 833,989105 135,002651 110,00354 0,00188528 4,00287128 12231

M5 0,06071444 4,00104159 34,0148845 1617,97743 2852,95553 725,99058 173,999617 0,00085286 123,999347 5533

M6 24,0927568 16,0014403 500,015681 78,0037739 339,996253 6773,89515 155,001201 6,00121251 594,992534 8488

M7 9,11276997 45,0013372 1866,99887 0,00608533 32,0015292 75,0028463 8256,87258 5,00150624 0,00246937 10290

M8 2,03650864 1,00064935 325,004094 0,00196931 0,00066027 1,00129276 8,00131446 2992,95271 0,00079913 3330

M9 189,055468 0,00106492 17,01459 0,00315207 196,997911 552,993263 0,00230843 0,00082156 4373,93142 5330

SSSS 238414 4341 60581 12849 4308 8539 9410 3349 5214 347005
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Resumen 

En este artículo se realiza una revisión de los métodos de decisión multicriterio 
discretos y de la formulación matemática de los mismos. De igual forma, se desarrolla una 
metodología de decisión basada en la aplicación secuencial en cascada de varios métodos 
de decisión, la cual, a modo de ejemplo, es aplicada al análisis de alternativas en estudios 
informativos de infraestructuras.  

Palabras Clave: Método de decisión multicriterio discreto, estudio informativo, método 
AHP, método VIKOR. 

 

Abstract 

This paper presents a review of multicriteria decision making methods and their 
mathematical formulation. Similarly, a methodology based on the sequential application of 
several decision methods is developed. As a specific example, it is applied to analysis of 
alternatives in planning stage design of facilities and infrastructures. 

Keywords: multicriteria decision methods, AHP method, VIKOR method, facilities, 
planning, infrastructures. 

1.    Introducción 

En una sociedad como la actual, el diseño y proyecto de las infraestructuras debe 

realizarse en términos de sostenibilidad, entendida ésta, no solo como la optimización de 
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recursos y mayor integración paisajística, sino también considerando como solución sostenible 

aquella que produce menores costes sociales, menores molestias a los usuarios de las 

infraestructuras, permite la dualidad de usos, etc. Pero en Ingeniería, para resolver un 

problema en ocasiones son varias las soluciones posibles que dan cumplimiento a las 

especificaciones estructurales, funcionales o de sostenibilidad, quedando en manos del 

proyectista la decisión de elegir aquella solución que, a su juicio, cumple mejor las 

especificaciones o factores que intervienen en el proceso de diseño. 

Por lo anterior, los proyectistas deben seleccionar aquellas soluciones constructivas que 

mejor se adapten a los requerimientos de proyecto, de forma que la solución elegida sea la 

óptima entre todas las posibles. Este objetivo solo se consigue si se consideran todas las 

soluciones posibles y se evalúan todos los criterios que pueden afectar a la selección, 

ponderando de forma adecuada la importancia relativa de los mismos en cada proyecto.  

Llegados a este punto del planteamiento del problema, hay que recordar una frase muy 

comentada en Ingeniería, y obviada en muchas ocasiones, y es que cada proyecto es diferente. 

Por lo cual, los requerimientos de proyecto serán diferentes, pero también los mismos 

requerimientos, criterios o factores tendrán una importancia relativa distinta en cada proyecto.  

Esto implica que es necesario contar con una metodología que ayude en el proceso de 

decisión pero también que permita sistematizar todo el proceso, desde la determinación de 

alternativas posibles y la ponderación de criterios hasta la jerarquización y selección de las 

alternativas más adecuadas. 

De esta forma, los proyectos de infraestructuras incluyen, como así determinan las 

Recomendaciones del Ministerio de Fomento del Gobierno de España, un estudio informativo 

en el cual se definen, valoran y comparan y las alternativas estudiadas, seleccionando la más 

adecuada en cada caso.  

El proceso de decisión es el estudio de la identificación y elección de alternativas basadas 

en los valores y preferencias de la persona o equipo de personas que toma la decisión. Los 

métodos de decisión son una herramienta que reduce la subjetividad en la toma de decisiones 

mediante la creación de una serie de filtros de selección y ayuda a la elección entre 

alternativas complejas. Pueden servir para un propósito diferente en cada etapa, en primer 

lugar puede ayudar a analizar el problema, tarea u objetivo al descomponerlo en un número 

finito de requisitos, y una vez establecido los requisitos ayuda a su ordenación por la 

importancia relativa o peso de cada criterio para cada alternativa. 

Son numerosos los ejemplos que existen en la bibliografía de métodos de decisión 

multicriterio, varios de los cuales son analizados en este artículo, pero antes de ello, hay que 

indicar que todos ellos parten de una matriz de decisión y que no se puede olvidar que en 

todos ellos, en mayor o menor medida, interviene la subjetividad del decisor.  

2.    Métodos de decisión multicriterio discretos 

La aparición hacia 1943 de los trabajos de V. Neumann-Morgenstern representa el punto 

de partida del tratamiento científico de los problemas de decisión individual y también de las 

decisiones de concurrencia: juegos de estrategia, negociaciones, etc. Las investigaciones de 

Arrow son paralelamente, a partir de 1951, el origen del estudio de los problemas de las 

decisiones colectivas, fundamentales en la vida política de las sociedades modernas, [1]. Como 
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indica Ríos (1998), una percepción de la magnitud de la importancia del tema se tiene al 

considerar que al menos doce Premios Nobel: Arrow, Debreu, Koopmans, Allais, Simon, 

Markowitz, Frisch, Nash, Selten, Harsanyi, Kantorovich, Lucas, … han dedicado buena parte 

de sus investigaciones a la matematización de los problemas de las decisiones humanas, los 

cuales requieren aplicaciones de matemáticas, estadísticas, informáticas, y el apoyo de 

psicólogos, economistas, ingenieros, militares, médicos, abogados, politólogos, etc., para de 

esta forma poder desarrollar metodologías que cada vez son más ambiciosas, pero siempre 

insuficientes y abiertas a nuevos progresos científicos, [1]. 

El problema de tomar decisiones en ambiente de riesgo o de incertidumbre está asociado a 

juegos de azar, que se estudiaron científicamente a partir de Pascal y Fermat (1654), pero es 

Huygens (1657) quien introduce la noción de esperanza matemática del valor monetario sobre 

la que se basa una regla de decisión practicada, más o menos conscientemente, por los 

jugadores de azar durante siglos, a saber: maximizar el valor monetario esperado, es decir, la 

suma de los productos de las probabilidades de los sucesos posibles por las ganancias 

correspondientes. Esta regla permanece como una evidencia indiscutible, asociada a la 

interpretación frecuencial de la probabilidad, hasta Daniel Bernoulli que, en 1738, resuelve la 

paradoja de San Petesburgo y publicó un importante trabajo, en el que aportó ideas 

importantes para el tratamiento de las decisiones en riesgo o juegos, que él llamaba 

brevemente riesgos. Refiriéndose a la regla del valor esperado dice Bernoulli [1]:  

“En esta regla no se toma en consideración ninguna característica de las personas, sólo 

las características del juego. Realmente se trataría de establecer reglas mediante las que 

cada uno pudiera estimar sus perspectivas al tomar riesgos teniendo en cuenta sus 

circunstancias financieras.” 

Por lo cual, ya Bernoulli en 1738, indicó que el proceso de decisión depende de los valores, 

circunstancias y preferencias del decisor. Durante la década de los 90, y en especial a finales 

de la misma, los métodos de toma de decisión multicriterio (MCDM, del inglés Multi-Criteria 

Decision Making) han comenzado a trascender del ámbito académico y se han extendido al 

ámbito público y empresarial. Hoy en día estas técnicas se emplean con múltiples y diversas 

finalidades: localización de empresas, selección de maquinaria o contratistas, predicciones 

financieras, definición de estrategias empresariales, análisis y selección de inversiones, análisis 

y selección de alternativas en infraestructuras, como es el caso de este artículo, etc. Los 

métodos de decisión multicriterio son poderosas herramientas que ayudan a generar consenso 

en contextos complejos de decisión [2]. 

Es muy importante hacer una distinción entre casos, si tenemos un simple o múltiple 

criterio. Dentro de los problemas multicriterio podemos distinguir dos grupos diferenciados, 

por un lado aquellos problemas de decisión en los que el conjunto de alternativas a considerar 

por parte del centro decisor es infinito, tanto en el caso monocriterio como en el multicriterio, 

suelen denominarse problemas continuos dado el carácter matemáticamente continuo del 

conjunto de soluciones factibles. Por otra parte se encuentran los problemas de decisión de 

tipo discreto en los que el conjunto de alternativas a considerar por parte del decisor es finito y 

normalmente no muy elevado. El interés práctico de los problemas multicriterio discretos 

resulta evidente. Así pues existen multitud de contextos de decisión en los que un número 

reducido de alternativas o elecciones posibles deben evaluarse en base a varios criterios. 
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Como se ha indicado, un problema de decisión puede tener un simple criterio o un criterio 

agregado en uno único como por ejemplo el coste. Entonces la decisión puede ser tomada 

implícitamente mediante la determinación de la alternativa que mejor valor obtengamos para 

este único criterio. En este caso nosotros tenemos una clásica forma de un problema de 

optimización. Si tenemos un número finito de criterios pero tenemos un número ilimitado de 

posibles alternativas (las cuales cumplen los requerimientos) nos encontraríamos en el campo 

de optimización de múltiple criterio [3]. 

Los métodos que se describen en los siguientes epígrafes, se centran en problemas de 

decisión cuando el número de criterios y alternativas es finito, y las alternativas son dadas o 

conocidas de forma explícita. 

Dentro de los Métodos de Decisión Multicriterio (MCDM) se pueden distinguir dos 

grupos o familias principales, por una parte los métodos basados en la llamada Teoría de la 

Utilidad Multi-atributo (MAUT – Multi-attribute Utility Theory), propios de la Escuela 

Americana y por otro los métodos llamados de Superación o Sobreclasificación o Outranking, 

propios de la Escuela Europea, conocida hasta hace poco como Escuela Franco-Belga.  

La familia de los métodos de MAUT consiste en agregar los diferentes criterios a una 

función, la cual tiene que ser maximizada. El concepto de superación o sobreclasificación fue 

propuesto por Roy (1968). La idea básica es como sigue: la alternativa 
i

A  supera a la 

alternativa j
A  si para la mayor parte de los criterios 

i
A  es al menos igual de buena que j

A  

(condición de concordancia), mientras que no hay ningún criterio para el cual sea 

notoriamente inferior (condición de discordancia). Después de determinar para cada par de 

alternativas si una supera a otra, esta pareja debe ser combinada en un ranking parcial o 

completo, [3]. Contrariamente a los métodos MAUT, donde la alternativa con el mejor valor 

de la función agregada puede ser obtenida y considerada como la mejor alternativa, en un 

ranking parcial de un método de superación la mejor alternativa no se puede estimar como 

mejor alternativa directamente. 

2.1. Elementos del problema de decisión 

En primer lugar, antes de profundizar en el estudio de los métodos de decisión que se 

desarrollan y aplican en este artículo, es necesario conocer y definir los elementos que 

componen un problema de decisión [4]: 

1. Criterios de decisión: Los criterios de decisión  1 2
, , ,

n
C C C C  pueden definirse 

como las condiciones o parámetros que permiten discriminar alternativas y establecer 

preferencias del decisor, son elementos de referencia en base a los cuales se realiza la decisión. 

En la mayoría de problemas de decisión multicriterio resulta complicado establecer los 

criterios, no obstante, su determinación resulta un paso esencial en el proceso y deben cumplir 

una serie de requisitos para ser adecuados. 

2. Pesos: Los pesos o ponderaciones son las medidas de la importancia relativa que los 

criterios tienen para el decisor. Asociado con los criterios, se asigna un vector de pesos 

1
, ,

n
w w w         , siendo n el número de criterios. El peso 

i
w  refleja la relativa importancia 

del criterio 
i

C  en la decisión, y es asumido que es positivo. En los problemas de toma de 

decisiones multicriterio es muy frecuente que los criterios tengan distinta relevancia para el 
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decisor, aunque esto no significa que los criterios menos importantes no deban ser 

considerados. Existen en la bibliografía diferentes formas de asignación de pesos. Las más 

habituales son:  

Método de asignación directa: Aquel en el que el decisor asigna directamente valores 

a los pesos. Se pueden asignar de diferentes formas: por ordenación simple, por 

tasación simple o por comparaciones sucesivas. El método de tasación simple, por 

ejemplo, consiste en pedir al decisor que dé una valoración de cada peso en una cierta 

escala (0 a 5, 0 a 10, etc.); una vez obtenidas las valoraciones, éstas se normalizan 

dividiendo cada valor por la suma de todos ellos.  

Método del autovector: en este método los pesos asociados a cada criterio son las 

componentes del autovector asociado al autovalor dominante de una matriz de 

comparaciones pareadas entre los criterios. Este método de asignación de pesos es el 

utilizado en la metodología desarrollada en este artículo a través del método AHP,  

Proceso Jerárquico de Análisis. 

3. Alternativas: Las alternativas son los diferentes enfoques para la resolución del 

problema. En el caso de problemas de decisión multicriterio discretos, las alternativas se 

definen como el conjunto finito de soluciones, estrategias, acciones, decisiones, etc. posibles 

que hay que analizar durante el proceso de resolución del problema de decisión que se 

considere. La descripción de cada alternativa deber mostrar de manera clara cómo se resuelve 

el problema definido y en qué difiere de otras alternativas. 

El conjunto de alternativas se designa por  1 2
,A , ,A

m
A A , donde 

i
A   1,2, ,i m   

son cada una de las alternativas posibles. Cada conjunto de alternativas A son alternativas 

diferentes, excluyentes y exhaustivas.  

Tabla 1: Matriz de decisión. Fuente: propia. 

  Criterios y pesos asociados 

  1
C  

2
C  … j

C  … n
C  

  1
w  

2
w  … j

w  … n
w  

A
lt

er
n

at
iv

as
 

1
A  

11
a   

12
a  … 1 j

a  … 1n
a  

2
A  

21
a  

22
a  … 2 j

a  … 2n
a  

… … … Valoraciones … … 

i
A  

1i
a  

2i
a  … ij

a  … in
a  

… … … … … … … 

m
A  

1m
a  

2m
a  … mj

a  … mn
a  

 

4. Matriz de valoración o decisión: Una vez establecidos los criterios y sus pesos 

asociados, el decisor es capaz de dar, para cada uno de los criterios considerados y para cada 

alternativa del conjunto de elección, un valor numérico o simbólico ij
a  que expresa una 

evaluación o juicio de la alternativa 
i

A  respecto al criterio j
C . Esta evaluación puede ser 
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numérica o verbal y se puede representar en forma de matriz, matriz de valoración o de 

decisión. Cada fila de la matriz expresa cualidades de la alternativa 
i

A  respecto a los n 

criterios considerados. Cada columna de la matriz recoge las evaluaciones o juicios emitidos 

por el decisor de todas las alternativas respecto al criterio j
C . 

2.2. Métodos MAUT y método AHP 

La base de los métodos MAUT es el uso de la función de utilidad. Estos métodos parten 

del supuesto de que el decisor trata de maximizar una función de utilidad que agrega los 

distintos criterios que intervienen en el problema. Cuando el problema es discreto y no existe 

una situación de incertidumbre, esta función se denomina función valor. MAUT asume que 

un problema de decisión puede modelizarse mediante funciones valoradas reales que pueden 

ser maximizadas/minimizadas entre las alternativas, [3]. 

Los métodos basados en la función de valor consisten en construir una función (v) que 

asocia un número real a cada una de las alternativas posibles. Este número refleja el valor o la 

utilidad que cada alternativa tiene para el decisor. La principal dificultad de estos métodos 

consiste precisamente en encontrar dicha función de valor, pero una vez obtenida, el 

problema de decidir la mejor de las alternativas se reduce a obtener el máximo/mínimo de 

todos los valores calculados. 

Dentro de los métodos MAUT, se encuadra el método Proceso Jerárquico de Análisis o 

método AHP, por sus siglas en inglés. A continuación se detalla el método AHP, por su 

particularidad respecto al resto de métodos MAUT y por ser el método que se aplica en el caso 

que desarrolla en este artículo. 

El Proceso Jerárquico de Análisis, fue desarrollado en la década de los 70, del pasado siglo 

XX, por el matemático Thomas L. Saaty para resolver el tratado de reducción de armamento 

estratégico entre los Estados Unidos y la antigua URSS. Este proceso es un sistema flexible de 

metodología de análisis de decisión multicriterio discreta (número finito de alternativas u 

opciones de elección).  

El AHP es uno de los métodos de decisión multiatributo más ampliamente utilizado. Su 

metodología se basa en comparación por parejas de la siguiente forma: ¿Cómo de importante 

es el criterio 
i

C  respecto al j
C ? Preguntas de este tipo se utilizan para establecer los pesos de 

los diferentes criterios y priorizar las alternativas. De esta forma, también permite no solo 

valorar las diferentes alternativas, sino también establecer por comparaciones pareadas la 

importancia relativa de cada criterio respecto al resto, y establecer un vector de pesos. 

El AHP, mediante la construcción de un modelo jerárquico, permite de una manera 

eficiente y gráfica organizar la información respecto de un problema de decisión, 

descomponerla y analizarla por partes, visualizar los efectos de cambios en los niveles y 

sintetizar. En palabras de su propio autor [5]:  

“Trata de desmenuzar un problema y luego unir todas las soluciones de los subproblemas 

en una conclusión.” 

La primera parte del método AHP consiste en establecer la jerarquía del problema de 

decisión. Para ello, se define el objetivo del problema de decisión en un primer nivel 

mailto:mariabelen.munoz@upm.es
mailto:manuel.romana@upm.es


 

 

 

 

Aplicación de métodos de decisión multicriterio discretos al análisis de 

alternativas en estudios informativos de infraestructuras de transporte  Belén Muñoz y Manuel G. Romana 

Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410   Revista “Pensamiento Matemático”  |  33 

jerárquico, a continuación los criterios y en un último nivel se establecen las alternativas o 

diferentes soluciones del problema.  

Una vez construida la estructura jerárquica del problema se da paso a la segunda etapa 

del proceso de AHP: la valoración de los elementos. Para lo cual, el decisor realiza la 

valoración de los criterios a través de comparaciones pareadas, y de igual forma, valora las 

diferentes alternativas respecto a cada criterio, es decir, el decisor tiene que emitir juicios de 

valor sobre la importancia relativa de los criterios y de las alternativas, de forma que quede 

reflejado la dominación relativa, en términos de importancia, preferencia o probabilidad, de 

un elemento frente a otro. El AHP permite realizar las comparaciones pareadas basándose 

tanto en factores cuantitativos como cualitativos, ya que para ellos se utiliza la escala 

propuesta por Saaty. El decisor puede expresar sus preferencias entre dos elementos 

verbalmente y representar estas preferencias descriptivas mediante valores numéricos. De esta 

forma cuando dos elementos sean igualmente preferidos o importantes el decisor asignará al 

par de elementos un “1”; “3” indica importancia moderada de un elemento sobre otro; “5”, 

importancia fuerte de un elemento sobre otro; “7”, importancia muy fuerte de un elemento 

sobre otro; y finalmente “9” indica extremadamente preferido o importancia de un elemento 

sobre otro. Los números pares se utilizan para expresar situaciones intermedias. La escala 

verbal utilizada en el AHP permite al decisor incorporar subjetividad, experiencia y 

conocimiento al proceso de decisión. Esta escala está justificada teóricamente y su efectividad 

ha sido validada empíricamente aplicándola a diferentes situaciones reales con aspectos 

tangibles para los que se ha comportado adecuadamente [4]. 

Por otra parte, el método AHP permite medir la inconsistencia global de los juicios 

emitidos, mediante la Proporción de Consistencia, que se expresa como el cociente entre el 

Índice de Consistencia y el Índice Aleatorio, y debe ser inferior al 10%. El Índice de 

Consistencia mide la consistencia de la matriz de comparaciones, [6]. 

max

1

n
CI

n

 



 (1)  

Donde 
max
  es el mayor valor propio de la matriz traspuesta de la matriz de 

comparaciones pareadas, y n el rango de la matriz. Mientras que el Índice Aleatorio es un 

índice de consistencia de una matriz aleatoria: 

Tabla 2: Índice aleatorio. 

Tamaño de la matriz 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Índice aleatorio 0,00 0,58 0,9 1,12 1,24 1,32 1,41 1,45 1,49 

Por lo cual, esto permite tener un nivel aceptable de confianza sobre que el proceso de 

decisión mediante comparaciones pareadas se ha realizado de forma correcta. 

2.3. Métodos de Outranking y método VIKOR 

Los métodos de decisión multicriterio agrupables bajo la denominación común de 

Métodos de Superación son todos aquellos que giran en torno al concepto teórico de las 

relaciones de superación, propuesto por un grupo de investigadores franceses a mediados de 

los años sesenta y que hoy en día gozan de una amplia aceptación dentro del mundo de la 
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Decisión Multicriterio Discreta. Es frecuente encontrarse estos métodos con la denominación 

de “Escuela Europea de la Decisión Multicriterio”. Entre estos métodos los más conocidos son 

los métodos ELECTRE y PROMETHEE, pero hay otros más que pueden considerarse como 

métodos de outranking, ya que proporcionan un ranking de las alternativas mejor clasificadas, 

entre estos se encuentra el método VIKOR, que se expone a continuación al ser el método que 

se aplica en el caso que desarrolla en este artículo. 

El método VIKOR proporciona para el conjunto de alternativas una o varias soluciones de 

compromiso. El método VIKOR es apropiado para resolver problemas de decisión con 

criterios en conflicto y no conmensurables, es decir, con distintas unidades, o en el caso de que 

haya criterios cuantitativos y cualitativos. La solución de compromiso viene determinada 

como aquella que se encuentra a una distancia más corta de la solución ideal, [7]. 

Para obtener la solución (o las soluciones) de compromiso se siguen los siguientes pasos: 

1. Se calculan los mejores, *

i
f , y los peores, i

f  , valores de cada criterio: 

* max
i i ij

f f  min
i i ij

f f    Si la función i representa un beneficio 

* min
j j ij

f f  max
j j ij

f f    Si la función i representa un coste 

2. Se calculan los valores j
S , j

R  y j
Q para cada alternativa: 

*

*
1

n
i ij

j i
i i i

f f
S w

f f 






  (2) 

*

*max
i ij

j i
i

i i

f f
R w

f f 

 
 

  

 (3) 

* *

* *
(1 )

j j

j

S S R R
Q

S S R R
 

 

 
  

 
                 (4)                      

Donde:  

* min
j j

S S , max
j j

S S  , * min
j j

R R , max
j j

R R  , y    es introducido como un peso 

de la estrategia de máxima utilidad de grupo, mientras que (1 ) , es el peso de la oposición 

individual. En el presente artículo, se toma el valor 0,5  , que corresponde a una situación 

de “consenso”. 

3. Ordenamos las alternativas, según los valores de S, R y Q en orden decreciente. 

Los resultados son tres listas. 

4. Determinamos como solución de compromiso la alternativa (1)A  que es la mejor 

clasificada según el valor de Q, es decir con valor de Q mínimo, si se satisfacen 

las dos condiciones siguientes: 

a. Condición 1: Ventaja aceptable. 

(2) (1)( ) ( )Q A Q A DQ  ,  

donde, (2)A  es la segunda alternativa según la clasificación de los 

valores de Q, y 
1

1
DQ

j



, siendo j el número de alternativas. 
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b. Condición 2: Estabilidad aceptable en el proceso de decisión. 

La alternativa (1)A  debe ser también la mejor clasificada según el 

listado de valores de S y/o R. Esta solución de compromiso es estable 

dentro de un proceso de decisión.  

Si una de las condiciones no es satisfecha, entonces se propone un 

conjunto de soluciones compromiso, el cual consiste en: 

 Alternativas (1)A  y (2)A  si no es satisfecha la condición 2. 

 Alternativas (1) (2) ( ), , , MA A A , si no es satisfecha la condición 1; (M)A  

se determina teniendo en cuenta la relación ( ) (1)( ) ( )MQ A Q A DQ  . 

Se considera que estas alternativas están dentro de la “cercanía” a la 

solución ideal. 

El método VIKOR es una herramienta eficaz como método de decisión multicriterio en 

aquellos casos en los cuales el decisor no es capaz, o no sabe, expresar sus preferencias al 

inicio del proceso de diseño. La solución de compromiso obtenida podría ser aceptada por el 

decisor, ya que proporciona la máxima utilidad de grupo a la mayoría, representado por el 

mínimo “S”, y una oposición mínima individual representada por el mínimo “R”, [7]. 

3.    Estudios informativos y análisis de alternativas de 

infraestructuras 

El estudio informativo de una infraestructura es un estudio técnico a escala grande 

(normalmente 1:5.000) en el que se plantean diversas alternativas de trazado y otras 

soluciones constructivas. El objetivo del estudio, que incluye una fase de información pública 

en la que se pueden hacer alegaciones que tienen que ser consideradas y respondidas por la 

Administración, es la definición de la infraestructura lineal con el trazado elegido. Por ello 

cobra una especial importancia el proceso de decisión empleado, su estabilidad y su 

adecuación. 

No debe confundirse un estudio informativo con un estudio de viabilidad. El estudio de 

viabilidad forma parte del informativo, y por lo tanto no coincide con él. El estudio de 

viabilidad es el estudio, investigación y análisis detallado que permite determinar la 

posibilidad y la conveniencia financiera, técnica o de sostenibilidad de un determinado 

proyecto. En el caso de que el estudio de viabilidad incluya un estudio de alternativas de 

cualquier tipo, este estudio de alternativas se denomina estudio funcional. 

Una parte fundamental del estudio informativo es el estudio de alternativas, el cual 

consiste en la definición de las diferentes alternativas que existen para el trazado de una 

infraestructura, así como su valoración en términos económicos, medioambientales y de 

explotación, en función de las obras que implica cada alternativa. Es en este punto donde 

intervienen los métodos de decisión multicriterio para el análisis de alternativas, mediante los 

cuales se obtiene una valoración más o menos objetiva de las diferentes alternativas teniendo 

en cuenta los criterios o requerimientos de proyecto y la importancia relativa de los mismos, 

expresada en sus pesos. 
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Es justo destacar la importancia de los estudios informativos, los cuales en ocasiones son 

considerados como meros trámites administrativos, debido a que permiten el conocimiento 

exhaustivo de la ubicación concreta de una infraestructura lineal, así como todos los 

condicionamientos medioambientales, funcionales, geotécnicos, económicos-financieros, etc. 

que intervienen en el proyecto. Los errores que se cometen en esta fase del proyecto son 

arrastrados a lo largo de toda la vida útil de la infraestructura, de ahí la importancia de 

realizar un estudio informativo exhaustivo, correcto y completo, y contemplando todas las 

alternativas posibles. 

Es por este motivo por el que el Ministerio de Fomento, en la Instrucción sobre las 

medidas específicas para la mejora de la eficiencia en la ejecución de las obras públicas de 

infraestructuras ferroviarias, carreteras y aeropuertos, dedica un epígrafe a los estudios 

informativos [8]. En dicha Instrucción se indica que para infraestructuras ferroviarias y de 

carreteras se optimizarán los trazados, de manera que se minimicen los costes de las 

alternativas que cumplan los requisitos funcionales y medioambientales prescritos. Además, 

indica que el Estudio Informativo de una línea ferroviaria contendrá un estudio funcional del 

tramo o línea que determine las características principales de la misma, fijando las distancias 

entre los apartaderos, estaciones y puntos de banalización, sus características y su 

equipamiento.  

De igual forma se establecen condicionantes para los estudios informativos de carreteras y 

aeropuertos. En el primer caso se indica se prescribe que se pondrá un especial interés en 

desarrollar y optimizar los trazados minimizando los costes de las alternativas que cumplan 

los requisitos funcionales y medioambientales exigibles, y los parámetros de diseño deberán 

adaptarse al entorno en los tramos medioambientalmente sensibles o de difícil orografía.  

Por otra parte, la Ley de Carreteras, en el artículo 11, define los estudios informativos 

como los estudios, en los que se definen y comparan, en líneas generales, diferentes 

alternativas de trazado, de conexión y de explotación de la actuación objeto de estudio, a 

efectos de que pueda servir de base al expediente de información pública y, en su caso, al 

trámite de evaluación de impacto ambiental, con objeto de poder seleccionar la más adecuada 

[9]. 

Para el caso de infraestructuras de carreteras, el Ministerio de Fomento establece que el 

estudio se desarrollará en tres fases denominadas A, B y C [10]. 

La Fase A del estudio informativo estará encaminada a la realización de un diagnóstico de 

la situación actual del área de estudio, con el fin de obtener los posibles corredores para 

acoger a la nueva infraestructura. 

Este análisis se centrará fundamentalmente en cinco puntos diferentes: 

- Análisis de estudios previos. 

- Realización de un inventario de la situación actual del tramo objeto de estudio. 

- Elaboración de un estudio de tráfico que permita valorar la funcionalidad de las 

diferentes soluciones propuestas. 

- Estudio de los diversos factores ambientales, con el objeto de descartar aquellas zonas 

del área de estudio donde no sea viable la ejecución de la nueva infraestructura, debido a la 

existencia de zonas de alto valor ambiental. 
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- Elaboración de un estudio socioeconómico basado en el análisis de los planeamientos 

vigentes. 

Con toda la información recopilada se procederá a realizar una caracterización del 

territorio, que permitirá, mediante la implementación del método de Impacto/Aptitud, 

identificar aquellas zonas o corredores del área de estudio más adecuadas o con las mejores 

aptitudes para acoger la infraestructura objeto del estudio. 

La Fase B del estudio informativo se centrará en analizar las alternativas seleccionadas 

tras la Fase A del estudio. Se definirán con mayor precisión las alternativas seleccionadas con 

el fin de establecer su impacto ambiental residual, su funcionalidad y sus costes. En esta etapa 

se redactará el Estudio de Impacto Ambiental (EIA). Si se ha realizado el trámite de consultas 

previas, se tendrán en cuenta las respuestas a las consultas realizadas por el Órgano 

Medioambiental durante la Fase A. La Fase B del estudio concluirá con la realización de un 

análisis multicriterio, el cual propondrá la alternativa más favorable para los objetivos fijados.  

En la Fase C del estudio informativo se estudiarán e informarán las alegaciones a la 

Información Pública y se incorporarán las prescripciones impuestas por la Declaración de 

Impacto Ambiental (DIA) aprobada por el Órgano Medioambiental y por la aprobación 

provisional del estudio. 

3.1. Criterios a incluir en el análisis de alternativas de los estudios 

informativos 

De forma general se puede afirmar que, dependiendo del método de análisis de 

alternativas a aplicar y del objetivo a alcanzar con la construcción y explotación de la 

infraestructura, son diferentes los criterios a incluir en el análisis de alternativas. 

En este sentido, la Guía desarrollada para la evaluación de los proyectos de inversión 

FEDER distingue que el análisis a realizar es diferente según el tipo de infraestructura y que 

los objetivos son diferentes de un proyecto a otro, aunque sean proyectos del mismo sector. 

Por ello, y concretamente para las infraestructuras de transporte, indica que hay varios 

objetivos diferentes a alcanzar [11]: 

 reducir la congestión, eliminando limitaciones de capacidad en redes o nudos 

únicos o construyendo nuevas conexiones o itinerarios alternativos; 

 mejorar la eficacia de una conexión o un nudo, en particular aumentando la 

rapidez de desplazamiento y reduciendo los costes de explotación y la frecuencia 

de los accidentes mediante la adopción de medidas de seguridad; 

 provocar un desplazamiento de la demanda hacia determinados sistemas de 

transporte; 

 construir conexiones inexistentes o completar la construcción de redes mal 

interconectadas; 

 mejorar la accesibilidad de las zonas o regiones periféricas 

Una vez definido el tipo de análisis a realizar y los objetivos a lograr, se deben definir los 

criterios. Estos se pueden agrupar en cinco grandes grupos: 

 Criterios funcionales 
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 Criterios técnicos 

 Criterios de impacto sobre el medio natural o medioambientales 

 Criterios sociales o de impacto sobre el medio humano 

 Criterios económicos 

Particularizando una vez más en el ámbito de las infraestructuras de transporte dentro de 

cada gran grupo podemos incluir otros subcriterios: 

Tabla 3: Criterios a incluir en el análisis de alternativas de infraestructuras de transporte. 

Criterios 

funcionales 

Criterios 

técnicos 

Criterios 

medioambientales 

Criterios 

sociales 

Criterios 

económicos 

Captación de 

tráfico 
Geotecnia 

Integración 

paisajística 

Mejora de la 

seguridad 

Coste 

construcción 

Integración con red 

actual 
Accesos 

Necesidad de 

préstamos y 

vertederos 

Desarrollo 

económico y 

social de la 

región 

Coste 

explotación 

Intermodalidad Estructuras Residuos   

Longitud de 

recorrido 
 Ruidos y vibraciones   

Trazado en planta  Protección fauna   

Trazado en alzado  Espacios protegidos   

Tiempo de 

recorrido 
    

4. Metodología de selección de alternativas propuesta 

Se plantea una metodología para la resolución del problema, como combinación de dos 

métodos de decisión multicriterio, Proceso Jerárquico de Análisis (AHP) y método VIKOR, ya 

descritos en epígrafes anteriores.  

 Mediante el Proceso Jerárquico de Análisis, AHP, se calcula el autovector de pesos 

para los criterios y subcriterios que se consideran determinantes en la solución 

más idónea, mediante comparación pareada de los mismos en cada proyecto. Hay 

que indicar que el autovector de pesos dependerá de cada proyecto, es decir, un 

criterio puede tener una mayor importancia relativa respecto al resto 

dependiendo de las características del proyecto. 

 Finalmente, se aplica el método VIKOR para la selección de la alternativa más 

adecuada, a partir de un ranking de alternativas que nos proporcionan una o 

varias soluciones de compromiso. 
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5. Aplicación a un caso real 

La metodología descrita en el epígrafe anterior se aplica al análisis multicriterio de la fase 

B del estudio informativo del proyecto “Acceso al Puerto Exterior de A Coruña”, de la 

Dirección General de Carreteras del Gobierno de España. Para ello se partirá de la valoración 

de cada alternativa según cada criterio y subcriterio y valores de cada alternativa obtenidos en 

dicho estudio informativo [12]. 

 

Figura 1. Plano de situación del Acceso al Puerto Exterior de A Coruña. Fuente: Estudio Informativo. ICEACSA. 

En el estudio informativo se incluyen cuatro criterios principales que son: criterio 

funcional, impacto sobre el medio natural, impacto sobre el medio humano y coste económico. 

El criterio funcional a su vez se divide en cinco subcriterios: captación de tráfico, integración 

con la red actual, longitud de recorrido desde la A6 al Puerto, trazado en planta y trazado en 

alzado, para este último se considera por una parte la pendiente media ponderada y por otro 

lado, las longitudes de tramos con pendientes comprendidas en los intervalos: 0 – 2%, 2 – 4%, 

4 – 5%, y >5%, y se parte de la hipótesis que se le asigna el mismo peso relativo a cada de estas 

valoraciones teniendo en cuenta que no apenas va a influir en la decisión final. 

De esta forma los criterios y subcriterios quedan agrupados según se indica en la tabla 4. 

Por otra parte, en la fase B del estudio informativo, para el análisis multicriterio, se 

consideraron seis alternativas, las cuales se denominaron: Alternativa 1B, Alternativa 2A, 

Alternativa 2B, Alternativa 3, Alternativa 4, Alternativa 5, las cuales se encuentran 

ampliamente definidas en la memoria y planos del estudio. 
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 Tabla 4. Criterios y subcriterios considerados en el Estudio Informativo Acceso al Puerto Exterior de A Coruña. Fuente: Estudio 

Informativo. ICEACSA. 

Criterios funcionales 
Criterios 

medioambientales 
Criterios sociales 

Criterios 

económicos 

Captación de tráfico 

Impacto sobre el natural 
Impacto sobre el 

medio humano 

Coste de 

ejecución 

Integración con red 

actual 

Longitud de recorrido 

Trazado en planta 

Trazado 

en alzado 

Pendiente 

media 

ponderada 

Tramos 

pendiente 

 

La metodología seguida en el estudio original es muy diferente de la expuesta, ya que la 

determinación de la importancia relativa de cada criterio y subcriterio se realiza por 

asignación directa de pesos. 

Desarrollo de la metodología expuesta 

Para cada uno de los criterios y subcriterios se determinó en el estudio original la 

valoración de cada alternativa, y los resultados se incluyen a continuación, así como cuál es la 

alternativa más adecuada para cada uno de ellos. 

Tabla 5. Valoración de cada alternativa según los criterios y subcriterios considerados en el Estudio Informativo Acceso al 

Puerto Exterior de A Coruña. Fuente: Estudio Informativo. ICEACSA. 

 

 

Alternativa 1B Alternativa 2A Alternativa 2B Alternativa 3 Alternativa 4 Alternativa 5

4580 4449 3773 3773 4449 4449

16 8 8,5 8 12 12

8,86 5,83 5,75 6,87 4,8 5,11

7,81 7,84 7,72 8,76 8,82 7,86

Pendiente media (menor 

pendiente media) 3,05 3,05 3 4 2,22 1,93

Tramos pendiente (menor valor 

indicador) 5,36 5,48 5,37 2,23 7,6 8,33

Criterio 

medioambiental -100,5 -109,4 -162,13 -158,12 -104,3 -92,1

Criterio social -39,02 -45,15 -53,6 -58,32 -128,6 -10,9

Criterio económico 57943 50486 53529 53165 51567 56964

Coste construcción miles € (menor presupuesto 

inversión)

Criterio funcional

Trazado alzado

Captación de tráfico (mayor IMD)

Integración red actual (mayor puntuación)

Longitud de recorrido (menor longitud)

Trazado en planta (mayor valor indicador)

Impacto sobre el medio natural (índice: -600 

(máximo impacto negativo, +600 máximo 

impacto positivo)

Impacto sobre el medio humano (índice: -400 

(máximo impacto negativo, +400 máximo 

impacto positivo)
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En la metodología a aplicar en este artículo, para determinar la importancia relativa cada 

criterio y subcriterio se aplica el método AHP dos veces, en la primera de ellas se determina el 

vector de pesos para cada criterio, y en la segunda vez se determina la importancia relativa de 

cada subcriterio del criterio funcional. Todos los cálculos se realizan a través del software 

Matlab®, que permite la programación de todo el proceso.  

Según esto, se obtiene la matriz de comparaciones pareadas para los cuatro criterios: 

Tabla 6. Matriz de comparaciones pareadas de la importancia relativa de cada criterio. Fuente: Propia. 

1 1

8 5

1

2

1 1 1

3 6 8

1 3

8 1 2 6

5 1 8

1

 
 
 
 
  
 

 

Y se obtiene el vector de pesos, como un vector columna resultante de calcular el 

promedio de cada fila de la matriz de comparaciones una vez normalizada a uno, por lo cual 

en este caso 0,1273 0,4251 0,4044 0,0432   , es el vector de pesos, con un CI, según la 

ecuación (1) igual 0,0793 , inferior a 0,1 , por lo cual son consistentes los juicios realizados en la 

matriz de comparaciones. 

De igual forma, se determina el peso de cada subcriterio que conforman el criterio 

funcional la siguiente matriz de comparaciones: 

Tabla 7. Matriz de comparaciones pareadas de la importancia relativa de cada subcriterio del criterio funcional. Fuente: Propia. 

 

1
5

1 1 1
3 8 2

11 1 1
37 8 3

1 1
4 8

1 43 7

1 3

8 85 1 8

1

2 3 1

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Obteniéndose el vector de pesos 0,2793 0,0966 0,4701 0,0351 0,1189   , con un CI, 

según la ecuación (1) igual 0,0748 , inferior a 0,1 , por lo cual son consistentes los juicios 

realizados en la matriz de comparaciones. 

Una vez obtenida la valoración de cada alternativa para cada criterio y subcriterio y el 

vector de pesos, aplicamos el método VIKOR para obtener el ranking de alternativas, y así 

determinar la solución o soluciones de compromiso, que serán las alternativas más adecuadas. 

Para ello se determinan los valores de *

i
f y i

f  , como mejores o peores valores de las 

diferentes alternativas para cada criterio, de manera que a través del método VIKOR se 

establece que solución está más cerca de la solución. En este sentido, los valores  *

i
f y i

f  son 

aquellos valores de cada alternativa que para cada criterio estarían más cerca y más lejos, 

respectivamente, de la solución ideal, (tabla 8). 
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Tabla 8. Valores de *

i
f , 

i
f  y peso relativo. Fuente: Propia. 

 

   

Se aplican las ecuaciones (2), (3) y (4) para obtener los valores de j
Q , j

S  y j
R : 

Tabla 9. Valores de 
j

Q , 
j

S  y 
j

R método VIKOR. Fuente: Propia. 

  j
Q  j

S  j
R  

Alternativa 1B 0,2420 0,2590 0,0966 

Alternativa 2A 0,2736 0,2644 0,1177 

Alternativa 2B 0,9947 0,6590 0,4251 

Alternativa 3 0,9686 0,6654 0,4008 

Alternativa 4 0,8351 0,4974 0,4044 

Alternativa 5 0,0000 0,0574 0,0375 

 

Por lo cual, se obtienen los siguientes rankings según los valores de Q, S y R: 

Tabla 10. Ranking de alternativas según los valores de Q, S y R método VIKOR. Fuente: Propia. 

  Q S R 

Alternativa 5 0,0000 0,0574 0,0375 

Alternativa 1B 0,2420 0,2590 0,0966 

Alternativa 2A 0,2736 0,2644 0,1177 

Alternativa 4 0,8351 0,4974 0,4044 

Alternativa 3 0,9686 0,6654 0,4008 

Alternativa 2B 0,9947 0,6590 0,4251 

 

Gráficamente: 

Peso relativo fi* fi-

0,0356 4580 3773

0,0123 16 8

0,0598 4,8 8,86

0,0045 8,82 7,72

Pendiente media (menor 

pendiente media) 0,0076 3 4

Tramos pendiente (menor valor 

indicador) 0,0076 2,23 8,33

Criterio 

medioambiental 0,4251 -92,1 -162,13

Criterio social 0,4044 -10,9 -128,6

Criterio económico 0,0432 50486 57943

Impacto sobre el medio natural (índice: -600 

(máximo impacto negativo, +600 máximo 

impacto positivo)

Impacto sobre el medio humano (índice: -400 

(máximo impacto negativo, +400 máximo 

impacto positivo)

Coste construcción miles € (menor presupuesto 

inversión)

Criterio funcional

Captación de tráfico (mayor IMD)

Integración red actual (mayor puntuación)

Longitud de recorrido (menor longitud)

Trazado en planta (mayor valor indicador)

Trazado alzado
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Figura 2. Representación gráfica valores 
j

Q , 
j

S  y 
j

R método VIKOR. Fuente: Propia. 

En el gráfico observa un mínimo de los valores Q, S y R, en el caso de alternativa 5, pero 

con valores muy próximos respecto a la alternativa 1B y 2A, de ello se deduce que no hay 

solución óptima clara, y sí un conjunto de soluciones de compromiso que pueden dar solución 

al problema de una forma más o menos adecuada. A continuación se comprueba esto de 

forma numérica al aplicar la condición 1, ventaja aceptable del método de VIKOR. 

Hay que hacer notar que (1) (2)( ) ( )Q A Q A , es mayor que 0,20 (DQ), por lo cual se cumple 

la condición 1, de ventaja aceptable, por ello se propone como solución al problema de 

decisión la alternativa 5, que además es la alternativa mejor clasificada según los ránquines S y 

R, condición 2 del método VIKOR. Hay que recordar que el método VIKOR propone un 

conjunto de soluciones de compromiso a aquellas alternativas, (1)A , (2) , ,A (M)A , que 

cumplen que (M) (1)( ) ( )Q A Q A DQ  . 

Según el método VIKOR, esta solución es estable, por lo cual seguirá siendo adecuada 

para resolver el problema de decisión cuando haya leves modificaciones en la importancia 

relativa de los criterios. 

Por otra parte, en el estudio original se obtuvo, por asignación directa de pesos y el 

método de la media ponderada, la alternativa 1B como la alternativa más adecuada que según 

la metodología desarrollada en este artículo es la segunda alternativa mejor clasificada. Esto se 

hizo así teniendo en cuenta que el equipo redactor del estudio conocía ampliamente el 

proyecto, las diferentes alternativas y los condicionantes locales, motivo por el cual se le dio 

una mayor importancia relativa al criterio funcional. Sin embargo, en el análisis de robustez 

realizado en el proyecto se obtuvo que la alternativa más robusta era la alternativa 5, lo cual 

valida la metodología aplicada al determinar la solución más estable ante variaciones en las 

condiciones de partida. En la metodología aplicada y desarrollada en este artículo se parte de 

un menor conocimiento del proyecto, y a pesar de esto, igualmente se obtiene la alternativa 1B 

como segunda alternativa mejor valorada, lo cual permite afirmar que la aplicación de la 

metodología sigue aportando resultados fiables sin tener un conocimiento detallado de las 

variables locales, y en cualquier caso proporciona soluciones estables ante pequeñas 

modificaciones. 

Qj

Rj
0,0000

0,2000
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0,6000

0,8000

1,0000

0,8000-1,0000

0,6000-0,8000

0,4000-0,6000
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6. Conclusiones 

 La utilización de métodos de decisión para el análisis de alternativas en estudios 

informativos de infraestructuras permite organizar la información y contemplar 

todas las posibles alternativas y criterios que determinan la solución adecuada. 

 La utilización de una metodología basada en la aplicación de dos métodos de 

decisión de forma secuencial permite determinar la importancia relativa de los 

criterios de la forma más sistemática y objetiva posible. 

 El método VIKOR proporciona una solución o conjunto de soluciones de 

compromiso que son estables ante pequeñas variaciones en los juicios realizados 

por el equipo decisor, además de proporcionar un catálogo de soluciones de las 

cuales hemos verificado su adecuación al proyecto. 

 La aplicación y resolución del problema de decisión es sencillo aunque haya un 

número elevado de criterios y alternativas, al convertirse en un problema 

matemático relativamente sencillo que se puede programar con cualquier 

software comercial. 
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Resumen 

Se plantea a estudiantes de Arquitectura la construcción de una espiral logarítmica 
desde una espiral discreta, y a partir de ella, una loxodroma sobre la esfera unidad, en un 
trabajo integrado en el marco de un curso de geometría de curvas y superficies. Se busca 
motivar al alumno mediante relaciones entre cada uno de los objetos geométricos que 
aparecen en el trabajo con su interés más obvio (la Arquitectura) y otros campos como el 
arte, la historia… 

Palabras Clave: Espiral, hélice, loxodroma, Arquitectura. 
 

Abstract 

From a discrete spiral, a development of a logarithmic spiral is proposed to students of 
Architecture and from this one, the goal is to get a loxodrome on the unit sphere, in an 
assignment included in a course of ‘Geometry of Curves and Surfaces’. The aim would be 
to motivate the student by means of relationships between each of the curves that appears 
in the assignment and Architecture (his main interest) and another fields like Art, History… 

Keywords: Spiral, helix, loxodrome, Architecture.  

1.    Presentación 

En el entorno de una escuela de Arquitectura conviven disciplinas que buscan la 

integración en un proyecto arquitectónico de aspectos no sólo científicos y técnicos sino 

también estéticos y funcionales. Algunos alumnos tienen la percepción errónea de estudiar 

asignaturas diversas en compartimentos estancos. De hecho, asignaturas no estrictamente 

“arquitectónicas” (matemáticas, física…) son, a veces, catalogadas por alguno de ellos como 

“prescindibles”. De modo que cualquier sugerencia que permita abordar un tema bajo puntos 

de vista diferentes, interrelacionándolos, influye muy positivamente en la visión global del 

alumno sobre su formación. 
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Partiendo de una serie de puntos en el plano construidos a partir de una sucesión de 

triángulos, que sugerían una espiral discreta, se planteará un trabajo para los alumnos del 

segundo año del grado en Arquitectura. En la asignatura de matemáticas de este curso se 

introduce el estudio de la geometría diferencial de curvas y superficies.  

Este artículo pretende ser una “guía de trabajo metodológica” para el alumno. Su tarea 

consistiría en un pequeño estudio sobre la relación entre espirales, hélices y loxodromas 

(objetos estudiados en el curso) con la Arquitectura, añadiendo un problema de obtención de 

una espiral logarítmica a partir de una espiral discreta. Una vez obtenida esta espiral, 

completaría el trabajo la obtención de una loxodroma sobre la esfera unidad relacionada con 

la espiral anterior. 

2.    Trabajando con una espiral 

Las espirales forman parte del imaginario humano desde tiempos inmemoriales.  Puede 

que su belleza y su estética sean responsables, al menos en parte, de la insistente utilización de 

estos objetos, cualquiera que sea su definición formal, como motivos decorativos o soluciones 

arquitectónicas. Pero también es cierto que aparecen como protagonistas en la solución de 

multitud de problemas científicos: problemas geométricos, problemas de mecánica celeste…  

Así pues no parece descabellado pensar en las espirales como nexo entre el arte, la artesanía, 

la arquitectura, el diseño industrial, la ciencia… 

 

Figura 1. Formas espirales. 

Desde las volutas de una columna jónica hasta innovadores proyectos de hoy en día, 

pasando por las clásicas escaleras de caracol, tanto la arquitectura como el urbanismo y el 

paisajismo han encontrado en las espirales una inagotable fuente de inspiración. 
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                           A)                                                                                                                   B) 

Figura 2. A) volutas jónicas. B) escalera del Museo Vaticano (Bramante) . 

 

           

Figura 3. The Garden of cosmic speculation (Escocia). Arqu.: Charles Jencks.  
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Figura 4. Proyecto “Maison de fondateurs” marca relojera Audemars Piguet (Le Brassus. Suiza). Arquitectos: equipo BIG. 

 

 

                                                                                           

   

 

 

 

 

 

 

Figura 5. Mapa de Jericó del siglo XIV en la Biblia Farhi de Elisha ben Avraham Crescas. 

El punto de partida de este trabajo es una “curiosidad” geométrica planteada por el 

profesor y arquitecto Diego Cano. Su idea de una serie de puntos en el plano construidos a 

partir de una sucesión de triángulos, que sugerían una espiral discreta, es la base para el 

trabajo planteado a los alumnos. 

La espiral sugerida, que llamaremos “espiral canophi”, está inspirada en el bien conocido 

número áureo, 
2

51
 , en particular, usa el término 

2

5
. 

Para su construcción se parte de un triángulo rectángulo con catetos de longitudes 1 y 2 y 

cuya hipotenusa es 5 . El cateto de mayor longitud y la hipotenusa se cortan en el vértice V . 

Se construye un triángulo rectángulo adyacente que tiene como cateto mayor la 

hipotenusa del triángulo inicial, y cuyo segundo cateto mide la mitad del primero. El proceso 

iterativo de construcción de los consecutivos triángulos rectángulos adyacentes será el mismo. 

mailto:dcanolasso.eps@ceu.es
mailto:escrod@ceu.es
mailto:garro.eps@ceu.es
mailto:jrojo.eps@ceu.es
mailto:jtarres@ucm.es
mailto:victoria.eps@ceu.es


 

 

 

 

 

Un trabajo con espirales D. Cano-Lasso, M.C. Escribano, J.C. Garro, J. Rojo, J. Tarrés y S. Victoria 

 

Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410   Revista “Pensamiento Matemático”  |  51 

 

Figura 6. Espiral canophi. 

La espiral discreta así obtenida, sigue el mismo principio de construcción de la tan 

estudiada Espiral de Teodoro (figura 7), en la que partiendo de un triángulo rectángulo 

isósceles con catetos de longitudes 1, se van formando triángulos rectángulos que tienen como 

cateto mayor la hipotenusa del triángulo precedente, y el otro cateto siempre de longitud 1. 

Así, las longitudes de las hipotenusas van resultando la progresión de todas las raíces 

cuadradas de los números naturales ( 2 , 3 , 4 ,…, 17 ,….).  

El problema de la obtención de una espiral continua que pase por todos estos vértices es 

un problema complejo [3], aunque inicialmente se pensó que podía ser resuelto con una 

espiral de Arquímedes (espiral continua definida como curva trazada por una partícula que se 

mueve con velocidad constante a lo largo de una semirrecta que gira uniformemente en torno 

a uno de sus extremos).  
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Figura 7. Espiral de Teodoro 

 

Volviendo a la espiral canophi, en la sucesión de triángulos cuyos catetos están en razón de 

2 a 1, las medidas de los catetos y de las hipotenusas de cada nuevo triángulo rectángulo son 

las del triángulo que le precede multiplicadas por la constante 
2

5
. 

Es decir, la sucesión de longitudes de los catetos mayores es 2 , 5 ,
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 
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Por otra parte el ángulo en el vértice V de las rectas que contienen a las hipotenusas de 

dos triángulos adyacentes es constante e igual a '54' 33' 26º
2

1
arctan 








. Los nuevos vértices 

que constituyen esta espiral discreta pueden ser interpolados por una espiral continua de tipo 

logarítmico. 

Intentemos buscar la ecuación de una curva espiral de polo V de la que formen parte los 

sucesivos vértices de la construcción ( ...,, 210 zzz  ).  
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Figura 8. Triángulos de la espiral canophi. 

Observamos que cada uno de los vértices es el resultado de aplicar una semejanza sobre el 

anterior de razón 
2

5
a  y ángulo  2

1arctg , es decir, se puede considerar la sucesión de 

vértices como la órbita de un sistema dinámico discreto asociado a la aplicación en el plano 

complejo  

AzzF )(   con  ieaA    

de manera que la órbita de condición inicial  0z viene dada por 

 kzeazAzFz ikkkk
k ,)( 000

  

Este sistema dinámico tiene dos puntos fijos, V  y  , uno de ellos repulsor y el otro 

atractor. 

La órbita del sistema dinámico continuo asociado a la misma aplicación, interpola los 

puntos de la órbita anterior y su ecuación es 

 tzeazFtz ittt ,)()( 00
  

Teniendo en cuenta que 

 tiatzzeaizeaatz ittitt ,][log)(log)(' 00    

 

Figura 9 

el ángulo   que forman sus tangentes con las correspondientes semirrectas polares es 

independiente de t   e  igual a 


)log(
arccotg

a
 . Esta propiedad geométrica es característica de 

las espirales logarítmicas o equiangulares. 
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En el caso de la espiral canophi este ángulo   es igual a  

'2876)24.0(arccotg

2

1
arctg

2

5
log

arccot o
























 

Las espirales logarítmicas (exponenciales, equiangulares), tratadas matemáticamente en 

primera instancia por Descartes (1596-1650) y Torricelli (1608-1647), fueron estudiadas en 

profundidad por Jacob Bernoulli (1654-1705), el cual descubrió algunas de sus propiedades 

más celebradas. Entre ellas, una espiral logarítmica es la única curva cuyas evoluta, involuta, 

podaria y cáustica [1] son de nuevo una espiral logarítmica. De modo que estas curvas 

presentan condiciones de “autosemejanza” (“Eadem mutata resurgo”). 

El tipo de crecimiento de multitud de organismos naturales que presuponen a la vez 

dilataciones y rotaciones responde a un modelo regido por estas curvas. 

Una espiral logarítmica muy especial es la denominada “espiral áurea”, en la cual, la 

razón de la semejanza a  es el número de oro    y el ángulo   es 
2


. 

Su relación con la “divina proporción” y con la serie de Fibonacci ha hecho que, 

históricamente, se haya utilizado en innumerables ocasiones como ejemplo de armonía y 

belleza. Hay múltiples estudios sobre su uso, o al menos su aparente presencia, en diversos  

ejemplos en arquitectura, arte, naturaleza, astronomía, estructuras fractales… 

 

          

Figura 10. Espiral áurea. 

Un artista ampliamente estudiado bajo el prisma de las matemáticas es M.C. Escher (1898-

1972). En sus trabajos destaca el uso de propiedades geométricas como simetrías y 

embaldosados, geometrías “imposibles” o geometrías no euclídeas, en especial la hiperbólica. 

El arte de Escher ha sido investigado también por sus propiedades conformes o propiedades 

que conservan su diseño cuando se aplica al mismo una transformación que conserva ángulos. 

En algunos de sus grabados juegan un papel importante las espirales logarítmicas.  
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En la xilografía “Paths of life III” de 1966,  H. Burgiel y M. Salomone [2] muestran cómo el  

resultado final puede obtenerse a partir de una teselación plana de celdas congruentes tras 

aplicar a la misma una transformación conforme. En la obra aparece un total de doce espirales 

logarítmicas que marcan las trayectorias de vida a las que se refiere el título (figura 11). 

                     

Figura 11. Xilografía “Paths of life III” M.C.Escher. 

El esquema inicial de la obra sigue la pauta de un embaldosado de formas congruentes en 

el que actúan dos traslaciones de direcciones perpendiculares entre sí (figura 12). 

 

Figura 12. Embaldosado origen de “Paths of life III”. 

Escher introduce un factor de distorsión en su grabado: las figuras aumentan de tamaño al 

aproximarse al límite exterior de la obra y se desplazan siguiendo las espirales a la vez que se 

crea una “simetría” cuyos ejes son estas curvas. 

H. Burgiel y M. Salomone en su trabajo [2] observan cómo, mediante una transformación 

exponencial en el plano complejo, se pasa del embaldosado inicial a la imagen de la xilografía 

(figura 13). 
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Figura 13. Transformaciones que relacionan la xilografía y el embaldosado. 

Una extensión natural al espacio tridimensional de las características geométricas de una 

espiral logarítmica conduce a las hélices y a las loxodromas. 

Una hélice cilíndrica es una curva tal que sus tangentes forman un ángulo constante con 

una dirección fija. Una loxodroma de una superficie de revolución es una curva cuyas 

tangentes forman un ángulo constante con los meridianos a los que va cortando.       

         

 Figura 14. Hélice cilíndrica circular. 

 

                              

Figura 15. Loxodromas en una pseudo-esfera, en un catenoide y en un cono. 

Las hélices cilíndricas más “sencillas” son hélices circulares (que a su vez son loxodromas 

de un cilindro circular recto). Sus tangentes forman un ángulo constante con las generatrices.  

Las loxodromas más conocidas son las de una esfera. En 1546 el marino portugués Pedro 

Nuno, en el “Tratado de la navegación”, interesado en navegar siguiendo líneas en la “esfera” 

terrestre que cortaran a los meridianos bajo ángulo constante, estudió estas curvas. Pocos años 

después, en 1569, se observó al estudiar la proyección de Mercator, que ésta cartografía las 
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loxodromas de una esfera como rectas del plano, hecho que daba cierta importancia a estos 

mapas. Son, por tanto, las líneas de rumbo fijo en navegación. 

 

 

 

 

 

 

 

   Figura 16. Loxodromas de una esfera pasando por dos puntos. 

En la figura 16 se ilustra cómo existen distintas loxodromas que pasan por dos puntos de 

la esfera. Según la dirección que tomemos al movernos desde el punto inicial, podemos seguir 

una u otra de las loxodromas que pasan por ambos puntos.         

Si retomamos la cuestión del uso de este tipo de curvas en campos como la Arquitectura o 

el diseño industrial, y se piensa en hélices, el primer ejemplo que probablemente tendremos 

en mente será el de las escaleras de caracol, si bien es cierto que su utilización se ha extendido 

a todo tipo de trabajos y a los proyectos arquitectónicos más modernos. 

 

        

Figura 17. Hélices cilíndricas en diseños industriales. 
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                                              A)                                                                                                     B) 

                                                                                                                      

                              C)                                                                                           D)                                                                      

                            

                                         E)                                                                                                                    F) 

Figura 18. A) Catedral de Sta.María la Real (Pamplona)   B) Palacio Contarini del Bovolo (Venecia) 

C) Catedral de Monreale (Sicilia)   D) Puente de Arganzuela. Arqu.: D.Perrault 

E) Centro Niemeyer (Avilés)   F) Agora Garden (Taipei). Arqu.: Vincent Cabellaut. 
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En cuanto a loxodromas, encontramos muestras de este tipo de curvas formando parte, 

por ejemplo, de la “piel” de estructuras y bóvedas esféricas, en construcciones cónicas,….  

                                                              

                                             

                                   A)                                                                                                B) 

                           

                                      C)                                                                                                      D) 

 

E) 

Figura 19.  A) Mezquita Samarra (Iraq, año 852)  B) Museo marítimo de Osaka (Japón) Arqu.: P. Andreu 

                                     C) Reichstag (Berlín) Arqu.: Norman Foster  D) Museo Guggenheim (Nueva York) Arqu.: Frank   

                                     Lloyd Wrigh  E) Propuesta para parque ciclista en Chongming (China) Arqu.: Estudio JDS 

                  

mailto:dcanolasso.eps@ceu.es
mailto:escrod@ceu.es
mailto:garro.eps@ceu.es
mailto:jrojo.eps@ceu.es
mailto:jtarres@ucm.es
mailto:victoria.eps@ceu.es


 

 

 

 

 

D. Cano-Lasso, M.C. Escribano, J.C. Garro, J. Rojo, J. Tarrés y S. Victoria  Experiencias Docentes 

 

60  |  Revista “Pensamiento Matemático”   Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410 

                  

                                                                 

Figura 20. Ribbon Chapel (Hirosjima. Japón) Arqu.: H.Nakamura &NAP. 

Una de las propiedades más características de las loxodromas de la esfera es que la 

imagen mediante una proyección estereográfica de cualquiera de ellas, resulta una espiral 

logarítmica. 

          

Figura 21. Proyección estereográfica. Imagen de una loxodroma. 

Esta propiedad es resultado del hecho de que una proyección estereográfica es una 

aplicación conforme y, puesto que conserva ángulos, una curva sobre la esfera que mantiene 

ángulo constante con los meridianos (loxodroma), se transforma en una curva en el plano 

(espiral) que mantiene el mismo ángulo constante con las rectas que pasan por el origen  

En base a esta propiedad, el problema que completaría el trabajo de los alumnos sería el 

de la obtención de la loxodroma sobre la esfera relacionada con una espiral logarítmica dada 

(por ejemplo la que interpola la espiral canophi) mediante la inversa de la proyección 

estereográfica. 

Este tipo de relación entre espirales y loxodromas está reflejada, como no podía ser de otra 

forma, en algunos trabajos de Escher. J.Marcotte y M.Salomone [4] han estudiado cómo la 

xilografía “Sphere Surface” (1958) es el resultado de aplicar a un embaldosado regular del 

plano diversas transformaciones conformes (figura 22). El resultado final de estas aplicaciones 

dibuja un teselado sobre la esfera con un patrón loxodrómico, pasando por la utilización de 
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una proyección estereográfica en una fase intermedia en la que aparecen espirales 

logarítmicas (figura 23). 

         

Figura 22. “Sphere Surface” (M.C.Escher) y embaldosado plano asociado. 

       

 

Figura 23. Figura de [4], pg. 41. 

3.    Conclusiones  

Nuestra pretensión con este trabajo es estimular la curiosidad en los alumnos sobre 

cuestiones elementales de la asignatura de Matemáticas, tratando de buscar enlaces entre su 

más obvio objeto de interés, la Arquitectura en sí misma, y campos como el arte, la historia, las 

matemáticas…  

Los alumnos suelen responder muy positivamente a cualquier iniciativa que resalte los 

aspectos más visuales, aunque quizás menos formales de los temas que se tratan. 

 ¡Qué mejor ambiente que el de la Arquitectura para conseguirlo! 
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Resumen 

En el presente trabajo se pretende analizar la relación del aprendizaje cooperativo con 
una serie de factores de importancia en el estudio de las matemáticas; en particular con el 
ámbito de la creatividad. También se ha considerado la capacidad de razonamiento lógico- 
matemático, la habilidad de realizar juicios críticos y de comunicarlos. Se ha diseñado y 
conducido un pequeño estudio con dos pruebas, una individual y otra grupal. Dichas 
pruebas se han pasado a cinco grupos de distinta naturaleza: cuatro de ellos de 4º de ESO, 
uno de los cuales tiene el aprendizaje cooperativo como metodología base en el centro, los 
otros tres pertenecientes a dos centros públicos. El quinto es un grupo de 1º de Bachillerato 
y pertenece a un centro de excelencia.  

A través de ambas pruebas se ha pretendido analizar la incidencia del aprendizaje 
cooperativo en las habilidades creativas y comunicativas de los alumnos de los últimos 
cursos de secundaria. Los resultados parecen indicar una mayor capacidad matemática, de 
resolución de problemas y de juicio crítico en los alumnos formados bajo el aprendizaje 
cooperativo que en aquellos pertenecientes al sistema individualista, pero sin superar los 
resultados de los alumnos del Bachillerato de excelencia, en lo que a competencias 
individuales se refiere. Sin embargo, los alumnos del aprendizaje cooperativo desbancan a 
todos los grupos en el desempeño grupal, y obtienen puntuaciones en relación a la 
creatividad superiores al resto de grupos, a excepción del grupo de excelencia de un curso 
superior. 

Palabras Clave: Aprendizaje cooperativo, Enseñanza Secundaria, razonamiento matemático, 
motivación, creatividad, comunicación.  

 

Abstract 

This Study is aimed to analyze the links between Cooperative Learning and a set of 
relevant skills for the study of maths, and specifically Creativity. But it also analyzes the 
ability to think logically and mathematically, as well as to make critical judgments and 
communicate them. Two tests (one individual and another for a group) had been designed 
and conducted in five different groups, four of them from 4th year of secondary education, of 
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which one is under cooperative learning, and the fifth from the first year of Baccalaureate, 
from the school of excellence. 

The results points to a higher ability to mathematical thinking, problem solving and 
critical judgment in the cooperative students than the others, but the excellence ones, in 
individual skills. However the cooperative students perform significantly better than any 
other in the group test. Furthermore, in creativity they score above the other groups, expect 
the excellence one. 

Keywords: Cooperative Learning, problem solving, Middle Education, mathematical 
thinking, motivation, creativity, communication.  

1.  Introducción  

La enseñanza de las matemáticas es una cuestión clave en la educación secundaria 

obligatoria. En el Real Decreto 1105/2014, del 26 de diciembre, por el que se establece el currículo 

básico de la Educación Secundaria Obligatoria y del Bachillerato se describe lo siguiente en 

relación a las matemáticas y a la creatividad (página 407):  

“Las matemáticas constituyen una forma de mirar e interpretar el mundo que nos rodea, 

reflejan la capacidad creativa, expresan con precisión conceptos y argumentos, 

favorecen la capacidad para aprender a aprender y contienen elementos de gran belleza.” 

Parece interesante ahondar más en el tema de la creatividad y las matemáticas impartidas 

en la educación secundaria en España. En este trabajo hemos querido relacionar dicho aspecto 

con la metodología del aprendizaje cooperativo (AC indistintamente). En las últimas décadas 

se ha estudiado en profundidad esta metodología y su influencia en los resultados académicos 

de los alumnos en secundaria. Thousand, Villa & Nevin en [15] analizan en conjunto más de 

875 estudios conducidos durante los últimos 90 años, que evidencian estadísticamente las 

ventajas del AC frente a los enfoques competitivo e individualista. Hay que indicar que nos 

referimos a los logros académicos. Además, los estudios muestran un nivel más alto en la 

capacidad de razonamiento, una más frecuente producción de ideas y soluciones novedosas o 

distintas (concepto relacionado directamente con la creatividad) y una mayor capacidad de 

extrapolación en la metodología cooperativa que en las competitiva e individualista.  

Es importante precisar lo que se va a entender en este trabajo por creatividad. En este 

aspecto, usaremos la definición de Sir Ken Robinson (educador y experto en creatividad) al 

respecto:  

“The process of having original ideas that have value.” 

Esto es, “el proceso de tener ideas originales que tengan valor”. Ken Robinson responde 

también a la pregunta: ¿Por qué es importante la creatividad en la educación? A través de tres 

claves:  

  –  La falsa asunción de que la vida es lineal y, por lo tanto, predecible. Ante un futuro 

impredecible, la creatividad se torna indispensable para dar respuestas a los problemas 

que están por venir.  

  –  La importancia de la creatividad en los aspectos económicos y empresariales como 
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muestra el estudio conducido por IBM: Capitalizing on Complexity, Insights from the 

Global Chieff Executive Officer Study ([4]) en el que se entrevista cara a cara a más de 1500 

directores generales, los cuales identifican la creatividad como la competencia 

individual más importante para las empresas en su búsqueda de un camino a través de 

la creciente complejidad.  

  –  A nivel personal, para que los individuos puedan realizarse a través de sus propios 

propósitos que deben descubrir por ellos mismos. Sir Robinson concluye que el 

desarrollo de la creatividad no es opcional sino necesario.  

Es importante señalar que, en el campo de las matemáticas, las tres claves dadas por Ken 

Robinson se evidencian y, relacionando estas ideas con la educación en matemáticas, hay un 

hilo conductor ineludible que es la resolución de problemas. La importancia de este concepto 

está completamente aceptada en un aspecto teórico y así lo refleja el Boletín Oficial del Estado 

(página 408):  

“La resolución de problemas y los proyectos de investigación constituyen ejes 

fundamentales en el proceso de enseñanza y aprendizaje de las Matemáticas. La habilidad 

de formular, plantear, interpretar y resolver problemas es una de las capacidades esenciales 

de la actividad matemática, ya que permite a las personas emplear los procesos cognitivos 

para abordar y resolver situaciones interdisciplinares reales, lo que resulta de máximo 

interés para el desarrollo de la creatividad y el pensamiento lógico. En este proceso de 

resolución e investigación están involucradas muchas otras competencias…Partiendo de 

los hechos concretos hasta lograr alcanzar otros más abstractos, la enseñanza y el 

aprendizaje de Matemáticas permite al alumnado adquirir los conocimientos matemáticos, 

familiarizarse con el contexto de aplicación de los mismos y desarrollar procedimientos 

para la resolución de problemas.”  

Sin embargo, esto está mucho más presente en el papel que en el aula. Normalmente, el 

docente de secundaria se encuentra con una población que viene predispuesta negativamente 

hacia las matemáticas, entendiendo éstas como un conjunto de algoritmos y procedimientos que 

han aprendido a repetir tediosamente, sin una comprensión más profunda, y que parecen tener 

sentido únicamente dentro del bloque del curso en el que se explican y aplican.  

Por todos estos motivos parece pertinente estudiar el estado de la creatividad (así como su 

relación con otros procesos de pensamiento matemático) en diferentes grupos con metodología 

estándar y compararlos con grupos en los que la metodología base es el AC, con el fin de 

encontrar soluciones a los problemas previamente presentados.  

2.    Antecedentes  

2.1.  Creatividad  

Como se ha comentado anteriormente, la referencia fundamental tomada en este trabajo 

sobre el concepto de creatividad y su papel en la educación será Sir Ken Robinson, claramente 

expuesta en su famosa TED Talk “How Schools Kill Creativity” que se ha convertido en la charla 

más reproducida de la historia de las TED Talks.  
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Adentrándonos en el concepto de creatividad, ésta ha tendido a entenderse como algo 

propio de genios, y fuera del alcance de la mayoría. Si bien la mayoría de los profesores creen 

que la creatividad se puede desarrollar, aproximadamente tres cuartas partes lo consideran un 

don inusual ([1]).  

Este enfoque ha sido el dominante en cuanto a la interpretación de la creatividad también 

en matemáticas. Un ejemplo claro de esto es la teoría de las cuatro etapas de Hadamard ([3]), 

donde se describen las cuatro etapas del Insight: preparación, incubación, iluminación y 

verificación. Es importante diferenciar entre este proceso de construcción de nuevas teorías a 

través del Insight de lo que se entiende en este trabajo por creatividad; un proceso mucho más 

común, propio de todos los individuos y no solo de los genios. Para entender bien esta 

diferencia hay que indicar que no nos circunscribiremos tan solo al proceso de producir ideas 

que sean novedosas a escala global, sino que nos centraremos en el proceso de construcción del 

conocimiento de los individuos involucrados en el proceso educativo. 

De esta manera, la creatividad está mucho más presente en el día a día del docente y es la 

piedra angular del aprendizaje por descubrimiento. En concreto, las matemáticas son la rama del 

conocimiento que mejor se presta a este modelo, dada su propia naturaleza.  

Por otra parte, y como indica Edward A. Silver ([14]), la creatividad se puede enseñar y 

aprender en la educación generalista. Las técnicas discutidas en su artículo han sido usadas con 

éxito por estudiantes a lo largo de todo el mundo, lo que sustenta la idea de que la instrucción 

matemática enriquecida por la creatividad puede ser usada para incrementar la fluidez y 

flexibilidad representativa y estratégica, así como la apreciación de los problemas, métodos de 

resolución y soluciones novedosas.  

Tanto este autor norteamericano como el finés Erkki Pehkonen ([8]) indican que el camino 

principal para desarrollar la creatividad en la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas es el 

de la resolución de problemas.  

Es importante señalar lo que concluye la encuesta “Teacher's view about creativity” (Marilyn 

Fryer & John A. Collings, [1]) en relación a la principal característica de los profesores fuertemente 

orientados a la creatividad, esto es, su preferencia por el aprendizaje centrado en el alumno. 

Pero, ¿cómo centrar el aprendizaje en el alumno cuando éste es un objeto pasivo en el común 

método de enseñanza basado en las clases magistrales? Esta última idea motiva el siguiente 

apartado en el que nos centramos en la metodología del aprendizaje cooperativo. 

2.2. Aprendizaje cooperativo 

2.2.1. 9 Claves del aprendizaje cooperativo 

El aprendizaje cooperativo no es únicamente una metodología de trabajo sino un 

compendio de principios o bases que se centran en la igualdad, creatividad, autoestima y 

cooperación. Más concretamente, en [6] se afirma que:  

“El aprendizaje cooperativo es el empleo didáctico de grupos reducidos en los que los 

alumnos trabajan juntos para maximizar su propio aprendizaje y el de los demás.” 

Pere Pujolàs en [9] resume las 9 ideas clave del Aprendizaje cooperativo:  

1. Escuelas inclusivas. Pujolàs defiende una escuela en la que cabe todo tipo de alumnado, 
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argumentando que el grupo-clase se enriquece con cada alumno. Además, propone que sea la 

escuela la que se adapte a cada alumno y no al contrario.  

2. Heterogeneidad del grupo. Homogeneizar los grupos en las escuelas (dividiéndolos en los 

que tienen mejor o peor rendimiento académico, los que merecen una educación bilingüe y los 

que no, etc.) puede abrir más la brecha de la diferencia en la sociedad y, al contrario de lo que 

se puede pensar, puede limitar también el aprendizaje, no sólo porque el profesorado puede 

tender a la desmotivación ante ciertos grupos, sino porque la clave para aprender es poder 

enseñar y comunicar a otros los conocimientos adquiridos.  

3. Aprendizaje cooperativo. Pujolàs plantea el aprendizaje cooperativo no sólo como una 

metodología de trabajo sino como una filosofía que requiere modificar la estructura de 

enseñanza-aprendizaje.  

4. Importancia de la cohesión en grupo. Una de las claves para el aprendizaje cooperativo es la 

estructuración de los llamados equipos base. Resulta complicado formar los grupos que van a 

trabajar juntos en el aula y ello requiere un conocimiento previo del alumnado, a través de 

sociogramas y estudios de grupo.  

5. Estructuras cooperativas. Pere Pujolàs profundiza en la importancia de que el alumnado 

comprenda que esta estructuración es en su beneficio, y que la heterogeneidad en los grupos 

resulta imprescindible.  

6. El aprendizaje cooperativo como contenido. Adoptar una nueva metodología en la enseñanza 

no es un proceso rápido y requiere una profundización teórica en él y un conocimiento previo.   

7. Aprendizaje cooperativo y competencias básicas. Pujolàs recalca que el aprendizaje 

cooperativo es una herramienta para potenciar algunas habilidades sociales y de comunicación 

en los alumnos. Además, esta metodología desarrolla estas competencias de manera integral y 

práctica a través del cooperativismo.   

8. El grado de cooperación. En comparación con la organización competitiva o individualista, 

el aprendizaje cooperativo y su resultado depende de la cooperación entre la clase y el tiempo 

dedicado a ello. Trabajar correctamente en grupo requiere tiempo y dedicación por eso es 

importante que la metodología se suceda de manera continuada y desde etapas tempranas en 

la educación del alumnado.   

9. El aprendizaje cooperativo y las finalidades en educación. Esta metodología de trabajo no 

solo pretende cumplir objetivos académicos, sino también proveer a los alumnos de 

capacidades y habilidades. El diálogo es la base de la comunicación, del consenso y de la 

convivencia, y debería ser un objetivo claro en la educación.   

2.2.2. Puesta en práctica  

Algunas de las claves para la puesta en práctica en clase de esta metodología las dieron los 

hermanos Johnson junto con E.J. Holubec en [6]. Además, en el Colegio Ártica, colegio concertado 

de la Comunidad de Madrid y referente nacional del aprendizaje cooperativo en el que se ha 

llevado a cabo parte de este estudio, tienen un Programa para la implantación de estructuras de 

cooperación en el centro, en el que explican paso a paso las bases de la puesta en práctica de esta 

metodología.  
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La conformación de los grupos  

Los grupos suelen estar formados por 4 componentes, ya que el grado de diversidad que 

ofrecen es suficiente para beneficiarse de las ventajas que esto conlleva, y, además, los grupos 

no son así demasiado grandes y es factible controlarlos y organizarlos. Esta conformación 

permite incluir roles de trabajo para cada componente y, además, es posible subdividir los 

grupos en parejas.  

La organización de dichos equipos suele ser heterogénea ya que los grupos con 

componentes de distintos rendimientos y capacidades dan a los alumnos otras perspectivas y 

métodos de resolución de problemas. La manera de formar los grupos es la siguiente:  

Se identifica en clase a una cuarta parte de los alumnos que sean capaces de prestar ayuda, 

esta identificación no se basa únicamente en las notas de los alumnos, también en su capacidad 

de liderazgo y de comunicación. Se identifica también a otra cuarta parte de alumnos que 

necesiten ser ayudados (con rendimiento menor).  

En cada grupo habrá un alumno capaz de prestar ayuda y otro necesitado de la misma. Los 

grupos se completarán con los alumnos ”medios”. Los grupos pueden ajustarse por distintas 

necesidades del aula: alumnos conflictivos junto con alumnos responsables que son capaces de 

controlarlos, separar “amigos” que pueden tender a desconcentrarse trabajando juntos, etc.  

El lugar que ocupa cada componente dentro del grupo  

Para que cada alumno tenga una tarea dentro del grupo es importante que el componente 

más “capaz” de prestar ayuda y el que más lo “necesita” no se sienten al lado ni tampoco 

enfrente. De esa manera, la estructura es la siguiente: uno de los alumnos medios se sentará 

enfrente del alumno con alto rendimiento, al lado de éste se sentará el otro alumno medio y 

enfrente de él estará el alumno de menor rendimiento.  

 

3.  Estudio  

3.1.  Participantes  

Para este pequeño estudio se han seleccionado tres centros en la Comunidad de Madrid.  

El I.E.S Clara Campoamor, instituto público situado en Móstoles, al sur de Madrid. Se trata 

de un centro ubicado en una región con un nivel socio - económico medio-bajo, con una gran 

diversidad en el alumnado. Existe una clara diferenciación entre los dos grupos de este centro.  

Por un lado se tiene un grupo estándar de 4º de la ESO de 27 alumnos (al que nos 
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referiremos como grupo básico), donde el perfil del alumnado viene determinado por los criterios 

usuales geográficos. Este es el único grupo que no incluye ningún sesgo más allá de la 

naturaleza del propio centro y sus condiciones, por lo que podemos considerarlo como un 

grupo común.  

El otro grupo de este centro en el que se ha llevado a cabo la prueba es un grupo de la 

asignatura de Ampliación de Matemáticas, lo que implica que los alumnos participantes en este 

grupo (al que denominaremos grupo de ampliación) han elegido voluntariamente ampliar su 

horario de matemáticas y por lo tanto es de esperar que cuenten con una predisposición positiva 

de cara a la materia. Se trata de un grupo reducido (16 alumnos) de 4º de la ESO, que, como se 

indica contiene un sesgo positivo respecto a las capacidades matemáticas, o al menos su actitud 

hacia ellas. http://ies.claracampoamor.mostoles.educa.madrid.org/  

El I.E.S. Gerardo Diego, instituto público ubicado en Pozuelo de Alarcón, al oeste de 

Madrid. Por su ubicación, este centro cuenta con un nivel socio-económico medio-alto. Este 

grupo se puede considerar análogo al grupo básico del I.E.S. Clara Campoamor, con la clara 

diferencia de su ubicación geográfica y las implicaciones económicas que esto conlleva. A parte 

de este factor (en absoluto despreciable), no existe otra diferenciación concreta con el grupo 

denominado básico. http://ies.gerardodiego.pozuelodealarcon.educa.madrid.org/ 

El colegio concertado Ártica, ubicado en el PAU de Carabanchel, de la cooperativa de 

enseñanza José Ramón Otero. Se trata de un centro referente en lo que se refiere al aprendizaje 

cooperativo, ya que es uno de los pocos que llevan aplicando esta metodología a todos los 

alumnos desde primaria hasta 4º de la ESO desde hace suficiente tiempo como para que la 

mayoría de los alumnos de este último curso de la educación obligatoria hayan desarrollado la 

mayor parte de su formación (o toda) bajo el modelo del AC. Cabe destacar que dados los 

principios del centro respecto a la educación inclusiva, así como su localización, el alumnado 

del centro es heterogéneo y no seleccionado. http://www.jrotero.org/index.php/artica  

El I.E.S. San Mateo. Un centro público que solo cuenta con Bachillerato. Es un centro de 

excelencia (el único en la Comunidad de Madrid), lo que supone una diferencia clara con los 

grupos anteriores. Los alumnos que han participado en el estudio son de 1º de Bachillerato, y 

han sido aceptados en el centro de excelencia, lo que implica que contaban con los requisitos 

para presentarse a las pruebas de los Premios Extraordinarios de la Educación Secundaria 

Obligatoria de la Comunidad de Madrid, esto es, habían obtenido una nota igual o superior a 8 

en la convocatoria de Junio de 4º de ESO en las asignaturas de Lengua y Literatura, Primera 

Lengua Extranjera, Ciencias Sociales y Matemáticas, así como una nota superior o igual a 7 en 

las pruebas CDI de 3º de ESO. http://www.educa2.madrid.org/web/centro.ies.sanmateo.madrid  

3.2. Estructura y diseño de las pruebas  

Para este estudio se ha diseñado un conjunto de ejercicios orientados a evaluar no solo la 

creatividad, sino también la capacidades de: razonamiento lógico-matemático, resolución de 

problemas, comunicación y toma de decisiones a nivel grupal y el análisis crítico.  

Estos ejercicios están estructurados en dos pruebas; una individual y otra grupal: En la 

individual se pretende analizar la creatividad a través de un ejercicio consistente en la creación 

de un enunciado alternativo y original para un problema dado.  

La prueba grupal consta de tres problemas diseñados para estimar la capacidad de usar el 
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razonamiento lógico para sobreponerse a la intuición, así como la habilidad para investigar 

críticamente y tomar decisiones con consenso.  

3.2.1. Prueba individual 

Ejercicio individual:  

Problema- Se tiene la siguiente resolución de un problema:  

3 5 18

2 3 11

x y

x y

  


 
  

Multiplicando la primera ecuación por 2 y la segunda por (−3) se tiene:  

6 10 36

6 9 33

x y

x y

  

   

  

Sumando ambas ecuaciones:  

36 33y     

y = 3 

Y   

2 3(3) 11x    

2x = 2 

x = 1 

Solución: x = 1  e  y = 3  

Un posible enunciado de la anterior resolución sería:  

Ayer compré 3 kilos de naranjas y 5 kilos de nueces en el mercado, pagué por ambas cosas 18 euros.  Hoy 

he comprado 2 kilos de naranjas y 3 de nueces por 11. ¿A cuánto está el kilo de naranjas y a cuánto el de 

nueces?  

Otro ejemplo de enunciado podría ser:  

Homer, Carl, Mou, Lenny y Barnie llevaron a Bart, Lisa y Millhouse al Monte Rushmore, pagaron de 

entrada un total de dieciocho dólares. Nelson y Ralph fueron otro día a hacer la misma visita con la madre 

de Nelson y los padres de Ralph y pagaron once dólares. Sabiendo que las entradas de adulto y de niño 

no cuestan lo mismo, ¿Cuánto cuesta cada entrada?  

Escribe otro posible enunciado, trata de ser lo más original y creativo que puedas:  

Este ejercicio está especialmente diseñado para evaluar la creatividad, por tanto su 

medición no ha sido sencilla. Para la misma se han catalogado una serie de elementos que se 

pasan a detallar a continuación: 

Diferente estructura: En los dos enunciados hay dos estructuras a la hora de exponerlo; kilos 

en los coeficientes, precio en las variables y cómputo de dos productos y dos compras en el 

primero, e individuos por edad como “coeficientes”, tarifas por edad como variables y de nuevo 
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dos situaciones análogas. Se considera que hay una estructura distinta cuando no se puede 

enmarcar en ninguna de estas dos.  

Diferente temática: Se han considerado las temáticas de “compra” y “entradas” (bien sea para 

cine, evento, espectáculo, parque de atracciones, etc...). El valor 1 se asigna cuando la temática 

es otra.  

Diferente Uds (X, Y): Si las unidades determinadas para las variables son distintas de las de los 

enunciados dados (€/kg o tarifa adulto/niño) se concede un punto en esta categoría.  

Diferente Uds (b): Si las unidades del término independiente no son euros se ha valorado con 

un punto, pudiendo ser otra moneda.  

Inventa algo nuevo: Cuando el estudiante ha añadido algo inventado se obtiene este punto.  

Extras: En el caso de que el alumno haya añadido algo más, como otra ecuación escondida 

dando un término independiente en función del otro, o hace 2 enunciados, o contextualiza más 

extensamente o utiliza otros elementos claramente diferenciadores no reflejados previamente 

también se le asigna un punto.  

Correcto: En el caso de que el enunciado contuviese errores se ha asignado un cero a esta 

categoría y 1 en caso contrario. Esta variable se ha usado como multiplicador de la puntuación 

total, obtenida como suma de las cinco categorías anteriores, de manera que un ejercicio muy 

creativo pero incorrecto tiene una valoración de cero.  

3.2.2. Prueba grupal 

El primer ejercicio grupal alude a un resultado conocido como Teorema de Morley:  

Ejercicio 1- Dado un triángulo cualquiera con la ayuda de dos rectas se divide cada ángulo en tres partes iguales 

como se indica en el dibujo:  

       

 

 

Cada recta se intersecará con otra recta proveniente de un ángulo adyacente. Dichas intersecciones serán los tres 

vértices de un nuevo triángulo. Este triángulo será:  

A. Semejante al original        B. Rectángulo 

C. Equilátero         D. Otro  

En este ejercicio no se espera de los alumnos que obtengan una solución rigurosa 

matemática en el tiempo establecido, si no que pongan en juego su capacidad de investigación 

y de toma de decisiones en grupo.  

Segundo ejercicio grupal:  

Ejercicio 2- En un concurso televisivo el concursante debe elegir una caja de entre 5 posibles. Dos de ellas contienen 

premio y las otras 3 están vacías. El concursante elige una de las cajas pero antes de abrirla el presentador descubre 

una de las cajas que están vacías. Se le da la opción al concursante de cambiar la caja que había elegido inicialmente 
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por alguna de las tres que quedan. ¿Qué es mejor?  

A. Cambiar de caja       B. Da igual  

C. Quedarse con la caja inicial      D. Ninguna de las anteriores  

Este ejercicio es una variación análoga del famoso problema de Monty-Hall. Conociendo las 

dificultades de aceptación de la solución de este problema, el objetivo es evaluar la capacidad 

de los alumnos que entiendan la solución correcta de convencer al resto, a través de la 

comunicación de razonamientos matemáticos.  

Tercer ejercicio grupal:  

Ejercicio 3- La siguiente gráfica representa el perfil de la ruta de un ciclista (las subidas y bajadas del terreno que 

recorre):  

 

Teniendo en cuenta la gráfica anterior, ¿cuál de las siguientes puede representar la velocidad del ciclista? 

                                          
A            B              C  

D) Ninguna de las anteriores  

De las opciones que se dan en esta actividad, la primera es claramente errónea, y está 

diseñada como un filtro para detectar deficiencias importantes de razonamiento. La siguiente 

peor opción, la C no es buena pues sus tres tramos finales se comportan de manera poco o nada 

coherente con la situación.  

La opción B estaba diseñada como la correcta, sin embargo contiene errores “menores” que 

varios alumnos advirtieron, como que en el quinto tramo, pese a haber una pendiente positiva, 

la velocidad alcanzada es igual o mayor a la que se obtiene en el prolongado descenso.  

4.  Resultados  

4.1. Ejercicio individual 

A continuación se muestra la figura 1 con el porcentaje por categoría y grupo de los alumnos 

que han obtenido cada punto (de entre los correctos):  
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Figura 1 

Es interesante destacar que no hay diferencias significativas entre grupos en cuanto al 

porcentaje de alumnos que cambia las unidades de las variables (entorno al 80% con diferencias 

que no superan el 15%) ni en la sección de “Inventa algo nuevo” donde ningún grupo alcanza 

el 10% (5-8%). Donde sí se aprecian diferencias claras es en aquellos que modifican las estructura 

(menos del 10% en los grupos del I.E.S. Clara Campoamor, más de 20% en el resto). Es reseñable 

también que mientras que, aproximadamente, la mitad de los alumnos del San Mateo y 

Gerardo Diego modifican la unidad del término independiente ninguno de los otros grupos 

alcanza el 30%, no existiendo apenas diferencias entre ellos.  

Es importante también indicar que ha habido un caso especial en el que un alumno creaba 

un enunciado distinto, pero cambiaba también el sistema de ecuaciones generando uno propio. 

Se podría entender este caso como incorrecto, pues no responde exactamente a lo que se pedía 

(dar otro enunciado para el mismo problema), sin embargo ha hecho un ejercicio de creatividad 

extra al crear un problema totalmente nuevo. No se le ha concedido el punto “extra” pero sí se 

ha considerado correcto, pues lo que se evalúa en el apartado “Correcto” es que el problema se 

pueda resolver coherentemente (el alumno ha incluido también una resolución de su problema 

perfectamente válida).  

4.2.  Ejercicios grupales  

Primer ejercicio:  

Puede tratarse del ejercicio más difícil si se intenta resolver analíticamente o más en general, 

de manera rigurosa. El alumno más capacitado para este tipo de ejercicios (habitual de 

concursos de primavera y otros concursos de talento matemático) del instituto San Mateo, trató 

de demostrar el resultado, no siendo capaz en el tiempo dado. Sin embargo, ningún grupo del 

San Mateo hizo una exploración a través de varios dibujos con triángulos notablemente 

distintos, lo que podría haber sido de ayuda. Los resultados en este ejercicio quizás sean los más 

sorprendentes de todo el estudio, se muestran en la figura 2. Estos datos se muestran en 

porcentaje sobre el total de cada grupo y no están filtrados en base a la justificación, pues no se 

espera que los alumnos den un razonamiento riguroso para defender su elección, tan solo que 

logren consenso en la opción que consideren más plausible.   
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         Figura 2 

Dentro del grupo Básico aquellos que eligieron las opciones A, C y “ninguna” no dieron 

ninguna razón. De los dos que apuntaban a la opción B uno afirmaba haberlo medido y otro 

tampoco daba explicación. Entre los que optaron por la opción D, un subgrupo afirma que el 

triángulo debe ser isósceles mientras el otro subgrupo lo hace por descarte.  

Del grupo de Ampliación hay dos que eligen la opción A; en un caso reconocen hacerlo al 

azar y en el otro no dan una explicación lógica. El caso en que se elige B se afirma una supuesta 

perpendicularidad, y aquellos que eligen D reconocen haber dudado con la opción correcta.  

Las razones que esgrimieron los alumnos de Ártica para sus elecciones fueron: un dibujo 

en 4 de los 5 que eligieron la opción correcta, y una justificación basada en la simetría en el único 

subgrupo que eligió la opción A.  

De los cuatro subgrupos de San Mateo, aquél que eligió la respuesta B indica que es lo que 

“parece”, mientras de los otros tres subgrupos, dos usan un dibujo y uno de ellos trata de 

justificarlo a través de ángulos (este grupo buscaba una demostración rigurosa).  

En relación al grupo de Gerardo Diego, dos de los tres subgrupos que eligen “semejante” 

justifican, a través de un dibujo, y el tercero lo hace con un argumento erróneo basado en la 

“igualdad”. De los otros tres subgrupos que se decantan por la opción D, dos afirman que es 

por desconocimiento, mientras el restante descarta las demás opciones (sin justificación).  

Cabe destacar que la opción “Rectángulo” es la más fácil de descartar, haciendo un solo 

dibujo que sea suficientemente aproximado, y por eso ésta se muestra en rojo como la peor 

opción, 4 de los 27 (14.81%) eligieron “rectángulo”. Ningún grupo de Ártica ni del Gerardo 

Diego eligió esta opción.  

La opción “semejante” puede ser la más intuitiva y fue la más elegida en global (10 de 27, 

37.04%). Es fácil caer en ella si se realiza un solo dibujo partiendo de un triángulo que sea 

aproximadamente equilátero. Esto es bastante habitual cuando uno dibuja un triángulo con el 

objetivo de trisecar los tres ángulos, pues si alguno de ellos es de poca amplitud, el error 

producido al “trisecar” a mano alzada puede ser muy grande, lo que produce una tendencia a 

dibujar un triángulo aproximadamente equilátero, favoreciendo la confusión entre las opciones 

“semejante” y “equilátero”.  

mailto:susana.merchan.rubira@gmail.com
mailto:jsamuelrg@gmail.com


 

 

 

 

 

Creatividad y aprendizaje cooperativo: un pequeño estudio  Susana Merchán Rubira y José Samuel Rodríguez García 

 

Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410   Revista “Pensamiento Matemático”  |  75 

La opción “otro” también puede ser razonable si se decide en base a la intuición, sin hacer 

dibujos o siendo escéptico, sin embargo, varios subgrupos que eligen esta opción lo hacen 

reconociendo su desconocimiento al respecto (6 de 27, 22.22%). 

Para obtener indicios suficientes de la opción correcta bastaría que cada miembro del grupo 

dibujase un triángulo grande bien distinto (por ejemplo, uno rectángulo, otro aproximadamente 

equilátero, uno obtusángulo y otro diferente de los anteriores), e hiciera un dibujo aproximado. 

Entre las opciones y pese a los errores, se podría descartar el semejante o construir la intuición 

de equilátero. Un total de 6 de los 27 subgrupos eligieron esta opción (22.22 %) de los cuales 5 

fueron grupos de AC (de los 6 participantes, 83.33%) y solo 1 de los 21 subgrupos restantes 

(4.76%).  

Sin duda se trata de la diferencia más significativa entre Ártica (AC) y los demás grupos 

(con metodologías estándar).  

Segundo ejercicio grupal:  

 

          Figura 3 

Es pertinente indicar que dentro del grupo de San Mateo varios alumnos conocían 

previamente el problema, sin embargo uno de estos alumnos pensó que la situación era 

diferente al tratarse de 5 cajas con 2 premios en lugar de 3 puertas con un premio. Se trata de 

un problema famoso por ser muy engañoso, basta ver que 18 de los 27 equipos (66.67%) 

eligieron la opción que se presenta como más razonable de forma intuitiva, pese a ser incorrecta 

(con todas las discusiones que puede suscitar). En este caso la opción “D. Ninguna de las 

anteriores” carecía de todo sentido pues se trata de un conjunto vacío al ser las tres anteriores 

una partición de las posibles opciones. Razonablemente nadie escogió esta absurda opción.  

En este ejercicio se observa cierta aleatoriedad en el grupo Básico donde de los subgrupos 

solo 3 (42.86%) justifican su opción que en todos los casos es la B “Da igual”. El subgrupo que 

seleccionó la opción correcta no da una justificación coherente.  

Todos y cada uno de los subgrupos de Ampliación y Ártica han justificado de la misma 

manera su elección: “si quedan dos premios entre cuatro opciones entonces hay un 50%-50%”, 

obviando en todo caso la dependencia con la elección previa.  

Solo los subgrupos de San Mateo y Gerardo Diego han sido capaces de justificar la opción 

correcta (y lo han hecho los 5 que la han elegido en ambos grupos).  
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Tercer ejercicio grupal:  

Todos aquellos que eligieron la opción D (de los grupos que no son el Gerardo Diego) 

justificaron con argumentos indicando que la opción B podría ser correcta de no ser por el 

quinto tramo, y descartándola por este motivo. Se podría decir que varios alumnos 

transcendieron a los errores de diseño. Del grupo Gerardo Diego (donde todos eligieron la 

opción D), tres subgrupos indican que la velocidad sólo depende del pedaleo y no de la 

pendiente.  

En la figura 4 se muestran los resultados de este ejercicio:  

 

Figura 4 

En cuanto a cómo argumentaron su elección, dentro del grupo Básico los dos equipos que 

eligieron la opción A indicaron “que se parecen”, el subgrupo que eligió la B dio el argumento 

elemental de que al descender la altura se espera que la velocidad aumente y viceversa, mismo 

argumento que dio uno de los dos que eligieron la opción C. El otro se conformó con indicar 

que debía empezar a velocidad 0, desatendiendo a que también la gráfica de la opción B cumplía 

ese criterio. De los dos que optaron por la opción “ninguna de las anteriores” (D) ninguno da 

un razonamiento correcto.  

Los cuatro subgrupos del grupo de Ampliación argumentan que si la altura decrece la 

velocidad debe crecer y viceversa. Esta es el mismo motivo que esgrime el subgrupo de Ártica 

que se decanta por la opción B, así como el de San Mateo (aunque este lo explica con más 

detalle).  

Hay que indicar que uno de los equipos de Ártica justifica correctamente que tanto la opción 

B como la D pueden ser correctas. Los otros 4 subgrupos de este centro justifican correctamente 

por qué no les satisface suficientemente la opción B y descartan correctamente las otras dos.  

Dentro de los subgrupos de San Mateo, de los 3 que optan por la opción D uno no lo justifica 

correctamente, mientras que los otros dos sí justifican completamente el porqué de su elección.  

En el grupo Gerardo Diego dos argumentan que el pedaleo y el freno importan más que la 

pendiente, mientras uno mejora esta argumentación relacionando ambas ideas. Los otros tres 

subgrupos se centran en la pendiente y desarrollan críticas a las opciones ofrecidas, en 

particular al quinto tramo. 
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5.  Discusión de los resultados 

Ejercicio individual:  

A continuación se muestra el promedio de puntuación de los alumnos de cada grupo (figura 

5), considerando solo aquellos que son correctos, sin tener en cuenta la plausibilidad, que no 

indica diferencias significativas, como se comentó previamente:  

 

Figura 5 

Esta gráfica representa la puntuación promedio de los diferentes grupos, resumiendo el 

conjunto de los datos y tratando de cuantificar la creatividad promedio de los estudiantes. La 

puntuación más alta corresponde a los alumnos del San Mateo, lo que puede entenderse como 

un indicador de la relación entre creatividad y competencia matemática (dentro de las 

limitaciones naturales del estudio). Dentro de los grupos del mismo curso se observa una 

diferencia entre los dos grupos del IES Clara Campoamor (1,67 y 1,79) y los grupos de Gerardo 

Diego y Ártica. Es interesante señalar que de estos cuatro grupos, el Gerardo Diego se 

diferencia de los otros tres en el nivel socio-económico correspondiente a su ubicación, así cómo 

Ártica se desmarca del grupo de cuatro en cuanto a la metodología cooperativa. Esto puede ser 

un indicio de la utilidad del aprendizaje cooperativo para enfrentar las desigualdades sociales 

en el aspecto que se está estudiando. 

Si atendemos a la distribución de los alumnos con diferente puntuación se obtiene la figura 

6:  

 

                              Figura 6 

Comparando el grupo Básico y Ártica; en el primero sobre un 70% obtienen menos de 2 
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puntos, mientras en Ártica es solo el 50% (un 59,25% en Gerardo Diego,  56,25% en Ampliación 

y menos de un 20% en San Mateo). Por otro lado, el grupo de Ampliación de matemáticas es el 

más homogéneo y carece de sujetos “altamente creativos” (puntuación 4 ó 5), mientras en el 

grupo Básico estos son un 11,11%, un 14,81% en Gerardo Diego (ninguno con 5 puntos), en 

Ártica un 20,83% y en San Mateo un 25,92%.  

La mayor homogeneidad del grupo de Ampliación se puede explicar suponiendo una 

relación entre la afinidad por las matemáticas y la habilidad creativa. Si comparamos este grupo 

con el Básico, ambos del mismo centro, se aprecia que los estudiantes con una valoración media-

alta (2-3) son porcentualmente bastantes más en el grupo de Ampliación que en el grupo Básico 

(43,75% frente a un 18,52%) mientras que en cuanto a los sujetos con creatividad alta o muy alta 

(4-5) representan un 11,11% en el grupo básico y no existen en el grupo de Ampliación. Esto 

abre la puerta a interesantes reflexiones.  Sin embargo, como se ha indicado previamente, el 

grupo de San Mateo se diferencia claramente en la proporción de alumnos con baja creatividad 

(11,11%) y sobresale también en los de alta o muy alta, eso sí, sin aventajar demasiado al grupo 

de Ártica.   

Es interesante indicar la desviación típica de cada grupo, que se muestra a continuación 

(Tabla 1): 

Tabla 1 

Básico Ampliación Gerardo Diego Ártica San Mateo 

1,425 1,145 1,269 1,621 1,177 

En esta tabla se puede observar que los grupos que incluyen un criterio de filtro 

(Ampliación y San Mateo) son los únicos por debajo de 1,2; mientras que solamente Ártica sube 

de 1,5 indicando la mayor heterogeneidad a este respecto. 

Ejercicio grupal 1:  

Este es el ejercicio grupal que más relación tiene con la idea de creatividad que se está 

estudiando, más en concreto con el aspecto de esta que tiene que ver con la resolución de 

problemas. El motivo es que se trata de un problema al que los alumnos no están 

acostumbrados, y por lo tanto las estrategias usuales son ineficaces en este caso, por mucha 

habilidad que se tenga con ellas. Es decir, los alumnos deben ser capaces de salir de sus 

contextos matemáticos habituales y trabajar como un grupo de investigación para concluir la 

opción correcta. Esto parece que sólo ha sido logrado por los subgrupos que componen el grupo 

Ártica, obteniendo además un alto índice de éxito (5 de 6 subgrupos dieron la respuesta 

correcta). Cuando tratamos de encontrar explicaciones al resultado de este ejercicio dos 

conceptos aparecen como posibles respuestas. 

Por un lado el hecho de que los estudiantes de Ártica están en su terreno cuando se trabaja 

en grupo; están acostumbrados a escucharse, respetarse y tomar decisiones en equipo, 

atendiendo a todas las opiniones. El porqué esto se muestra claramente en este ejercicio y no en 

el resto de la prueba grupal parece tener relación clara con la naturaleza del propio problema. 

Como se ha indicado previamente, no es difícil obtener la respuesta correcta con un proceso de 

investigación adecuado, aunque sí realmente complicado por los métodos clásicos, y esto nos 

lleva a la segunda clave. 
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Ésta sería el Aprendizaje Basado en Problemas (ABP), que tal y como nos comentó el 

profesor de matemáticas del grupo estudiado de AC se usa de manera transversal a lo largo del 

curso. El ABP se define en el Laboratorio de innovación educativa de Ártica de la siguiente manera:  

“Se trata de un modelo enseñanza-aprendizaje en el que los alumnos se enfrentan a un 

problema o situación que les va a permitir mejorar su capacidad para la resolución de 

problemas, identificar principios que sustentan el conocimiento y alcanzar objetivos de 

aprendizaje especialmente relacionados con el razonamiento y el juicio crítico.” 

Ejercicio grupal 2:  

Se observa que todos los equipos de los grupos de Ampliación y Ártica han justificado 

correctamente su opción (50%-50%), mientras que únicamente 3 de los 7 del grupo Básico lo 

han justificado con rigor, lo que indica una mayor semejanza entre Ampliación y Ártica que 

entre el Básico y cualquiera de ellos dos. Por otro lado, solo han alcanzado la solución correcta 

en los grupos de Gerardo Diego y San Mateo, con la diferencia de que en el primero solo lo 

hicieron un tercio, mientras que en el grupo de excelencia fueron tres cuartas partes (33,33% 

contra 75%). Este ejercicio, pese a ser bastante simple, puede ser muy confuso pero asimismo es 

bastante conocido (al menos en el contexto de los problemas probabilísticos) lo cual puede 

indicar una relación con el nivel cultural del alumnado, lo que ayudaría a explicar la diferencia 

entre estos dos grupos y el resto. 

Ejercicio Grupal 3:  

En este ejercicio se puede apreciar que los alumnos de Ártica, Gerardo Diego y San Mateo 

muestran un mayor juicio crítico que los de Ampliación, los cuales se satisfacen fácilmente con 

la opción más verosímil de las tres propuestas. Cabe destacar que aunque todos los equipos de 

Gerardo Diego eligen la opción “crítica” solo 4 de 6 dan una justificación consistente, mientras 

los otros dos dan argumentos insuficientes. De nuevo, el grupo Básico se separa de los otros 

cuatro ofreciendo unos resultados de una calidad ostensiblemente menor. Esta capacidad 

crítica, que requiere confiar más en los razonamientos propios que en lo que viene dado por el 

enunciado es un claro indicador de autonomía y confianza en uno mismo.  

Análisis grupal global:  

Procedemos a evaluar la prueba grupal en conjunto. Para ello se ha tomado el porcentaje de 

resultados correctos de cada ejercicio, con los siguientes criterios:  

– En el primer ejercicio se ha tomado simplemente el porcentaje de los subgrupos que 

seleccionaban la opción correcta (Equilátero).  

– Del segundo ejercicio se ha considerado el porcentaje de los que daban la opción correcta 

(Cambiar) y lo han justificado (podían y debían hacerlo).  

– En cuanto al tercer ejercicio se consideran correctas tanto la opción B como la D (depende) 

siempre que esta última venga acompañada de una explicación. Se han tomado ambos 

porcentajes y se ha realizado una media ponderada (pesos 0,4 para la opción B y 0,6 para la 

opción D), ya que se considera algo mejor la opción D. En todo caso, se ha exigido una correcta 

justificación.  

Se han promediado estos tres porcentajes obteniendo los resultados que se detallan en la 
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figura 7.  

 

Figura 7 

Estos datos pretenden representar el éxito en el conjunto de la prueba grupal, más allá de 

los ejercicios concretos. Se aprecia una gran superioridad del grupo Ártica sobre los dos grupos 

del IES Clara Campoamor con porcentaje que supera al triple del de estos. Por otra parte, 

muestra unos resultados claramente superiores a los de San Mateo y Gerardo Diego (casi el 

doble), que se explican principalmente por el ejercicio 1 donde las diferencias son realmente 

grandes. Se puede interpretar como un indicador de la mejor capacidad de los alumnos de 

Ártica para trabajar eficientemente en equipo, lo cual es lógico ya que la dinámica de trabajo 

habitual en este centro es cooperativa y en equipo, mientras que en cualquiera de los otros 

grupos si esto se lleva a cabo es de manera anecdótica.  

6.  Limitaciones del estudio 

Las limitaciones del estudio son múltiples y profundas. En primer lugar los autores de este 

estudio no contábamos con experiencia previa en la investigación en educación y pese a ello 

hemos tratado de diseñar un experimento propio relativamente ambicioso. Esta inexperiencia, 

junto con la dificultad del proyecto, se ha mostrado en factores como el diseño de los ejercicios, 

que adolecen de varios errores. Estos se han asumido e incluso se han intentado aprovechar 

para observar otros elementos no planificados a priori. También en lo respectivo al análisis de 

datos. El tratamiento de los mismos ha sido exploratorio más que conclusivo, contando con un 

análisis donde no se ha hecho hincapié en si las diferencias eran significativas (no hay análisis 

de varianza y covarianza), sino más bien en qué se podía estudiar y las reflexiones que estos 

resultados sugerían. 

Por otra parte, pese a que se ha podido contar con cinco grupos a comparar, el tamaño de 

las muestras es realmente pequeño para que los datos se puedan considerar relevantes, lo que 

de nuevo es coherente con el planteamiento exploratorio. 

Por último, el hecho de que las pruebas hayan sido puntuales y carezcan de la posibilidad 

de una continuidad ha sido una limitación inicial conocida que ha impedido un estudio más 

ambicioso y profundo.  

Este estudio tiene por objeto investigar y reflexionar de cara a otros estudios más amplios y 

precisos sobre los temas fundamentales de creatividad y aprendizaje cooperativo. Puede servir 

como punto de partida para el diseño y ejecución de otros estudios de mayor calado. 
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7.  Conclusiones 

Una de las claves de los resultados de este estudio está en el problema del triángulo de 

Morley y la relación con la resolución de problemas. Los resultados indican una notable 

diferencia en los alumnos de aprendizaje cooperativo y el resto. Esto nos lleva a pensar que si 

realmente queremos desarrollar estas capacidades en el aula, el AC puede ser un vehículo de 

gran utilidad. 

Esto se puede observar claramente en la figura 7, pero no solamente queda de manifiesto 

en dicha figura. Si comparamos los otros cuatro grupos en el resultado global grupal aparecen 

dos bloques claros; los dos grupos del IES Clara Campoamor y por otro lado el IES Gerardo 

Diego y el IES San Mateo. Pensando en las diferencias entre ambos bloques (nivel socio-

económico promedio, principalmente) y las diferencias internas en cada bloque (mayor afinidad 

y motivación matemática en Ampliación que en el grupo Básico, así como el potente sesgo del 

San Mateo frente al Gerardo Diego), los resultados parecen indicar que, de cara al trabajo en 

equipo, la primera (el nivel socio-económico promedio) tiene más relevancia que los otros 

sesgos.  

Sin embargo, los resultados expuestos en la figura 5 (el análisis sobre creatividad) dividen 

a los cinco grupos a estudio en tres bloques distintos: los dos grupos del Clara Campoamor por 

un lado, Gerardo Diego y Ártica en un segundo bloque, y en el tercer bloque el centro de 

excelencia San Mateo con una amplia diferencia. Las dos conclusiones que esto sugiere podrían 

ser: que existe una relación entre la capacidad creativa y la capacidad académica exhibida por 

el grupo de San Mateo y, asimismo, el potencial del aprendizaje cooperativo de cara a paliar las 

diferencias socio-económicas no basándose en la segregación sino apoyándose, precisamente, 

en la diversidad. 
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Resumen 

 Con el presente trabajo se pretende conseguir que el alumno de primer curso del Grado 
Fundamentos de la Arquitectura afronte la asignatura troncal de Geometría Afín y 
Proyectiva con una perspectiva distinta a la tradicional, más acorde con los intereses que le 
han movido a elegir una carrera como la de Arquitectura, en la que el diseño y trazado de 
espacios urbanos y vivideros para el hombre, le orientan a una visión esencialmente 
geométrica del uso de un espacio que debería resultar útil, bello y sostenible. 

Para conseguir el objetivo nos hemos apoyado en la parte del programa más adecuada 
para ello: las trasformaciones isométricas, tomándolas como base de un trabajo en el que 
Matemática y Arquitectura se unen en un objetivo común: el análisis de las infinitas 
posibilidades que ofrece la geometría a la hora de acometer un diseño.  

Palabras Clave: Arquitectura, matemáticas, isometrías, geometría, diseño, enfoque no 
tradicional. 
 

Abstract 

This work aims to achieve the first-year students of Fundamentals of Architecture 
degree face up the core subject of Affine and Projective Geometry from a non-traditional 
perspective, more in line with the interests that moved them to choose a degree in 
Architecture, in which the design and layout of urban and living spaces lead them to have 
an essentially geometric approach of the use of a space that should be useful, beautiful and 
sustainable, all at once. 

In order to accomplish that goal, we have relied on the most suitable part of the 
program for this purpose: the isometric transformations, taking them as the basis of a work 
in which Mathematics and Architecture come together in a common objective: the analysis 
of the infinite possibilities of Geometry when undertaking a design. 

Keywords: Architecture, mathematics, isometric transformations, geometry, design, non-
traditional approach. 
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1.    Introducción 

El trabajo que se presenta es el resultado de una experiencia llevada a cabo en una de las 

clases de primer curso del Grado Fundamentos de la Arquitectura, enmarcada en el proyecto 

de Innovación Educativa del GIE Didáctica de las Matemáticas: “Experimentación de un 

nuevo enfoque de la enseñanza de las Matemáticas en la UPM”. Desde el inicio del proyecto, 

durante el curso 2012/2013, se han realizado distintas propuestas siempre con el fin de 

relacionar conceptos matemáticos con obras de arte o arquitectura. Esta en concreto, pretendía 

complementar la docencia de la asignatura troncal Geometría Afín y Proyectiva, con el 

desarrollo de un trabajo, puntuable, que constaría de distintas entregas a lo largo del 

cuatrimestre de docencia. El trabajo tendría como objetivo la presentación, en clase, de parte 

de los conocimientos contenidos en el programa con un enfoque distinto al tradicional, que 

permitiese al alumno conectar determinados conocimientos matemáticos con aquellos 

intereses que le han movido a elegir una carrera como la de Arquitectura. Unos estudios en los 

que el diseño y trazado de lugares vivideros para el hombre, le orientan a una visión 

esencialmente geométrica del uso de un espacio que debería resultar útil, bello y sostenible. 

En todo su período de formación, el conocimiento y dominio de la geometría como 

conformadora de espacios, ya sea formando parte de la esencia misma del edificio o de su 

imagen más representativa, resulta esencial en su aprendizaje. 

En el comienzo de sus estudios universitarios, consideramos que la parte del programa 

más adecuada para conseguir nuestros objetivos, era aquella que les permitiese utilizar los 

conocimientos de Bachillerato: Historia del arte, Dibujo Técnico y Matemáticas en el desarrollo 

del trabajo. Con ese objetivo nos centramos en las isometrías y las semejanzas tomándolas 

como base de un ejercicio en el que Matemática y Arquitectura pudiesen colaborar en la 

obtención de un objetivo común: el análisis de las infinitas posibilidades que ofrece un 

determinado diseño desde el punto de vista geométrico. 

2.    El trabajo de curso 

El trabajo se plantea en dos partes coincidiendo con cada uno de los exámenes parciales 

que tienen que llevar a cabo los alumnos para obtener el aprobado por curso. Cada una de 

ellas, a su vez, constará de varias entregas periódicas. 

2.1.  Primera Parte 

Ya en los primeros días de clase, cuando hace poco más de dos meses que han salido de 

las aulas de bachillerato, cuando empezamos a hablar de programa, bibliografía, maneras de 

calificar…se les pide a los alumnos, como inicio de un trabajo de clase a elaborar a lo largo del 

cuatrimestre y, por lo tanto, con nota a tener en cuenta para la calificación final, buscar y 

aportar una serie de imágenes que, a su juicio, tengan que ver con formas geométricas que se 

puedan reconocer en su entorno más inmediato. El resultado fue de lo más variopinto: mesas, 

gomas de borrar, bombillas, pompas de jabón, hojas de árboles…pero abundante. Al fin y al 

cabo vivimos una era básicamente digital y la primera petición de clase se podía llevar a cabo 

sin más que sacar su móvil. El cumplimiento del compromiso estaba garantizado. 
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Las fotos se exhibieron en clase y se debatieron, después de las reglamentarias sesiones de 

teoría y ejercicios propias de la asignatura. De los debates se sacó una conclusión importante: 

eran futuros arquitectos y, por lo tanto, deberían tener un especial cuidado en la elección y 

presentación de las imágenes con el fin de que fuesen distintas, únicas y, sobre todo, las 

apropiadas para lo que quisiesen comunicar. 

 

 

 

 

 

 

En la segunda entrega se les pidió que concretasen: las imágenes tendrían que ser de Arte 

o de Arquitectura. Esta vez proliferaron aquellas en las que más se podía reconocer un intento 

de hacer una foto para una postal que la de reconocer y potenciar alguna forma geométrica. Se 

volvieron a exponer y a debatir en clase con el fin de orientar y planificar la futura marcha del 

trabajo.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En la tercera entrega se exigió que tomasen como objetivo un edificio o una parte 

significativa de él. Además, que la imagen pusiese claramente de manifiesto la intención que 

el autor de la obra hubiese podido tener al elegir una determinada forma geométrica como 

elemento integrante de su diseño, ya fuese con fines estéticos o estructurales. Esta entrega 

debía completarse con una pequeña investigación que aportase información sobre el edificio y, 

a ser posible, sobre su autor. 

Figura 1. Imagen correspondiente a la primera entrega. Figura 2. Imagen correspondiente a la primera entrega. 

Figura 3. Imagen correspondiente a la segunda entrega. Figura 4. Imagen correspondiente a la segunda entrega. 
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El lugar de actuación se centró en Madrid. Eso facilitaría la obtención de información al 

mismo tiempo que ponía en contacto directo al alumno con su objeto de estudio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 7.  Imagen correspondiente a la tercera entrega. 

 Llegado este punto, los alumnos de primero ya han avanzado en otras asignaturas como 

Dibujo, Introducción a la Arquitectura…y en Geometría llegamos a la segunda parte del 

programa: la que incluye, junto con otros temas, las isometrías y semejanzas en el plano, 

dando la posibilidad de plantear un ejercicio en el que sus conocimientos matemáticos puedan 

incidir en el mundo de la arquitectura.  

Con el fin de que el trabajo sea lo más creativo y personal posible, se les indica las ventajas 

que suponen el navegar por la red, ver revistas y libros en la biblioteca, pasear por la ciudad,   

buscar imágenes relacionadas con mosaicos, fachadas y plantas de edificios con trazados 

geométricos propios de distintos momentos históricos y distintas culturas….siempre con la 

idea de orientales, y mentalizarles, hacia el desarrollo de un ejercicio en el que elementos 

habituales en su vida se van a presentar con un carácter geométrico en el que no habían 

pensado con anterioridad.  

En la última semana del primer bimestre los alumnos tienen el primer parcial de la 

asignatura y la primera entrega del trabajo. Termina la parte más abstracta del programa y 

empieza otra más concreta en la que se empieza a ponerse de manifiesto la utilidad de aquello 

que estudian. 

  

Figura 5. Imagen correspondiente a la tercera entrega. Figura 6. Imagen correspondiente a la tercera entrega. 
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2.2.  Segunda Parte 

Después del primer parcial se plantea definitivamente el contenido del trabajo a puntuar: 

en primer lugar, el diseño de una tesela como figura equivalente a un polígono regular que 

tendrán que utilizar para recubrir el plano mediante isometrías. En segundo, la utilización de 

ese diseño en la renovación de un edificio o entorno urbano. 

Como apoyo y orientación se proyectan en clase ejemplos de teselaciones presentes en la 

arquitectura y el arte, haciendo hincapié en la existencia de isometrías en su trazado. Los 

ejemplos elegidos se centran en las decoraciones geométricas de la Alhambra y en los 

resultados de las visitas de Escher al palacio, así como en el uso que han hecho determinados 

arquitectos de esas ideas en algunas de sus obras. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 10.  Detalle de la decoración de la Alhambra. Dibujo de M. C. Escher. 

 

Las exposiciones sobre el tema son cortas y esporádicas.  

Conforme se va desarrollando el trabajo, también avanzamos en el programa de la 

asignatura de Geometría Afín y Proyectiva que ya no perciben tan lejano a sus fines. 

Las consultas sobre el ejercicio y las dudas sobre la asignatura se resuelven personalmente 

en tutorías, de manera que no quiten tiempo al desarrollo de la asignatura.  

Figura 8. Figura equivalente a un cuadrado. Figura 9. Decoración geométrica árabe. 
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Y empiezan los diseños. 

Una vez diseñada la tesela, los alumnos deben recubrir el plano utilizando isometrías y 

señalando las expresiones algebraicas que aparezcan en su diseño. 

En los dibujos la técnica es libre. Una de las asignaturas obligatorias en Primero es la de 

Taller, y muchos de ellos tienen como programa el dibujo a mano o mediante el uso de 

diversos programas informáticos. En Geometría se hacen prácticas de Maple. 

Paralelamente se les pide que piensen en la posible utilización de su diseño. Debe servir 

para algo relacionado con la arquitectura. La elección es libre aunque razonada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Una vez llevada a cabo la tesela y el recubrimiento del plano, se concreta el lugar de 

intervención. Muchos de los alumnos tienen varias opciones, las fotografías han sido muchas, 

y deben elegir. La elección conlleva el planteamiento de “cómo” puedo utilizar este dibujo en 

un edificio. Para qué puede servir. Porque en arquitectura las cosas tienen un por qué. 

Se entrega el primer planteamiento y, una vez corregido, la entrega final se hace en forma 

de panel en el que se recoja y resuma todo el trabajo. En él se tiene que reflejar el camino que 

se ha seguido durante cuatro meses y ese relato tiene que ser estéticamente correcto. 

Esta entrega final se hace con el segundo parcial e incide, como ya se ha indicado, en la 

nota final de curso. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 13. Propuesta de Jesús Escudero: Intervención: cambio de cristaleras en el Pabellón Villanueva del Real Jardín Botánico. 

Figura 11. Detalle de teselación. Figura 12. Detalle de teselación. 
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Las imágenes que se aportan pertenecen a los alumnos de la asignatura de Geometría Afín 

y Proyectiva del curso 2014-2015. 

María Abril 

Nicolás Asensio 

Miguel Bello 

Jesús Escudero 

Raquel García 

La elección se ha hecho tomando las imágenes más adecuadas a la publicación atendiendo 

a sus características técnicas, ya que muchos de los trabajos se llevaron a cabo con programas 

informáticos y tamaños difíciles de reproducir en este formato. 

3. Conclusiones 

En los tres cursos en los que se ha realizado esta experiencia, no siempre con el mismo 

tema ni con el mismo formato, se ha podido observar que: 

La asistencia a clase ha mejorado considerablemente. El hecho de llevar a cabo una 

actividad en la que el alumno se siente protagonista, puede expresar lo que piensa y puede 

decidir lo que hace, resulta atractivo para unos alumnos que acaban de empezar su formación 

universitaria.  

El planteamiento de un trabajo personal, individual o de grupo restringido, que se orienta 

personalmente en tutorías, establece una conexión entre profesor y alumno que favorece el 

seguimiento de la asignatura, con el consiguiente descenso del abandono. Esta circunstancia, 

la inasistencia a clase, es normal en Arquitectura ya que, al final de cada cuatrimestre y debido 

a las numerosas entregas de las asignaturas prácticas, el absentismo en las teóricas aumenta 

considerablemente. 

La unión de estas dos circunstancias ha tenido como consecuencia positiva un notable 

aumento en el número de aprobados en la asignatura. 
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Resumen

En los últimos años el Departamento de Matemática Aplicada y Estadística de la Univer-
sidad CEU San Pablo ha hecho una apuesta decidida por el uso del software libre, y en par-
ticular de R, en la docencia de Estadística. Para ello se ha desarrollado el paquete rk.Teaching
con el objeto de superar las limitaciones de las interfaces gráficas de usuario de R existentes
hasta la fecha y liberar a los alumnos de la necesidad de aprender a programar R.

En este artículo se presentan las principales características del paquete rk.Teaching y se
valora su uso docente en las clases prácticas de Estadística tanto presenciales como no pre-
senciales.

Palabras Clave: Estadística, Análisis de Datos, Docencia, R, rk.Teaching.

Abstract

In the last years the Department of Applied Mathematics and Statistics of the San Pablo
CEU University has made a firm intent of using free software, R in particular, for teaching
Statistics. For this reason we have developed the rk.Teaching package in order to overcome
the limitations of existing R graphical user interfaces and to free students of the technical and
programming skills required to manage R.

This article presents the main features of the package rk.Teaching and evaluates its use in
practical classes of both face-to-face and on-line Statistics courses.

Keywords: Statistics, Data Analysis, Teaching, R, rk.Teaching.

1. Introducción

En las últimas décadas, el uso de software estadístico para el análisis de datos se ha conver-
tido en una práctica generalizada en todas las titulaciones experimentales. Hoy en día, prácti-
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camente nadie concibe la aplicación de los procedimientos estadísticos y los cálculos que estos
requieren sin ayuda de un ordenador, sobre todo cuando el volumen de datos es ingente. Es por
ello que prácticamente todos los grados con alguna asignatura de Estadística incluyen talleres
o clases prácticas donde los alumnos aprenden a manejar algún programa de análisis de datos
que les permite abstraerse de los tediosos cálculos y centrarse en el análisis de los resultados.

La Universidad CEU San Pablo es una de las pioneras en introducción del software estadís-
tico en sus titulaciones. Desde hace más de dos décadas se han utilizado diversos programas de
análisis de datos como Excel1, Statgraphics2 o SPSS3 para la docencia de la Estadística en titula-
ciones de Ciencias de la Salud como Medicina, Farmacia, Psicología, Fisioterapia, Enfermería,
Óptica y Nutrición.

Como es lógico, estos programas han ido mejorando a lo largo del tiempo y ofreciendo cada
vez más posibilidades y facilidades para el usuario, por lo que poco a poco han ido adquiriendo
más protagonismo en las clases de Estadística. Sin embargo, la mayoría de estos programas no
han sido concebidos para la docencia, sino más bien para ser utilizados por usuarios que ya
tienen unos conocimientos mínimos de Estadística.

Por otro lado, casi todos ellos, o al menos lo más extendidos en el ámbito profesional, no son
software libre. Esto supone, en primer lugar, que los usuarios deben pagar una licencia para
poder usarlos, algo que no todos los alumnos pueden afrontar, sobre todo en el caso de SPSS
que tiene un precio prohibitivo para pequeños usuarios. Y en segundo lugar, que no se puede
acceder al código fuente, por lo que no pueden adaptarse a las necesidades docentes.

Por tal motivo, el Departamento de Matemática Aplicada y Estadística de la Universidad
CEU San Pablo se planteó en 2008 el cambio al software libre en la docencia de Estadística. Y
así se empezó a utilizar R, que era el programa de análisis de datos libre más extendido en
la comunidad científica, en las clases prácticas de Estadística de las titulaciones de Farmacia y
Medicina.

R4 [3] es una implementación de código abierto del lenguaje de análisis de datos S. Al tra-
tarse de un lenguaje de programación especialmente pensado para el tratamiento y análisis de
datos, es fácilmente ampliable mediante nuevas funciones y procedimientos que suelen distri-
buirse en forma de paquetes de código abierto. Esto lo hace sumamente potente ya que cuando
el usuario requiere un procedimiento que no está implementado, siempre puede programarlo
él mismo y compartirlo con la comunidad para que otros también puedan beneficiarse de él.
R cuenta de hecho con una colección de paquetes de código abierto que están organizados en
el repositorio Comprehensive R Archive Network (CRAN), que, a fecha de escritura de este
artículo, cuenta con 8447 paquetes5. Estos paquetes implementan los procedimientos estadís-
ticos más habituales para el análisis de datos, pero también los más avanzados y novedosos,
superando con creces incluso a SPSS, lo que ha hecho de R el software libre de análisis de datos
más extendido entre la comunidad científica.

Sin embargo, el principal inconveniente que presentaba R para su uso en la docencia era la
falta de una interfaz gráfica de usuario (GUI) que evitase a los alumnos tener que usar la línea
de comandos y, en definitiva, aprender a programar en R; algo sumamente útil, pero que tiene
una curva de aprendizaje pronunciada.

Así pues, el principal reto que nos marcamos fue el de conseguir una interfaz gráfica de
usuario que le resultase a los alumnos al menos tan fácil de manejar como la de los otros pro-
gramas que habían utilizado hasta entonces. Pero además, lo suficientemente versátil como para
adaptarla a la visión que tenían los profesores del departamento de la asignatura de Estadística

1 http://office.microsoft.com/es-es/excel/.
2 http://www.statgraphics.net/.
3 http://www-01.ibm.com/software/es/analytics/spss/.
4 http://www.r-project.org/.
5 http://cran.r-project.org/web/packages/.
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y a las necesidades docentes en cada una de las titulaciones.

En el resto del artículo se cuenta cómo se afrontó este reto mediante el uso de la interfaz
gráfica RKWard y el desarrollo de un paquete de R específico para la docencia de Estadística,
el paquete rk.Teaching. En la sección 2 se presenta la interfaz gráfica de usuario RKWard y los
motivos de su elección. En la sección 3 se describe el paquete rk.Teaching y las características que
lo hacen tan interesante para la docencia de Estadística. En la sección 4 se cuenta brevemente la
experiencia docente del uso de rk.Teaching en las clases de Estadística y la notable mejora tanto
en el aprendizaje de los alumnos como en la eficiencia de uso del software por parte de estos.
Finalmente la sección 5 cierra el artículo con las principales conclusiones y posibles líneas de
investigación para seguir innovando.

2. La interfaz gráfica de usuario RKWard

Cuando se tomó la decisión de usar R en las clases de Estadística, las interfaces gráficas que
existían por aquel entonces eran aún muy primitivas y poco maduras. Las principales caracte-
rísticas que requeríamos para una interfaz gráfica de usuario era que fuese amigable, multipla-
taforma, configurable y ampliable para adaptarla a nuestras necesidades.

En un primer momento se optó por R Commander [2], que fue la primera interfaz gráfica
orientada a usuarios no expertos, multiplataforma y ampliable mediante un sistema de plu-
gins. R Commander se utilizó durante dos años en las clases de Estadística de las titulaciones de
Farmacia y Medicina. Sin embargo, R Commander no estaba a la altura de las interfaces gráfi-
cas mucho más maduras de Statgraphics o SPSS, por lo que a los alumnos les costó aceptar el
cambio.

Mientras tanto, en 2002 Thomas Friedrichsmeier había comenzado el desarrollado de RK-
Ward6 [4], otra interfaz gráfica de usuario de código abierto basado en las librerías KDE y Qt,
mucho más modernas y con un aspecto visual más homogéneo. Pero RKWard no era multipla-
taforma y sólo estaba disponible para sistemas Linux en un principio. No obstante, en 2010 se
anuncia por fin la versión 0.5.5 de RKWard que ya era multiplataforma (disponible para Win-
dows, Mac y Linux) y rápidamente se opta por empezar a usarla en lugar de R Commander.

Poco después surgirá la interfaz RStudio7, que en estos últimos años se ha extendido con
mucha más fuerza que RKWard convirtiéndose en la interfaz gráfica de usuario para R más uti-
lizada incluso en el ámbito universitario. Sin embargo, la principal ventaja de RKWard frente
a RStudio, y que hizo que nos decantásemos por esta primera, es que es fácilmente ampliable
mediante un sistema de complementos (plugins) que permiten añadir menús y cuadros de diá-
logo con nuevos procedimientos estadísticos [1], algo fundamental para nuestros propósitos ya
que nos otorgaba la versatilidad que buscábamos para poder adaptar la herramienta a nuestras
necesidades docentes.

Pero además de esto, RKWard dispone de otras muchas características que lo hacen muy
interesante, entre las que cabe destacar que dispone de menús y cuadros de diálogos para rea-
lizar los análisis de datos más habituales sin necesidad de conocer el lenguaje R, tal y como se
aprecia en la figura 1; pero al mismo tiempo es un completo entorno de desarrollo en R para
programadores experimentados con su propia consola de ejecución y depuración. Además el
usuario puede ver si lo desea el código R asociado a los menús y las opciones seleccionadas en
los cuadros de diálogos de los distintos procedimientos estadísticos, tal y como se muestra en
la figura 2, algo que resulta muy valioso para los usuarios que quieren aprender el lenguaje R.

6 http://rkward.sourceforge.net/.
7 https://www.rstudio.com/
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Figura 1. Ventana de entrada de datos de la interfaz gráfica de usuario RKWard.

Figura 2. Código R generado por RKWard para el procedimiento del test T
de comparación de medias de poblaciones independientes.

Finalmente, la salida que ofrece RKWard es en formato html, lo cual permite aplicar un for-
mato mucho más rico a los resultados de los análisis, así como insertar gráficos de forma sencilla
y poder visualizarlo en cualquier navegador web.

3. El paquete rk.Teaching

Aunque RKWard incorpora en sus menús los procedimientos estadísticos más comunes para
el análisis de datos, estos están pensados para usuarios expertos o al menos conocedores de los
procedimientos y de los parámetros requeridos por cada uno de ellos. Esto hace que los cuadros
de diálogo correspondientes a cada procedimiento sean demasiado farragosos y poco intuitivos
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para alumnos que están aprendiendo el uso de estos procedimientos. Al mismo tiempo las
salidas de los procedimientos son bastante sintéticas y difíciles de interpretar para usuarios
noveles.

Por tal motivo, aprovechando la modularidad de RKWard, se decidió crear un complemento
específico para la docencia de Estadística, que se adaptase más al perfil de usuario principiante
de los alumnos universitarios que están aprendiendo Estadística, y que facilitase su aprendi-
zaje. Con esta idea surgió el paquete de R rk.Teaching8. El objetivo que nos marcamos no sólo
era desarrollar una interfaz gráfica de usuario amigable, que permitiera a los alumnos utilizar
R para realizar sus análisis de forma similar a como lo hacían hasta entonces con SPSS o Stat-
graphics, sino hacer su uso incluso más intuitivo y desarrollar nuevos procedimientos que no
estaban soportados por estos programas.

Así, los principios de diseño que han guiado el desarrollo de rk.Teaching son la intuición,
la simplicidad, la asistencia al usuario, la interpretación de resultados y la pedagogía. Para
ilustrar estos principios tomemos, por ejemplo, el procedimiento estadístico del test T para la
comparación de medias de dos poblaciones independientes.

Intuición En primer lugar, los menús de rk.Teaching están estructurados en bloques lógicos que
facilitan la localización de los distintos procedimientos estadísticos casi sin necesidad de
ayuda, tal y como se muestra en la figura 3.

Figura 3. Estructura de menús de rk.Teaching.

Del mismo modo los cuadros de diálogo de cada menú tienen una estructura lógica y
homogénea que dirige al usuario hacia los campos que debe rellenar para cada procedi-
miento estadístico. Los campos más importantes a rellenar aparecen siempre en primer
lugar y resaltados, mientras que los campos secundarios u opcionales están ocultos o no
admiten la entrada de valores hasta que se activan explícitamente. Además, los campos
de entrada de variables están configurados para impedir que se introduzcan variables de
tipos no apropiados.

Simplicidad Por otro lado, los cuadros de diálogo han sido diseñados para ser lo más simples
8 http://aprendeconalf.es/rkteaching.
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posible, eliminando las opciones más complejas que se han considerado prescindibles en
los procedimientos estadísticos habituales, tal y como se muestra en la figura 4.

Figura 4. Cuadro de diálogo de rk.Teaching para el test T de comparación de medias de poblaciones independientes.

Este es una de las mayores dificultades detectadas en otros programas como SPSS en el
que los cuadros de diálogo de algunos procedimientos incorporan tal multitud de opcio-
nes que acaban por desorientar a los alumnos alejándolos de lo esencial.

Asistencia al usuario Una de las principales ventajas de rk.Teaching es el asistente de usuario.
Todos los cuadros de diálogo incorporan un asistente que dirige al usuario paso a paso
a través de las distintas opciones que debe seleccionar para realizar cada procedimiento
estadístico, tal y como se puede apreciar en la figura 5.

De este modo, si el usuario duda ante la información requerida por un cuadro de diálogo,
puede solicitar ayuda al asistente, que no sólo le informará del propósito del procedimien-
to estadístico seleccionado, sino que le guiará en cada una de las decisiones requeridas en
el procedimiento.

Interpretación de resultados Otra característica esencial es que las salidas tanto textuales co-
mo gráficas de los procedimientos estadísticos que ofrece rk.Teaching han sido cuidado-
samente diseñadas para facilitar al máximo la interpretación de los resultados. Esta es,
probablemente, la parte más crítica y que más dificultad supone para los alumnos, que
muchas veces son capaces de seguir los pasos necesarios para realizar el procedimien-
to estadístico, pero luego no son capaces de interpretar adecuadamente los resultados y
sacar conclusiones apropiadas. Así, para facilitar la interpretación de los resultados las
salidas se han estructurado de manera que al comienzo siempre se muestra un resumen
del procedimiento con las principales opciones seleccionadas, y después se presentan los
resultados en un orden lógico, mostrando exclusivamente la información relevante a la
hora de interpretar o tomar decisiones, tal y como se observa en la figura 6.

Además, al final de la salida se incluye una interpretación detallada de los resultados del
procedimiento y las principales conclusiones del mismo. Por último, también se inclu-
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Figura 5. Asistente de rk.Teaching para el test T de comparación de medias de poblaciones independientes.

ye un enlace al manual de estadística9 utilizado en clase por si el alumno necesita más
información sobre el procedimiento estadístico aplicado.

Pedagogía Finalmente, el principal principio que ha dirigido el diseño de rk.Teaching ha sido
el facilitar al alumno el aprendizaje de la Estadística. Así, además de hacer los menús y
cuadros de diálogo simples e intuitivos, de ofrecerle ayuda mediante un asistente y de
facilitarle la interpretación de los resultados, rk.Teaching incorpora para algunos proce-
dimientos estadísticos el detalle de los cálculos y las fórmulas usadas para facilitar su
comprensión. En la figura 7 se puede observar el cálculo detallado de la media y la va-
rianza. Esto permite, entre otras cosas, que un alumno que está realizando los cálculos a
mano, pueda comprobar si lo está haciendo bien o no.

Por otro lado, algunos procedimientos gráficos son interactivos, lo que permite que el
alumno interactúe con el cuadro de diálogo cambiando algunas opciones al tiempo que ve
los cambios que producen en la salida gráfica. De este modo, el alumno puede comprender
más fácilmente el papel de la media y la desviación típica en la distribución normal al ver
cómo cambia la forma de la campana de Gauss al variar la media o la desviación típica;
o comprobar para qué valores de n y p se puede aproximar una distribución binomial
B(n, p) mediante una distribución Poisson P(np) aplicando la Ley de los casos raros, tal y
como se muestra en la figura 8.

Por último, rk.Teaching también incorpora simulaciones que resultan esenciales para com-
prender determinados sucesos probabilísticos como por ejemplo experimentos aleatorios
con juegos de azar o el famoso teorema central del límite.

Actualmente el paquete rk.Teaching se encuentra en su versión 2.0 e incorpora los proce-
dimientos descriptivos e inferenciales más habituales en Estadística, desde la construcción de
tablas y diagramas de distribución de frecuencias, hasta los test paramétricos y no paramétricos

9 http://aprendeconalf.es/statistics/manual/.
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Figura 6. Salida de rk.Teaching para el test T de comparación de medias de poblaciones independientes.
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Figura 7. Salida de rk.Teaching con el cálculo detallado de la media y la varianza.

Figura 8. Salida interactiva de rk.Teaching para la Ley de los casos raros.
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más comunes. Incluye además procedimientos para el cálculo de probabilidades que no suelen
incluirse en el software comercial, y otros más específicos de Bioestadística como son los test
diagnósticos. Por motivos de espacio no se incluye la lista completa de procedimientos inclui-
dos en el paquete pero el lector interesado puede obtenerla en [9] o en la propia página web del
paquete http://aprendeconalf.es/rkteaching.

Otra de las novedades de la última versión es que está disponible tanto en Castellano como
en Inglés.

4. Experiencia docente con rk.Teaching

Desde su desarrollo, el paquete rk.Teaching se ha utilizado en multitud de cursos tanto en
docencia presencial como no presencial.

4.1. Docencia presencial

Durante los últimos seis años rk.Teaching se ha usado para impartir las prácticas de Bio-
estadística en las titulaciones de grado en Farmacia y Medicina de la Universidad CEU San
Pablo. Estas prácticas cubren todos los contenidos de la materia sin excepción (tabulación y
representación gráfica de distribuciones muestrales, cálculo de estadísticos descriptivos, regre-
sión lineal y no lineal, cálculo de probabilidades y test diagnósticos, distribuciones discretas
y continuas de probabilidad, estimación de parámetros poblacionales mediante intervalos de
confianza, contrastes de hipótesis paramétricos y no paramétricos), algo que no ocurría con el
software anterior ya que ni SPSS, ni Statgraphics, daban soporte a los contenidos de probabili-
dad.

Para facilitar la realización de las prácticas se ha elaborado el libro electrónico Bioestadística
Aplicada con R y rk.Teaching [8], que también se distribuye bajo una licencia libre. Este libro
cubre todos contenidos antes mencionados con multitud de ejemplos prácticos aplicados a las
Ciencias Biosanitarias desarrollados paso a paso.

En estos años, la valoración de las prácticas de Estadística ha aumentado considerablemente
por parte de los alumnos, quienes agradecieron explícitamente el cambio realizado con respecto
a R Commander. De hecho, tras los dos primeros años de uso se hizo un experimento para com-
parar la facilidad de uso y la satisfacción de los alumnos con el nuevo software en comparación
con SPSS. Los resultados concluyeron una eficiencia de rk.Teaching al menos un 17 % superior
a SPSS y una facilidad de uso al menos un 10 % superior [5].

La valoración de los docentes es más positiva aún, ya que, gracias a la mayor eficiencia de
rk.Teaching, los alumnos van más rápidos en la realización de las prácticas y asimilan mejor los
contenidos. Esto ha permitido añadir una práctica más de probabilidad a los contenidos del
curso, y aún así realizar las prácticas más holgadamente que con el software anterior.

Otra de las mejoras significativas en la docencia tiene que ver con la evaluación de las prácti-
cas. Al finalizar las prácticas los alumnos tienen que hacer un trabajo práctico final aplicado a un
caso real. Antes de empezar a usar R y rk.Teaching la corrección de este trabajo requería bastan-
te tiempo a los profesores y habitualmente se detectaban bastantes casos de plagio. Ahora, sin
embargo, la infraestructura que aporta R y rk.Teaching nos ha permitido automatizar casi por
completo tanto la preparación como la corrección de este trabajo. Para cada curso se desarrolla
un complemento que se integra en rk.Teaching que permite a los alumnos generar unos datos
personalizados en función de su DNI, y una hoja de cálculo con un formulario en el que deben
introducir las respuestas a las preguntas planteadas. Al finalizar el trabajo los alumnos suben
la hoja de cálculo al campus virtual desde donde el profesor puede descargarla y corregirla
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automáticamente de nuevo haciendo uso de un programa corrector implementado también en
R. Las notas y las hojas de cálculo corregidas se suben automáticamente de nuevo al campus
virtual donde los alumnos pueden consultarlas, y todo en un tiempo récord.

4.2. Docencia no presencial

El paquete también se ha utilizado en varios cursos masivos abiertos en línea (MOOCs) de
Bioestadística impartidos en la plataforma Miríada X [7].

Figura 9. Vídeo promocional del curso MOOC de Bioestadística aplicada con R y rk.Teaching.

Hasta la fecha más de 5000 alumnos de todo el mundo se han inscrito en estos cursos y
más de un 20 % han conseguido terminarlos (un porcentaje por encima de la media en este tipo
de cursos). Estos cursos han sido unos de los mejores valorados en la plataforma Miriada X
y se han recibido multitud de notas de agradecimiento por parte de los inscritos que además
pedían que se ampliase el curso con más contenidos. De momento los cursos sólo cubren la
Estadística Descriptiva y la Regresión, pero ya se está preparando otro curso más ambicioso de
introducción a la investigación que cubre también la Estadística Inferencial.

En los dos últimos años, el paquete rk.Teaching también ha empezado a utilizarse, tanto
presencial como no presencialmente, en otras universidades entre las que se encuentra la Uni-
versidad Complutense, la Universidad Carlos III y la Universidad Rey Juan Carlos de Madrid.
En casi todos los casos se han interesado por el paquete como sustituto a SPSS en las prácticas
de Estadística de distintas asignaturas.

Pero el interés por rk.Teaching no sólo se limita al ámbito educativo, sino que hay multitud
de usuarios e incluso empresas que tras conocer el software a través del MOOC han empezado
a usarlo a nivel profesional.

5. Conclusiones y futuras líneas de investigación

El Departamento de Matemática Aplicada y Estadística de la Universidad CEU San Pablo
ha sido uno de los pioneros en introducir el software de análisis de datos en la docencia de
Estadística. En los últimos años el departamento ha hecho una apuesta decidida por el software
libre, y en particular por R, en las clases prácticas de Estadística. Para facilitar el uso de R a
los alumnos, se ha desarrollado el paquete rk.Teaching que, sobre la base de la interfaz gráfica
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RKWard, proporciona menús y cuadros de diálogo amigables, sencillos e intuitivos para realizar
los procedimientos estadísticos requeridos en los cursos de Estadística impartidos.

El paquete rk.Teaching se ha utilizado durante los últimos seis años en las clases prácticas
de Estadística de las titulaciones de Farmacia y Medicina, y también en varios cursos masivos
abiertos en línea, con gran aceptación por parte de los alumnos y una valoración muy favorable
de los docentes. Con esto se elimina la principal reticencia existente hasta ahora al uso de R
en la docencia, que no era otra que la falta de una interfaz gráfica de usuario similar a las
ofrecidas por el software propietario, y que no obligase a tener que programar en R. RKWard
en combinación con rk.Teaching se puede considerar ya una interfaz gráfica de usuario de R
lo suficientemente madura para su uso en el ámbito de la docencia e incluso fuera de ella,
llegando a superar incluso al software propietario, y en particular SPSS, tanto en eficiencia
como en facilidad de uso como ha quedado demostrado en varios experimentos realizados con
alumnos.

El desarrollo del paquete rk.Teaching sigue activo y actualmente se está trabajando en la
mejora de las interpretaciones de los resultados de los análisis y en incorporar procedimientos
estadísticos más avanzados como algunas técnicas de análisis multivariante. También se está
desarrollando un nuevo curso MOOC de Estadística Inferencial para la introducción a la inves-
tigación biosanitaria.
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Resumen

En este artículo se pretende hacer un recorrido de las pruebas lógicas de la existencia de
Dios con particular atención al argumento ontológico.

Palabras Clave: Existencia Dios, lógica.

Abstract

This article aims to do a historical tour of the logical proofs of the existence of God with
particular attention to the ontological argument.

Keywords: God’s Existence, logic.

1. Introducción

Las pruebas de la existencia de Dios se pueden basar en hechos empíricos, o en el puro ra-
zonamiento: en el primer caso hablamos de teología natural, en el segundo de teología racional
o analítica. Los argumentos de la teología natural proceden siempre de la misma manera: de lo
que es movido a lo que es inmóvil, de lo que tiene causa a lo que no tiene causa, de lo contingen-
te a lo necesario, de lo imperfecto a lo perfecto, de lo relativo a lo absoluto, de lo que es mutable
a lo que es inmutable. Estos argumentos se basan en un único principio lógico: un rechazo de
lo infinito, y más precisamente de la regresión infinita. En el momento en que la filosofía y las
matemáticas decidieron aceptar el infinito, estos argumentos perdieron su valor probatorio.

Al darse cuenta de que los argumentos de la teología natural no llevaban muy lejos, el monje
benedictino Anselmo de Canterbury se dirigió a la teología analítica, buscando con obstinación
una prueba especial de la existencia de Dios, un solo argumento basado únicamente en la lógica,
que no necesitara ninguna justificación más que sí misma.

En 1077 encontró la siguiente prueba ontológica. Definimos a Dios como algo tan grande
que nada mayor puede ser concebido. Si no fuera único, se podría concebir algo más grande
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que incluyera a ambos. Si no existiera, sería posible concebir algo más grande que existe. Por lo
tanto Dios existe y es único.

Anselmo había llamado inicialmente su trabajo Fides quaerens intellectum (La fe en búsqueda
del intelecto). Por lo tanto, era muy consciente de que inauguraba una teología racional, en lugar
de una teología revelada. Sin embargo, cambió el título al más neutral Proslogion, un término
acuñado por el propio Anselmo, quien lo definió como una conversación.

La brevedad de la prueba ontológica era engañosa, ya que enmascaraba una serie de hipó-
tesis ocultas.

X En primer lugar, la posibilidad de definir la esencia de Dios de alguna manera, como la
extraña elección de Anselmo (que, sin embargo, fue anticipada por Séneca y San Agustín).

X En segundo lugar, una supuesta analogía entre el mundo lógico de los sentidos y el mundo
del intelecto. En particular, el principio de no-contradicción, en el cual se basa la prueba,
puede ser obvio para las propiedades de los objetos de los sentidos, pero no lo es para las
propiedades de los conceptos, ni para la teología irracional.

X Por último, una transición desde el mundo del intelecto al mundo de los sentidos, es decir,
desde un concepto a la existencia.

Anselmo entendía por insipiens el que no cree porque no entiende: hoy lo llamaríamos un
ateo racionalista. Su opinión personal era más bien la contraria, la opinión de un teísta racional:
“No intento comprender para creer, sino que creo para comprender”.

La prueba ontológica mantuvo un papel importante en la filosofía racionalista de Descartes,
Spinoza y Leibniz, quienes también trataron de perfeccionarla. De hecho, si la escolástica desde
Anselmo hasta Santo Tomás, sabía que el hecho de no poder pensar en Dios como no existente
no demuestra su existencia, sino que lo hace comprensible sólo para los que ya creen - y por eso
no hablan de pruebas, sino de vías - los racionalistas creían que se podría demostrar la existencia
de Dios.

En 1637 Descartes reformuló la prueba en dos palabras, en el Discurso del Método (IV): la
existencia de Dios es comprendida en su esencia. En realidad esto no es sino una definición que
Dios da de sí mismo, “Yo soy el que soy” (Éxodo, III, 14), lo que significa “Estoy definido por
mi sola existencia”, o “En mí, existencia y esencia coinciden”.

Descartes, sin embargo, no trató de demostrar este hecho y trató de salirse con la suya dicien-
do que Dios es evidente, o, como le gustaba decir, “claro y distinto”. Sin embargo, ya que, para
Descartes, las ideas claras y distintas son verdaderas porque Dios existe y no nos engaña, sería
mucho decir que ésta es una prueba de la existencia de Dios, porque se llega a un argumento
circular.

La reformulación de Descartes de la prueba de Anselmo, sin embargo, fue un avance. Spino-
za la utilizó en 1675 en el comienzo de la Ética, esta vez como definición: “Por causa sui entiendo
aquello cuya esencia implica la existencia, o, lo que es lo mismo, aquello cuya naturaleza sólo
puede concebirse como existente”.

En 1641 Descartes hizo otro avance en las Meditaciones (V), formulando el argumento en un
modo puramente positivo y evitando así la segunda hipótesis oculta de Anselmo. El argumento
tiene una nueva formulación: definimos a Dios como un ser que tiene todas las perfecciones; ya
que la existencia es una perfección, Dios existe.

En un breve ensayo El Ente perfectísimo es posible, de 1676, Leibniz argumenta que la formu-
lación de Descartes no era satisfactoria por una razón diferente: es posible deducir conclusiones
a partir de una definición de manera significativa sólo si la definición no es contradictoria.
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Para Leibniz, Descartes sólo había demostrado entonces que si Dios es posible, luego existe,
y quedaba por demostrar que Dios es posible. Leibniz lo hizo de la manera siguiente: las perfec-
ciones no pueden ser contradictorias dos a dos, porque son, por su naturaleza, independientes
entre sí; un ser definido sólo por perfecciones no puede ser contradictorio y entonces es posible.

Parecía que todo había sido resuelto y que la prueba ontológica hubiera llegado a su formu-
lación definitiva, cuando Kant escribió la Crítica de la razón pura, dedicando un capítulo a las
demostraciones de la existencia de Dios.

El primero en caer fue Tomás de Aquino. En sus obras, desarrolló una teología natural, ba-
sada en el conocimiento del mundo sensible, y rechazó la teología analítica de Anselmo, basada
en la sola lógica. Kant señaló que no es posible demostrar la existencia de un concepto puro a
través de argumentos empíricos: toda evidencia de la existencia de Dios tiene que apelar, antes
o después, a argumentos de naturaleza ontológica. Ésta era una reivindicación de Anselmo en
contra de todos los que utilizaban argumentos distintos del suyo. Sin embargo también Ansel-
mo recibe una crítica por parte de Kant que, en particular, se concentra en la tercera hipótesis
oculta de la prueba de Anselmo.

Kant se dio cuenta de que la existencia no es una propiedad: los lógicos hoy en día dirían que
no es un predicado, sino un cuantificador y no puede ser parte de la esencia de un objeto. De lo
contrario, no tendría sentido decir que existe un objeto con cierta esencia, porque la existencia
cambiaría su esencia, y por lo tanto, ya no sería el objeto del cual se hablaba. Según Kant, la
prueba ontológica es sólo una invención de la sutileza escolástica.

Kant, en otro capítulo de la Crítica, fue capaz de explicar la verdadera razón de los errores
en las pruebas de la existencia de Dios. Ellos no se deben a una debilidad humana, sino una
imposibilidad intrínseca: la idea de Dios lleva a una inconsistencia de la razón, que no puede
ser a la vez consistente y completa, en el sentido de ser capaz de lidiar con lo trascendente sin
contradicciones. La única aproximación racional a la religión es la de ser irracionales.

Schelling, en sus Lecciones Muniquesas Para La Historia de La Filosofía Moderna, de 1836, di-
jo que el Dios de la prueba ontológica es un ser lógico, que, sin embargo, aún no es real. La
prueba muestra sólo que si Dios existe contingentemente, entonces existe necesariamente en el
pensamiento. Es decir, si Dios existe, entonces existe necesariamente.

Hegel en la Enciclopedia de las ciencias filosóficas, afirma que lo real y lo racional coinciden. Ya
que Dios es pensable entonces existe.

Era importante determinar con precisión el concepto de Dios como ente necesario. Esta tarea
fue desempeñada por Kurt Gödel.

2. Aristóteles

Figura 1. Aristóteles.

Aristóteles nunca se propuso explícitamente proporcionar eviden-
cias de la existencia de dios. Sin embargo, ya que la Escolástica, en par-
ticular san Tomás, constantemente cita a Aristóteles, es necesario anali-
zar cuidadosamente su posición.

Hay que aclarar que, como para Platón, el concepto de dios que te-
nía Aristóteles era muy diferente de las grandes religiones monoteístas.
Él, al igual que todos los antiguos griegos, era politeísta: creía en una
multiplicidad de dioses no absolutos, no creadores, no omnipotentes,
y así sucesivamente. Para él, como para todos los antiguos griegos, los
dioses eran seres vivos que tenían un alma, inmortales (lo que los dis-
tinguía de los seres humanos mortales) y felices. Los dioses inmortales
son superiores a los hombres, y por lo tanto nunca son vistos por ellos,
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excepto en raros casos, como en los poemas homéricos. Sin embargo, casi ningún griego - causó
sensación, de hecho, el ateo Teodoro1 - dudaba de la existencia de los dioses. Para los griegos
no había necesidad de demostrar la existencia de los dioses (porque vivían en la inmanencia
del círculo naturaleza-hombre). El problema de demostrar la existencia de dios nace sólo cuan-
do surja alguna duda sobre su existencia. La cuestión se plantea cuando en una civilización
comienza a extenderse el ateísmo.

Aristóteles, sin embargo, no tenía el propósito explícito de probar la existencia de dios, sino
sólo de discutir argumentos que fueron utilizados posteriormente por la teología, musulmana
y cristiana. Dos, en particular, son los argumentos que se han utilizado: el primero se encuentra
en el octavo libro de la Física, el segundo en el duodécimo libro de la Metafísica.

El argumento de la Física (Libro VIII, capítulos 4 y 5) es la búsqueda de la causa del mo-
vimiento. Aristóteles dice que todo lo que se mueve es movido por algo, y que, por lo tanto,
el movimiento tiene una causa, un principio que necesita ser explicado si se quiere llegar a la
causa primera, es decir, la explicación última. No se entiende sólo el movimiento de tipo espa-
cial, con el concepto de movimiento, kinesis; Aristóteles entendía, de hecho, cualquier tipo de
cambio, por ejemplo, el cambio de calidad, la generación y la corrupción de las cosas, es decir,
los movimientos del ser a la nada y viceversa. La causa motriz es precisamente la explicación
del movimiento. Esta causa no puede ser la misma cosa que se mueve, ya que estaba allí antes
cuando estaba parada; entonces debe haber algo más que dio origen al movimiento. Esta otra
cosa, a su vez, podría moverse, y así sucesivamente. Sin embargo, para Aristóteles no se puede
ir hasta el infinito en la serie de las causas motrices, de lo contrario nunca sería una causa úl-
tima, una explicación final. Para ello hay que buscar una causa primera. Esta causa, en teoría,
podría moverse y ser ella misma causa de su propio movimiento (autokineton); para Aristóteles,
sin embargo, la causa primera no puede estar en movimiento, ya que el cambio consiste, para él,
en el paso de la potencia al acto: si la causa primera fuera automotriz, entonces, por un lado no
debería tener aún el movimiento, es decir, estar en potencia, pero por otro lado debería tenerlo
ya, es decir estar en acto. Sin embargo, ya que no puede ser al mismo tiempo bajo el mismo
aspecto, en potencia y en acto, la causa primera está inmóvil según Aristóteles; por lo que se
definió como motor inmóvil.

Para los griegos - y sobre todo Platón - el universo era como una bola enorme, llamado el
cielo de las estrellas fijas, con al centro otra esfera, la Tierra. Para los antiguos, al menos en sus
principales teorías, la tierra estaba inmóvil y el cielo giraba alrededor de ella, con un movimien-
to aparentemente circular. Para Aristóteles, todos los estados de la tierra dependen de alguna
forma por el movimiento del cielo: por ejemplo el sol trae el calor y el frío, alternando las esta-
ciones, hace que los animales vivan, y en general es causa de todo lo que vive. La causa primera,
el motor inmóvil, por lo tanto, es precisamente lo que mueve el cielo, y luego mueve todo lo que
hay en el universo. Sin embargo, estamos lejos de la idea de un dios creador. Después de todo,
en la Física Aristóteles nunca dice que exista un dios: en efecto, él dice que puede haber más de
un motor inmóvil. De hecho, hay muchos planetas que tienen movimientos irregulares, que no
se pueden explicar con un solo movimiento circular. Los antiguos astrónomos, especialmente
Eudoxo de Cnido, tuvieron una brillante idea, pensando que no había un solo cielo, sino mu-
chos cielos, muchas esferas concéntricas, conectadas entre sí de manera que los movimientos de
los planetas debían ser el resultado de los movimientos de estas esferas. Cada cielo necesitaba
un motor inmóvil; esto era compatible con el politeísmo griego, y no es una casualidad que
los nombres de los planetas tengan los mismos nombres de los dioses: Venus, Marte, Júpiter,
Saturno, y así sucesivamente.

1Teodoro, el Ateo, (340 a. c. - 250 a. C.) filósofo de la Escuela cirenaica o hedonista. El objetivo máximo de la vida
humana es obtener la felicidad y evitar la desgracia, una fruto de la prudencia y la otra de la idiotez. Era un cosmopolita,
como todos los helenísticos: negaba el nacionalismo y afirmaba que todo el mundo era su patria. Escribió una obra
titulada Sobre los dioses donde, según Diógenes Laercio, ampliaba el ateísmo incipiente de Epicuro negando la existencia
de los dioses griegos, aunque la opinión de Laercio es que más bien no creía en lo mismo que creía la gente corriente.
Su discípulo Evémero explicará que los dioses son en realidad hombres ilustres divinizados.
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El argumento más utilizado por Aristóteles para hablar de lo divino, está en el capítulo 6 del
libro XII de la Metafísica. En la Metafísica Aristóteles se coloca en un nivel distinto: afirma que,
además de muchas cosas corruptibles y que cambian, hay algunas cosas eternas e incorrupti-
bles, incluyendo precisamente el movimiento. No se puede decir que el movimiento haya tenido
un principio, o que pueda tener un fin: para admitir un principio de cambio, debemos tener un
cambio antes del cambio; pero esto es contradictorio, y hasta el fin del cambio es un cambio, por
lo que también es contradictorio decir que el movimiento tendrá un fin. El movimiento es, por
lo tanto, eterno.

Además de movimiento, Aristóteles dice que hay otra cosa eterna, que es el tiempo, que no
puede haber tenido ni un principio ni un fin. Si el tiempo tuvo un principio, significaría que
hubo un “antes” en el que el tiempo no existía; pero el “primero” es siempre tiempo, y por lo
tanto este “antes” no puede existir; de la misma manera el tiempo no puede terminar, porque
no puede haber un “después” en el que no haya tiempo. Así que siempre hay un tiempo y
siempre hay un cambio ya que el tiempo es la medida del cambio, por lo que sería imposible
tener uno sin el otro. El universo es, para Aristóteles, eterno, y siempre está en movimiento. Para
él no existe un dios creador, y es por esta razón que su pensamiento ha encontrado resistencia
durante mucho tiempo para ser aceptado por el pensamiento cristiano.

Aristóteles criticó el Timeo de Platón diciendo que el mundo es demasiado perfecto para que
haya un demiurgo creador del mundo. Ésta es de hecho una visión antropomórfica, que para
Aristóteles no es adecuada a la divinidad, por lo que rechazó la idea platónica de divinidad. Así
escribe el libro XII de la Metafísica: “Y, puesto que todo lo movido es movido necesariamente
por algo, y el primer Motor es necesariamente inmóvil en sí, y el movimiento eterno tiene que
ser producido por algo que sea eterno”. Para comprender a los antiguos, es necesario tratar
de empatizar con ellos, imaginar vivir en un mundo como el que veían en el siglo IV a.C. Los
antiguos veían el cielo girar eternamente, un movimiento que implica la alternancia del día y la
noche, las estaciones, que nunca se podría parar, ni por un momento. Cada movimiento eterno
necesita una causa que tampoco puede parar nunca, por lo que esta causa tiene que ser todo
acto y ninguna potencia porque si fuera potencia, incluso en una pequeña parte, esa parte podía
no pasar al acto. Así que el motor del cielo debe ser todo y solo acto, es decir inmóvil, porque
para moverse debería pasar de la potencia al acto, mientras que lo que es todo acto es inmutable.

El libro XII de la Metafísica ha tenido una gran fortuna, y en particular este principio que
es todo acto, toda energheia (que también significa actividad). Debemos preguntarnos: Cuál es
la actividad de este principio, que, a pesar de ser inmóvil, es activo? La única cosa que no
implica el cambio es el pensamiento. Ésta es la única actividad que se adapte al motor inmóvil:
el pensamiento puro. Esta teoría encaja bien con el papel del filósofo según Aristóteles, que
quería básicamente ser capaz de hacer filosofía en paz, como fuente de felicidad última. El
pensamiento es una forma de vida, la forma más elevada de vida, que aclara que el motor
inmóvil también vive, como vivían todos los dioses griegos.

Platón desvelaba detrás del mundo sensible el mundo de las ideas, ideas que a su vez de-
penden de la idea del bien, que él comparaba con el sol. La idea del bien, sin embargo, no vive,
no piensa, es inerte: es un objeto puro, no un sujeto y por lo tanto no actúa. Para Aristóteles,
sin embargo, el motor inmóvil piensa, vive, juega y es feliz; entonces, si vive, es eterno, es feliz,
puede ser llamado un dios, y de hecho tiene todas las características de los dioses griegos. Y si
hay muchos cielos, entonces hay muchos dioses, y Aristóteles admite que, diciendo que el cielo
más grande incluye a los demás, es una especie de dios más importante: el motor mueve el pri-
mer cielo es el motor primario. De aquí surgió la idea de sus intérpretes de que el primer motor
inmóvil es Dios (con mayúscula), el principio supremo que gobierna el universo entero. De ahí
la fortuna de este libro. El neoplatonismo, corriente imbuida de religiosidad y en competencia
con el cristianismo, también consideraba al motor inmóvil como a un dios, y llamó a este libro
XII la “Teología de Aristóteles”, una expresión que, sin embargo, no está en él.

Este uso de Aristóteles era presente en todo el mundo medieval cristiano e islámico, porque
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hablaba de la eternidad del mundo. Alberto Magno y Tomás de Aquino estudiaron a Aristóte-
les haciéndolo compatible con la Revelación. El libro XII de la Metafísica no es el último libro,
porque a este texto se atribuyen catorce libros; Sin embargo, Alberto y Tomás, los dos maes-
tros de la escolástica, no hicieron comentarios sobre los dos últimos libros, porque para ellos el
punto final, el punto más alto, fue el duodécimo libro, que contenía la supuesta “Teología de
Aristóteles”. Ahora vamos a describir el uso del pensamiento aristotélico medieval.

3. El argumento ontológico de Anselmo

Figura 2. Anselmo de
Canterbury.

Anselmo de Canterbury, o el arzobispo de Canterbury, (1033-1109),
vivió en la Edad Media, en los orígenes de la Escolástica; la filosofía, en
ese momento, se convirtió en un argumento de enseñanza en escuelas,
monasterios, y, finalmente, en universidades.

Anselmo propone el tema de la existencia de Dios mucho después
de Aristóteles, en un período en el que - a diferencia de lo sucedido en
Grecia - se trató de construir realmente una teología racional, donde el
conocimiento de Dios no se basa en la fe, sino también en la razón.

El primer trabajo de Anselmo que discutía la prueba de la existen-
cia de Dios fue el Monologion, que, a partir de algunos elementos de
la Creación, trató de demostrar la necesidad del Creador. Esta es una
demostración a posteriori, ya que parte del mundo de la experiencia,
que es posterior a Dios, e intenta demostrar la existencia de Dios. En

concreto, Anselmo comienza con una carta de Pablo, según la cual son las creaciones de Dios
la mayor prueba de su existencia. La fama de Anselmo se debe, sin embargo, a otro trabajo, el
Proslogion (1078), que contenía el argumento realmente decisivo para demostrar la existencia de
Dios. El hecho de que la cultura cristiana sintiera en ese momento, y no antes, la necesidad de
elaborar demostraciones de la existencia de Dios, es sólo una muestra de que tenía que empezar
a hacer frente a dudas y negaciones. Se inspiró a un verso de un salmo, que dice: “Sólo un tonto
dice que no hay Dios”. Anselmo presentó su argumento ontológico como parte de una oración
dirigida a Dios. Comienza con una definición del propio Dios (o una necesaria asunción sobre
la naturaleza de Dios): “Pues creemos que el Señor es algo tan grande que nada mayor puede
ser concebido”.

A continuación se pregunta si Dios existe: “Entonces, acaso no existe tal naturaleza, pues
algo ha llevado al insensato a afirmar en su corazón: Dios no hay?”. Para contestar a esto, trata
primero de mostrar que Dios existe en el entendimiento: “Mas, indudablemente, este mismo in-
sensato, cuando escucha esto mismo que estoy diciendo - que hay algo tal que nada más grande
puede ser imaginado -, comprende lo que escucha, y lo que comprende está en su entendimien-
to, incluso aunque no comprenda que lo sea; pues una cosa es que algo esté en el entendimiento,
y otra es comprender que una cosa es”.

Anselmo aquí llega al núcleo de su argumento

“Y, ciertamente, algo tan grande que nada mayor pueda ser pensado no puede estar úni-
camente en el entendimiento, ya que si sólo estuviera en el entendimiento, también podría
pensársele como parte de la realidad, y en ese caso sería aún mayor. Esto es, que si algo tal
que nada mayor pueda ser pensado estuviera únicamente en el entendimiento, entonces esa
misma cosa tal que nada mayor pueda ser pensado sería algo tal que algo mayor sí pudiera
pensarse, algo que no puede ser.”

El argumento de Anselmo podría reformularse en las siguientes proposiciones:
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X Dios es, por definición, el mayor ser que puede imaginarse.

X Hay más grandeza en la existencia total, tanto en la realidad como en el entendimiento,
que solo la existencia imaginaria.

X Dios debe existir en la realidad, pues si no existiera, no podría ser el mayor ser que pudiera
imaginarse.

Proslogion significa “discurso a alguien” y ese alguien es Dios, o más bien el Dios de la reli-
gión cristiana, ya que él era un monje benedictino que se convirtió en arzobispo de Canterbury.
Anselmo fue realmente capaz de demostrar la existencia de Dios? Pensamos que no, de hecho
el argumento de Anselmo ha tenido, a través de los siglos, diversas objeciones. Es interesante
que en el argumento de Anselmo, de la negación de la tesis de la existencia de Dios, él dedu-
ce la tesis de que su existencia no se puede negar, es decir de su existencia. Aristóteles, en los
Segundos Analíticos dice que la demostración es un silogismo extraída de principios verdade-
ros y deduce una verdad; Anselmo, sin embargo, no parte de un principio verdadero, sino de
una negación, y llega a una conclusión que invierte el punto de partida ( negar la tesis de los
“tontos” que niegan la existencia de Dios). Esta demostración es casi dialéctica: más que otra
cosa es una refutación de los argumentos de los opositores de su argumento. Anselmo usa el
método del elenchus, ya que parte de la posición del insipiens, y muestra que se contradice a sí
misma, porque para decir que no hay Dios necesariamente hay que dar una definición de Dios,
y Anselmo demuestra que esta definición necesariamente implica la existencia de Dios. Pero
una definición de algo, de por sí, no prueba su existencia.

Esta demostración dio lugar a varias objeciones; incluso en su misma orden un monje, Gau-
nilón de Marmitier, se encontró en desacuerdo con la demostración de Anselmo. Escribió un
texto, titulado Liber pro insipiente, que parece un libro escrito en defensa del insipiens menciona-
do por Anselmo. Gaunilón afirmó que no se puede demostrar que Dios exista basándose en el
significado de la palabra Dios; porque, de ser así, si definimos “Isla Perdida” como la mayor que
cabe imaginar, de esta definición se deduciría que dicha isla existe. Anselmo contraargumenta
diciendo que tal noción sólo puede aplicarse al ser infinito, pues de cualquier ser finito (p.e.
Isla Perdida) es, por la propia noción de finito, algo de lo que pueden pensarse cosas mayores.
Efectivamente, sólo la noción de ser infinito implica necesariamente que la existencia esté entre
sus atributos.

Para San Anselmo, el Absoluto, que es lo que no depende de nada, no puede no existir. San-
to Tomás criticó a San Anselmo por su pretensión de pasar del pensamiento al ser a través del
Absoluto, probablemente con razón. La prueba de Anselmo, sin embargo, aunque no decisiva
contiene algunos aspectos de importancia fundamental. En primer lugar, la estructura lógica,
que no es una deducción, porque Dios no puede ser deducido: para poder ser deducido, signi-
ficaría que debe haber algo antes de él, pero entonces no sería Dios. Los teoremas dependen de
los axiomas y de las definiciones, que vienen antes. Así que Dios no puede ser demostrado por
deducción, al igual que con las pruebas geométricas. Esta es la crítica que Hegel hace a todas
las demostraciones de la existencia de Dios.

Anselmo, sin embargo, empezó su su demostración con la refutación de la negación de la
existencia de Dios, como lo hizo Aristóteles con el principio de no-contradicción (que es im-
posible de demostrar, ya que es, de hecho, lógicamente, el primero de todos los principios). Si
no se puede demostrar directamente, sin embargo siempre se puede demostrar por medio de
la refutación; el que lo niega no sabe negarlo, porque para negarlo tiene que decir algo, y para
decir algo con sentido es necesario utilizar el principio de no-contradicción. La estructura lógi-
ca del argumento de Anselmo es, pues, una demostración por refutación. Gaunilón hace una
declaración de carácter general diciendo que del pensamiento no puede deducirse el ser. Sin
embargo, Anselmo encuentra una respuesta correcta, diciendo que sólo la idea del Absoluto,
del cual nada mayor puede ser pensado, necesariamente existe. El límite de su argumento, sin
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embargo, es la siguiente: si entendemos a Dios como un Absoluto trascendente, radicalmente
diferente de la experiencia, esta trascendencia Anselmo no puede probarla.

Los que hoy niegan a Dios diciendo que el universo siempre ha estado ahí, con sus leyes,
por lo que no hay necesidad de Dios, dicen en la práctica que el universo es autosuficiente,
por lo que es idéntico al Absoluto; pero entonces el Absoluto existe también para ellos, y es el
universo. Éste, sin embargo, no es el Dios trascendente de las grandes religiones monoteístas.
Para ello servirá la llegada de Santo Tomás.

4. Descartes

Figura 3. René Descartes.

Descartes consideraba que había marcado el comienzo de una nue-
va era en la historia del pensamiento, a pesar de que muchas de sus
doctrinas eran un renacimiento de la filosofía escolástica. Los jesuitas,
con quienes había estudiado en Francia, exigían el estudio de Aristó-
teles y Tomás. Sin embargo, sentía que había nacido una nueva visión
del mundo, la ciencia moderna, que se alejaba mucho de la tradición
clásica, y que por lo tanto se requeriría una filosofía nueva, una filo-
sofía científica. Descartes estuvo particularmente atento a la evolución
de las matemáticas. Pertenece a él el descubrimiento de la geometría
analítica, a saber, la idea de que las ecuaciones algebraicas son conver-
tibles en curvas geométricas, y viceversa. Esta convertibilidad mutua
entre el álgebra y la geometría sugirió entonces la idea de una ciencia
más universal, que incluiría a todas las demás ciencias, basadas en las

matemáticas, que, en su Discurso del método, llamó, mathesis universalis.

Su proyecto era, por lo tanto, más científico que filosófico, y quería basarse en la ciencia
moderna. Mientras que se dedicaba a esta investigación, sin embargo, estalló en Europa, el caso
Galileo, es decir la condena de Galileo por la Inquisición en 1633. Descartes se enteró de esto, y
se preocupó profundamente por ello: él creía que Galileo tenía razón, no sólo a apoyar la validez
del sistema copernicano, sino también a la creación de su nueva ciencia, la mecánica, creada de
la aplicación del método matemático a la Física. Descartes, aunque no era muy religioso, era
sin embargo un creyente católico sincero, y por lo tanto no quería ir en contra de la Iglesia. La
noticia de la condena de Galileo lo llevó, por lo tanto, a suspender la publicación del tratado
que estaba escribiendo, Le Monde, que contenía su proyecto de la mathesis universalis. Entonces
decidió dedicarse a la construcción de una metafísica que le permitiría salvar dos verdades que
él consideraba esenciales para la religión católica: la existencia de Dios y la inmortalidad del
alma. Descartes no quería ser un metafísico, sin embargo tuvo que elaborar una metafísica que
salvaría al menos estas dos verdades principales de la fe católica. Al final, sin embargo, fue su
metafísica que lo hizo más famoso.

Cómo se construyó la metafísica de Descartes? Aplicando el método de las matemáticas,
buscó la verdad más evidente a partir de la cual inferir las dos tesis que acabamos de decir. Esta
verdad evidente para él era el famoso cogito ergo sum, las tesis según la cual, puesto que por
lo menos existe este pensamiento, éste es el dato de verdad original del cual empezar. Desde
el punto de vista filosófico esta hipótesis demuestra una actitud correcta, es decir, no tomar
nada por sentado, no presuponer nada, dudar de todo. La filosofía debe ser en realidad del
todo crítica, imparcial, sin prejuicios. Dudando de todo, se dio cuenta, sin embargo, de que de
una cosa no podía dudar, de la duda misma. La duda es, por lo tanto, indudable, pero la duda
implica el pensamiento, de modo que el punto de partida era para él no fue la duda sino ell
cogito. A partir de esta idea básica - que el pensamiento es innegable - es capaz de deducir las
dos tesis.

Como muchos católicos, tenía una concepción dualista del hombre, que en su opinión se
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formaba de la unión entre el cuerpo mortal y el alma inmortal. Creía que se trataba de la vi-
sión cristiana, mientras que en realidad es sólo la visión platónica, pitagórica, órfica: una visión
griega que no existe ni en la Biblia hebrea ni en los primeros textos cristianos. Quería sacar la
idea del alma como sustancia, que es capaz de existir como una cosa en sí misma, del cogito.
Descartes usó este argumento: puesto que la única cosa de la cual no puedo dudar es mi pensa-
miento, puedo dudar de tener un cuerpo. Puede que la vida sea un sueño; ninguno de nosotros
puede estar absolutamente seguro de estar aquí ahora. Si de todo lo que es corpóreo y material
podemos dudar, entonces significa que somos esencialmente seres pensantes (era la época en la
que Calderón de la Barca, escribió su famosa obra, La vida es sueño); incluso si estuviéramos so-
ñando, estaríamos de todos modos pensando, por lo que somos esencialmente una res cogitans.
Nuestra naturaleza se compone de pensar, mientras que el cuerpo, que pertenece a la materia,
no es sino extensión, res extensa, cantidad que se mide por la geometría y las matemáticas. Por
tanto, el hombre es el conjunto de dos sustancias, res cogitans y res extensa, la primera de las cua-
les es la esencial; para Descartes, la independencia del alma garantiza que es inmortal, porque
el alma piensa, incluso cuando el cuerpo muere.

En su demostración de la existencia de Dios, tenía detrás de él toda la tradición de la filosofía
escolástica. Sin embargo, quería usar como punto de partida la certeza del cogito como dato ori-
ginal. Las pruebas que él construye son entonces, en cierto sentido, una síntesis, una mezcla de
las de la escolástica y de las derivadas de su descubrimiento, el cogito ergo sum. Están contenidas
en la cuarta parte del Discurso del método, donde Descartes nos da tres pruebas de la existencia
de Dios (a pesar de que estaba pensando en dar una cuarta).

La primera prueba parte de la idea de la perfección. Descartes afirma que él que no es del
todo perfecto (pues mayor perfección es conocer que dudar) poseía la idea de algo perfecto.
Pero, si es imposible que algo perfecto surja de algo imperfecto, de dónde podía haber extraído
entonces esa idea? Y concluye que tuvo que ser de una realidad, un ser perfecto, que existe
independientemente de su conciencia. Luego Dios existe y es la causa de la idea que yo tengo
de tal perfección absoluta. Esta prueba presenta la misma debilidad de la prueba de Anselmo.
Contienen una transición indemostrable del pensamiento al ser, por lo que está expuesta a la
misma crítica que será desarrollada por Kant.

La segunda prueba es el argumento de la dependencia humana, en su imperfección, respec-
to a la perfección divina. Además, continúa Descartes, puesto que existen muchas perfecciones
que yo no poseo, mi existencia debe depender de un ser más perfecto que yo, pues si yo existiese
por mí mismo, independientemente de cualquier otro ser, me hubiese dado todas las perfeccio-
nes que concebía en Dios. La duda de por sí es ya evidencia de imperfección. Esta prueba es
similar a la anterior pero no parte de la idea de perfección, sino del hecho que el hombre es im-
perfecto, contingente: el hombre no es el Absoluto. Aquí Descartes parece seguir las cinco vías
de Tomás, porque de un dato de experiencia quiero sacar la necesidad de un principio abso-
luto. Tomás hacía referencia a una experiencia externa (el movimiento) mientras que Descartes
hace referencia a una experiencia interna. Por eso se suele decir que la fiolosfía moderna con
Descartes descubre su interioridad.

Por último, Descartes presenta una variante de la prueba ontológica de la existencia de Dios.
Afirma que la idea de triángulo conlleva de modo claro y distinto sostener que sus ángulos sean
iguales a dos rectos. Esto no demuestra que existan triángulos en el mundo, pero sí demuestra,
de modo necesario, que no puede concebirse un triángulo en el que sus tres ángulos no sean
iguales a dos rectos. Respecto a la idea de Dios, Descartes afirma que ve de modo claro y distinto
que es un ser absolutamente perfecto. Pero, además, en este caso, tal idea debe ir acompañada
necesariamente de la existencia, porque negar la existencia de un ser perfecto sería tan contra-
dictorio como negar que en el triángulo sus tres ángulos sean iguales a dos rectos.

También habría una cuarta prueba según Descartes, que establece que en nuestra mente hay
verdades innatas que no pueden venir de los sentidos que engañan, por lo que sólo pueden ve-
nir de Dios, y hay que confiar en que Dios es bueno y no engaña. Pero esta prueba es claramente
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un círculo vicioso. Por esta razón, nunca fue considerada seriamente, pero las otras tres pruebas
son originales, ya que analizan la teoría de la Escolástica a la luz de sus conclusiones sobre el
cogito y la vida interior.

5. Leibniz

Figura 4. Gottfried W.
Leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz, que vivió entre el 1600 y el 1700, era un
hombre de cultura internacional, tanto científico como filósofo. Llegó
independiente de Newton, al descubrimiento del cálculo infinitesimal.
Leibniz descubrió en la física y la mecánica cosas importantes, como la
energía cinética. También pensó que había encontrado una especie de
lenguaje universal basado en números y cifras, que algunos consideran
una especie de computadora de hoy; Leibniz imaginó la existencia de
muchos mundos posibles, un descubrimiento innovador que caracteri-
za la lógica contemporánea. En su opinión, es el Dios Todopoderoso,
que puede crear mundos infinitos, pero coherentes en su interior; para
él, sin embargo, nuestro mundo es el mejor de los mundos posibles, ya
que era un optimista y creía en la bondad de Dios. Brillante es su intui-
ción que el mundo real es uno, sin embargo los mundos posibles (no
contradictorios) son infinitos. En la lógica moderna no hay, de hecho,

un único sistema de axiomas, cambiando los axiomas, se pueden crear infinitos sistemas de ló-
gica. Del mismo modo, en la geometría, cambiando los postulados de la geometría euclidiana,
podemos construir infinitas geometrías no euclidianas, rigurosas y coherentes en su interior.
Leibniz era, por lo tanto, en este campo, un precursor.

Las pruebas de la existencia de Dios en Leibniz son más concisas y rigurosas que en Descar-
tes. De hecho, reformuló las cinco vías de Tomás reduciéndolas a una, y la hizo más fuerte. En
la Monadología, que es una obra de pocas páginas que resume su filosofía, publicada en 1714,
introduce el concepto de mónadas que en griego significa unidades, y para él, son las almas de
los hombres.

Es significativo el párrafo 31, donde establece que nuestros razonamientos se basan en dos
principios fundamentales: el principio de no contradicción, por el cual las proposiciones contra-
dictorias se consideran falsa, y verdaderas las no contradictorias, porque la realidad no es con-
tradictoria; y el principio de razón suficiente, es imposible que cualquier hecho sea verdadero o
exista, si hay no hay una razón suficiente para decir eso. Para Leibniz, estos principios rigen
todos los mundos posibles, es decir, todos los mundos incluso los que tan sólo son imaginados;
si un mundo contiene una contradicción, no es posible.

Leibniz considera el principio de no-contradicción en su versión aristotélica clásica pero
añadió, de una manera original, el principio de razón suficiente. Consideremos el hecho de que
en este momento nos encontramos en un lugar determinado, por ejemplo, en una habitación
de hotel. Ciertamente hay razones por las que estamos en esta sala, y no en casa, o en otro
lugar: la razón suficiente es la razón que explica esto, y en general los hechos. Este principio
es cierto para todos los mundos posibles, y por supuesto es cierto en el mundo real, que Dios
ha elegido crear. En el mundo real nuestros razonamientos, para ser real, deben cumplir con
los dos principios; en todos los mundos posibles es suficiente el principio de no-contradicción.
Como hay dos principios, entonces hay dos verdades.

Eso es lo que Leibniz expresa en el párrafo 38 del mismo texto, donde dice precisamente
que hay dos tipos de verdades, las de la razón y las de hecho. Las primeras son necesarias y su
opuesto es imposible. Las segundas son contingentes y es posible su contrario. Cuando una ver-
dad es necesaria se puede encontrar una razón a través del análisis, descomponiendo la verdad
original en verdades más simples, hasta llegar a las verdades primitivas. Esto es lo que suce-
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de en las matemáticas, donde los problemas se reducen a axiomas, definiciones y postulados.
Las verdades necesarias, para Leibniz, entonces, son las verdades de las matemáticas y de la
geometría.

En última instancia lo que rige las verdades de razón es sólo el principio de no-contradicción,
y lo que gobierna las verdades de hecho es el principio de razón suficiente. La razón se en-
cuentra también en las verdades contingentes, en el orden de las cosas esparcidas por todo el
universo, para el que la descomposición podría llegar a una división ilimitada. La verdad del
hecho, también, debe ser reconducida a algo primitivo. Si incluso esta verdad de hecho no es
necesaria, de todas formas debe tener razones.

Las razones suficientes de las verdades de hecho en el universo son infinitas. De hecho, hay
un número infinito de movimientos que son causa de todo lo que está sucediendo ahora. De es-
ta manera, sin embargo, no se está progresando en absoluto: la razón suficiente tiene que estar
fuera de la cadena del contingente. Aquí Leibniz dar un paso decisivo en la elaboración de la
Escolástica que se ocupó de la imposibilidad de una serie de llegar al infinito. Afirma que una
serie infinita puede ser admitida, pero por el hecho de que siempre se compone de verdades
contingentes, de hecho, nunca será suficiente para explicar una verdad de hecho. La verdadera
razón suficiente nunca puede ser contingente; hay que salir de la cadena de contingencias, que
es posible, incluso si la cadena es infinita. Dado que la razón última de las cosas debe ser nece-
saria, según Leibniz, ésta sólo puede ser constituida por Dios. En el párrafo 38, afirma: “Y así
la razón última de las cosas debe estar en una substancia necesaria, en la cual el detalle de los
cambios no esté sino eminentemente, como en su origen: y esto es lo que llamamos Dios”.

Es generalmente reconocido que esta prueba de Leibniz fue una contribución importante
después de las pruebas de Tomás y Descartes. Descartes se basa más en Anselmo, es decir en
las ideas puras, mientras que Leibniz se basó más en Tomás, es decir en las verdades de hecho.
Siendo un gran matemático, no dijo que no se puede ir al infinito, sino que en las contingencias
infinitas nunca se encuentra la razón suficiente, la explicación última del todo. Sin embargo,
incluso en este caso no se escapa de la sospecha de circularidad, porque la necesidad de Dios es
postulada más que demostrada.

6. Gödel

Figura 5. Kurt Gödel.

Kurt Gödel (1906-1978) es uno de los más importantes lógicos de to-
dos los tiempos, el trabajo de Gödel ha tenido un impacto inmenso en el
pensamiento científico y filosófico del siglo XX. Gödel intentó emplear
la lógica y la teoría de conjuntos para comprender los fundamentos de
la matemática. A Gödel se le conoce sobre todo por sus dos teoremas de
la incompletitud, publicados en 1931 a los 25 años de edad, un año des-
pués de finalizar su doctorado en la Universidad de Viena. Gödel era
un convencido teísta no panteísta: seguía más a Leibniz que a Spinoza.
Sostuvo la idea de que Dios era personal, difiriendo de las opiniones
religiosas de su amigo Albert Einstein. Creía en una vida después de la
muerte, le gustaba el Islam y afirmó que es una idea coherente y conse-
cuente de religión y de mente abierta.

De su teoría, podemos decir que señaló la existencia de, al menos,
una fórmula matemática bien formada G que representa una frase co-
mo “La fórmula G no es demostrable”; que, aun siendo verdadera, no se puede demostrar en
un sistema axiomático. Por tanto, este sistema axiomático se considera que es formalmente in-
decidible e incompleto. Gödel probó que:

1. Si el sistema es consistente, no puede ser completo.
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2. La consistencia de los axiomas no puede demostrarse dentro del sistema.

La idea básica del teorema de incompletitud es bastante simple. Esencialmente Gödel constru-
yó una fórmula que afirma que es imposible de demostrar en un sistema formal dado. Si fuera
demostrable, sería falso, lo que contradice la idea de que en un sistema coherente las declaracio-
nes demostrables son siempre verdaderas. Por lo tanto, siempre habrá al menos una declaración
verdadera pero indemostrable.

Con respecto a la naturaleza de la ciencia de los números y en el contexto de la filosofía
de la matemática se pueden identificar aproximadamente dos posiciones opuestas: el realismo
(de tipo descriptivo-platónico) y la posición constructivista. Mientras que el constructivismo
considera la matemática un mero producto de la mente humana y en cierto modo recuerda al
nominalismo, el platonismo es una forma de realismo ontológico extendido a la matemática,
por lo que los números y las funciones matemáticas no son una invención arbitraria de nuestro
intelecto, sino que tienen su propia realidad autónoma. Gödel estaba definitivamente cerca del
platonismo matemático. Por tanto, es natural hacer un paralelo entre el realismo ontológico de
Kurt Gödel en las matemáticas y el realismo extremo de Anselmo de Canterbury, en el contexto
de la controversia sobre los universales.

Gödel también admira a Gottfried Wilhelm Leibniz como filósofo y como lógico-matemático.
Entre sus lecturas filosóficas favoritas, además de los textos de Kant y Husserl, había, de hecho,
los escritos del filósofo alemán inventor de characteristica universalis, aunque esto no significa
que él compartiera plenamente las ideas. Entre las demostraciones de Leibniz que no consi-
deraba perfectas, Gödel incluía el argumento ontológico modal; y aunque la forma final de su
prueba ontológica tiene como fecha 1970 (el teorema se fecha el 10 de febrero de 1970), se puso
a reflexionar sobre ella muy pronto, si bien es cierto que en 1940 habló de ello al neo-positivista
Rudolf Carnap.

La prueba ontológica de Gödel no era conocida hasta hace unos años; sólo algunos amigos
del autor la conocían. Sólo en 1987 fue publicada en los Estados Unidos dentro de un libro que
contiene diversos escritos del gran matemático. Entre las razones por las que Gödel no la pu-
blicó en su vida algunos estudiosos alegan el temor de que fuera mal entendida, o que no fuera
apreciada por su valor formal y lógico, sino interpretada como una desviación hacia el misti-
cismo. Por un lado Gödel pensó que era un teorema completamente análogo a otros teoremas
lógico-matemáticos, por otro lado respondió a una instancia de fondo que atormentaba su alma
desde una edad temprana y que se resume en la siguiente pregunta filosófica fundamental: Es
posible reconducir el mundo a una unidad racional?

Gödel sentía que faltaba algo esencial: la razón de la existencia del mundo de acuerdo con
un orden lógico-matemático. La solución a este problema se encontraría, para él, en la demos-
tración racional de la existencia de Dios, o de la necesidad lógica de la presencia de un Ente
que reúna en sí mismo todas las cualidades positivas. De estos supuestos existenciales y lógicos
surgió en su mente la necesidad de desarrollar una nueva prueba ontológica modal.

La prueba ontológica de Gödel es un teorema lógico que consta de veintiocho pasos y es-
tructurado con fórmulas bien formadas de la lógica simbólica (acompañado por algunas notas
de autor más bien escasas), la conclusión es equivalente a la siguiente afirmación categórica:
“Dios existe necesariamente, QED”.

La prueba ontológica de Gödel está esencialmente basada en la sustitución del concepto am-
biguo de la “perfección” con el de “propiedades positivas”, en opinión de Gödel más claro y
más fácil de usar en la lógica moderna por medio de la teoría de conjuntos. Las propiedades o
cualidades son, de hecho, en sí mismas nociones abstractas a las cuales es bueno asociar un sig-
nificado extensional o denotativo, que corresponde exactamente a la clase o conjunto de objetos
a los que se refieren las mismas propiedades. Por ejemplo, el atributo “racional” es reemplaza-
do por la clase de entidades racionales, los seres humanos; el atributo “verde” equivale a todos
los objetos de color verde y así sucesivamente. Gödel explica que positivo ha de entenderse en
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sentido moral y estético (independientemente de la estructura accidental del mundo). Puede
también significar simplemente “atribución” (presencia) como opuesto a “privación” (ausen-
cia).

En última instancia, Gödel parece hacer una distinción entre la orden del Sosein (el modo de
ser o esencia) y el orden de Dasein (ser-ahí o existencia): los predicados relativos a la esencia de
un objeto tiene que ver con la categoría del Sosein, mientras que los predicados de existencia
real se refieren al plano del Dasein. Las propiedades positivas son tan sólo las que pertenecen a
la orden del Sosein (esencia) y no a las del Dasein (ser-ahí), ya que estas últimas son atribuibles
sólo a casos particulares de existencia. En otras palabras, la cualidad de la positividad debe
concebirse en sentido absoluto de acuerdo con la etimología latina de la palabra “absoluto” (de
absolutum: independiente, libre), por lo que no es algo que depende de la realidad de las cosas o
de las diferentes opiniones acerca de ella. El modelo de referencia de Gödel es él de los número
positivos de la matemática, es decir, los números relativos precedidos por el signo “+”.

Guiado por la analogía con los números positivos, Gödel decidió que las propiedades posi-
tivas, fuesen las que fueran, tenían que cumplir las siguientes cuatro condiciones:

1. Ya que el producto de dos números positivos es positivo, la intersección de dos propieda-
des positivas, es decir, la propiedad que es satisfecha por los elementos que satisfacen las
dos propiedades, es una propiedad positiva. Por ejemplo, si “pequeño” y “negro” son, las
dos, propiedades positivas, entonces también lo es “pequeño y negro” (Axioma 1);

2. ya que el cero no es un número positivo, la propiedad vacía, que no se satisface por ningún
objeto, no es positiva;

3. ya que, dado un número distinto de cero, o el número o su opuesto son positivos, dada una
propiedad no vacía, o la propiedad o la su complementaria, es decir, la que está satisfecha
por los objetos que no satisfacen la primera, es positiva. Por ejemplo, si “pequeño” no es
una propiedad positiva, debe serlo “no-pequeño”, y viceversa (Axioma 2);

4. dado que un número mayor de un número positivo es positivo, una propiedad más gran-
de que una propiedad positiva, eso significa que es satisfecha por un número mayor de
objetos, es positiva. Por ejemplo, si “pequeño y negro” es positiva, entonces también lo es
“pequeño”, porque cada objeto negro y pequeño es pequeño (Axioma 5).

Ahora podemos definir a Dios como un ser que tiene todas las propiedades positivas, sean
las que sean, siempre que cumplan las cuatro condiciones anteriores (Definición 1). Las cuales,
para evitar dudas, no definen la noción de propiedad positiva, ni siquiera implícitamente. Pero
esto, lejos de ser un defecto, es una ventaja: el siguiente razonamiento se aplicará a cualquier
noción con esas características.

Llegados aquí, ya podemos dar una primera versión del argumento de Gödel: en un mundo
finito, Dios existe y es único. Las propiedades son conjuntos de objetos extraídos del mundo y si
el mundo es finito, entonces puede haber sólo un número finito de propiedades: en particular,
sólo hay un número finito de propiedades positivas.

La primera condición asegura que la intersección de dos propiedades positivas sigue sien-
do positiva: intersecando las dos primeras propiedades positivas, luego su intersección con la
tercera y así sucesivamente, después de un número de pasos se llega a la intersección de todas
las propiedades positivas, que es una propiedad positiva.

La segunda condición asegura que una propiedad positiva no es vacía, es decir, que hay
un objeto que la satisface, entonces existe la intersección de todas las propiedades positivas, es
decir, existe un objeto que tiene todas estas propiedades, que llamamos Dios.

La tercera condición asegura que la propiedad de “ser Dios” es positivo, porque su comple-
mentar, es decir “no ser Dios”, no lo es. De hecho, Dios tiene todas las propiedades positivas,
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mas no la propiedad de no ser sí mismo. Así que todo ser que tiene todas las propiedades
positivas debe tener la propiedad de “ser Dios”, entonces debe coincidir con eso.

La cuarta condición no es necesaria en la prueba de existencia y unicidad, pero permite mos-
trar un hecho teológicamente interesante: que las propiedades positivas son exactamente las
poseídas por Dios. Dios de hecho posee todas las propiedades positivas, por definición. Vice-
versa, si una propiedad es poseída Dios, entonces esto significa que es mayor que la propiedad
positiva “ser Dios” y, por la cuarta condición, también es positiva.

Por supuesto, la suposición de que el mundo es finito es contingente, por lo tanto, no es
particularmente atractiva en una discusión teológica. Para ver cómo es posible eliminarla, exa-
minemos más de cerca el razonamiento anterior.

La primera condición requiere que la intersección de dos propiedades positivas es positiva.
Procediendo paso a paso, eso implica que lo mismo es válido para la intersección de un número
finito de propiedades positivas. La suposición de que el mundo es finito se utiliza sólo una
vez en el argumento, y se utiliza para inferir que eso es cierto para la intersección de todas las
propiedades positivas.

Es necesaria la asunción de la finitud, o se puede deducir directamente la conclusión de la
primera condición? Leibniz pensaba así, pero es fácil demostrar que estaba equivocado. Consi-
deremos un mundo que consiste de números enteros, positivos y negativos y, como propiedades
positivas, las propiedades de más grande que un número positivo dado. La intersección de dos
de ellas es positiva, porque ser mayor que dos números es equivalente a ser mayor que el más
grande de ellos. Sin embargo la intersección de todas estas propiedades es vacía, porque no
existe ningún número mayor que todos los números positivos.

La idea de Gödel fue reemplazar la hipótesis de que el mundo es finito, con la de que “ser
Dios” es una propiedad positiva (Axioma 4). Teologicamente ésta es más aceptable, aunque
los seguidores de la teología negativa sin duda tendrían algo que decir, tal vez prefiriendo la
hipótesis complementaria.

Por definición, “ser Dios” significa tener todas las propiedades positivas. Por tanto, la nue-
va hipótesis de Gödel es sólo una forma disfrazada de decir que la intersección de todas las
propiedades positivas es positiva, entonces el primer paso de la argumentación anterior ahora
funciona como hipótesis. En lo demás no se hizo uso de la asunción de la finitud del mundo
y entonces funciona como antes. Así, se muestra que si “ser Dios” es positivo, entonces Dios
existe y es único (el último teorema).

Pero no debemos dejarnos atrapar por el entusiasmo demasiado pronto. En primer lugar,
Dios se define como un ser con ciertas propiedades, pero las propiedades pertenecen a los obje-
tos del mundo: por lo tanto, Dios es una entidad que forma parte del mundo, un ser inmanente
y no trascendente. Además, la unidad de Dios es sólo relativa a la clase de las propiedades po-
sitivas consideradas: cada clase tiene su propio Dios único, pero las clases son muchas. Más que
de un Dios, tal vez se debería hablar de un delegado de la clase.

Por último, como se señaló anteriormente, la suposición de que “ser Dios” es una propiedad
positiva no es muy diferente de la suposición de que Dios existe e implica directamente la
existencia de una manera más trivial que en la demostración que utiliza la finitud del mundo.
Obviamente, es fácil demostrar un resultado tomándolo (casi) como una hipótesis.

En manos de Gödel la prueba ontológica se parece a los argumentos de Berkeley, de los
cuales Hume dijo que no admiten la menor réplica, pero no suscitan la más mínima convicción.
Tal vez es por eso que Gödel no la publicó, limitándose a estar satisfecho de ella en privado.
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Resumen 

En este artículo, el autor glosa la vida y obra de matemáticos andaluces nacidos entre 
los siglos XV y XIX, con el doble objetivo de permitirles a los profesores de Matemáticas de 
Secundaria y Bachillerato, principalmente de esa Comunidad, la posibilidad de usar la 
Historia de las Matemáticas como recurso metodológico en sus clases y de facilitarles una 
información histórica que puedan emplear en la elaboración de talleres o paneles para las 
semanas culturales de sus centros.  

Palabras Clave: Matemáticos andaluces, Recursos metodológicos, Historia de las 
Matemáticas. 
 

Abstract 

This paper offers teachers of Secondary Compulsory Education a glossary of the life and 
work of Andalusian mathematicians born between the fiftieth and twentieth century, with 
the objective of using the history of Mathematics as a methodological resource in the 
classroom. To provide data to be used as models in workshops and panels which can be 
treated with in the cultural weeks in their centers is also pretended.  

Keywords: Andalusian mathematicians, Methodological resources, History of 
Mathematics. 

1.    Introducción 

Cada vez con mayor frecuencia, afortunadamente, se observa una mayor presencia de las 

Matemáticas en las semanas culturales de los institutos o en determinados actos organizados 

en conmemoración del personaje que da nombre a esos centros o en alguna festividad de la 
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comunidad autónoma en la que se encuentren. A la ya habitual presencia de los concursos de 

poesía, premios literarios, representaciones de obras de teatro y competiciones deportivas se 

les están sumando desde hace ya algún tiempo varias actividades relacionadas directamente 

con las Matemáticas, como olimpiadas matemáticas, concursos de problemas, gymkhanas 

matemáticas y otras similares. 

Pues bien, en esta línea, tres son los objetivos de esta comunicación. Uno de ellos es el de 

facilitar información, tanto a los profesores de Matemáticas de Secundaria y Bachillerato como 

a sus alumnos sobre la vida y obra de varios matemáticos andaluces nacidos entre los siglos 

XV y XIX (se indica también una brevísima panorámica de los nacidos con anterioridad, en la 

España musulmana), con el propósito de que esta información pueda ser utilizada por ellos, 

profesores y alumnos,  en la confección de los paneles, redacciones o trabajos de otro tipo que 

vayan a presentar en las jornadas o semanas culturales de sus centros. No obstante, dadas por 

una parte razones de extensión y por otra el planteamiento del autor para esta comunicación, 

no ha parecido conveniente mencionar todos los datos que actualmente se conocen sobre la 

vida de estos matemáticos, sino únicamente algunos más relevantes. Por esa razón, 

precisamente, otro de los objetivos que se pretende conseguir en la comunicación es el de 

tratar de interesar tanto a profesores como a alumnos en la búsqueda de nuevos datos sobre 

estos matemáticos o incluso sobre otros no referenciados aquí, que pudiesen servir para 

ampliar los trabajos anteriormente comentados. Y como tercer objetivo, éste ya más general, 

aunque basado en los dos anteriores, se encuentra el de procurar familiarizar a estos 

profesores y alumnos de Secundaria y Bachillerato en la Historia de las Matemáticas. 

Actualmente, el recurso de servirse de esta Historia de las Matemáticas no es muy utilizado 

por el profesorado de estos niveles, lo cual, en nuestra opinión supone un gran retraso. 

Indicar, en todo caso, que en esta comunicación solo nos ceñiremos a tratar con los 

matemáticos andaluces nacidos entre los siglos XV y XIX menos conocidos, dado que de otros 

más renombrados, como Hugo de Omerique, Antonio de Ulloa y José Mariano Vallejo y 

Ortega y, existen ya muchas aportaciones en la literatura que muestran sus biografías. Así, 

hay más de medio millón de entradas en Google en las que pueden consultarse biografías 

muy completas de José Mariano Vallejo y Ortega (Albuñuelas, Granada, 1791 - Madrid, 1846), 

matemático, ingeniero y pedagogo español, uno de los más importantes matemáticos 

españoles de la primera mitad del siglo XIX, hermano del también matemático y militar 

Andrés Vallejo y de Ortega, quien se ocupó de editar y completar las obras de su hermano 

(véase Maz y Rico, 2013, por ejemplo). Y aunque menos, también hay muchísimas referencias 

(unas cinco mil) sobre Antonio Hugo de Omerique (Sanlúcar de Barrameda (CA), 1634 - ¿?, 

1698). Omerique fue, sin fuda, el mejor matemático de todo el barroco español. Su obra 

“Analysis Geometrica”, escrita el año 1698 y de la que se conserva un ejemplar en la Biblioteca 

Nacional y otro en el Real Instituto y Observatorio de la Armada de San Fernando, mereció las 

siguientes palabras de Isaac Newton (web1):   

“He visto el Analysis Geometrica de Omerique y lo considero como una juiciosa y valiosa 

pieza que responde a su titulo, pues en ella se establece un cimiento para restaurar el 

Análisis de los antiguos, el cual es mas sencillo, ingenioso y mas adecuado para un 

geómetra, que el álgebra de los modernos, porque los conduce con mayor facilidad y mas 

expresamente a la resolución de problemas, y la resolución que a ello conduce es, en 

general, mas sencilla y elegante que la que se puede extraer del Álgebra.” 
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Y finalmente, y aunque no pueda ser considerado propiamente como un matemático de 

acuerdo con la terminología actual, no podemos dejar de mencionar en este punto al 

fundamentalmente naturalista pero también científico y matemático, militar (Almirante de 

Marina) y escritor Antonio de Ulloa y de la Torre-Giralt (Sevilla, 1716 – Isla de León, 1795), de 

quien pueden encontrarse también más de medio millón de entradas en la red. Antonio 

participó en una expedición científica al Perú, junto con otro insigne descubridor, el alicantino 

ingeniero naval y también científico Jorge Juan y Santacilia, para medir un arco de meridiano 

terrestre y determinar si la Tierra estaba achatada por los polos o por el Ecuador. En esa 

expedición, Ulloa descubrió un nuevo metal precioso, el platino, actualmente más caro que el 

oro, que él llamó “platina del Pinto” en honor al lugar donde lo halló. 

De su nombre conviene hacer, sin embargo una aclaración sobre su segundo apellido; los 

apellidos de su madre “de la Torre Guiral”, pero en cambio en la lápida colocada en su honor 

en el Panteón de Marinos Ilustres de San Fernando, se le ponen los “de la Torre Bernardi”, 

aunque se ignora el porqué de este cambio, dado que no se ha encontrado documento alguno 

que diga que se lo cambió en algún momento de su vida (web2). En ese mismo panteón se 

encuentra una lápida en su honor en la que puede leerse (el texto de la misma está en 

mayúsculas): 

A la memoria del excmo. sr. d. Antonio de Ulloa y de laTorre Bernardi; caballero de la 

Orden de Santiago y comendador de Ocaña, teniente general de la armada española. Socio 

correspondiente de las Reales Academias de París, Londres, Estocolmo, Berlín y Bolonia. 

Enviado con algunos académicos parisinos a la provincia de Quito para medir algunos 

grados terrestres, en la región equinoccial con lo que se aclara mas la magnitud del mar y 

la figura de la tierra y después ocupado en muchos trabajos públicos, se mostró siempre 

con los servicios prestados fiel al rey y apareció como modelo de amor a la patria que, 

agradecida, le dedica esta lápida en el bicentenario de su muerte. Sevilla. 1716 - Real Isla 

de León, 1795. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figuras 1, 2 y 3. José Mariano Vallejo (izquierda), Hugo de Omerique (centro) y Antonio de Ulloa (derecha). 

En función por tanto de lo anterior y de los objetivos anteriormente mencionados, esta 

comunicación queda estructurada en tres secciones, en las que en la segunda de ellas se realiza 

una breve introducción histórica de las Matemáticas en la actual Comunidad Autónoma de 

Andalucía, reservándose la tercera para mostrar un breve resumen (por razones de extensión 

y para facilitar la consecución del tercer objetivo que se ha planteado), de la vida y obra de los 
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más conocidos matemáticos andaluces nacidos entre los siglos XV y XIX, dando ya por 

sentado que aunque no están todos los que son sí son, ciertamente, todos los que aquí están, 

entre los cuales, desafortunadamente, no se encuentra ninguna mujer, a consecuencia, sin 

duda, de la enorme discriminación de todo tipo, y particularmente de género, sufrida por la 

mujer durante ese extenso periodo. 

2.    Evolución histórica de las Matemáticas en Andalucía 

Con referencia a la evolución de las Matemáticas en Andalucía anteriores al siglo XX, 

podríamos establecer dos periodos bien diferenciados: toda la época anterior al siglo XV y la 

comprendida entre ese siglo XV y el XIX.  

Dado que uno de los objetivos principales de esta comunicación es centrarnos en el 

estudio del segundo de estos periodos, pasamos a continuación a exponer brevemente los 

datos más significativos del primero de ellos, para dedicarnos después, con mayor extensión, 

al segundo de los citados.  

2.1.    Las Matemáticas en el al-Andalus 

Aún siendo conscientes de la dificultad de establecer fundamentos y fechas precisas en 

todo aquello que se refiere a épocas muy alejadas de la actualidad, puede afirmarse, sin temor 

a errar mucho, que fue en el al-Andalus, el territorio de la Península Ibérica y de la Septimania 

bajo poder musulmán durante la Edad Media, entre los años 711 y 1492, donde aparecieron 

los primeros vestigios de lo que podríamos considerar como la “Matemática Andaluza”.  

Así, entre los que podríamos llamar primeros matemáticos andaluces podríamos citar a al-

Jayyani (Córdoba, 989-1079), quien escribió el primer tratado de trigonometría esférica, (otras 

fuentes lo sitúan como nacido en Jaén (?-1093). Fue un matemático de Al-Ándalus, que 

destacó especialmente por sus investigaciones y aportes en trigonometría, que desligó por vez 

primera de los estudios de astronomía. 

 A éste le seguiría al guadijeño (de Guadix, Granada) Muhammad b. Ridwan b. Arqam al-

Numayri (1313-¿), a quien se debe la introducción en al-Andalus del astrolabio lineal 

inventado por Saraf al-Din al-Tusi (1313-1374). 

Uno de los científicos más importantes de la época es, quizá, Maslama, nacido en Madrid, 

de nombre completo Abu-l-Quasim Maslama ibn Ahmad al-Faradi al-Hasib el-Qurtubí al-

Mairití, fundador de una escuela de Astronomía y Matemáticas en Córdoba, en la que se 

confeccionaron las primeras tablas astronómicas de la Península, de ahí que, a pesar de no ser 

andaluz, fue llamado por algunos “el príncipe de los matemáticos andaluces”. Maslama nació 

a mediados del siglo X en Madrid y murió entre 1007 y 1008 en Córdoba. Una biografía 

completa de Maslama, así como de su presunta hija Fátima de Madrid (la palabra “presunta” 

es debida al hecho de no estar certificada documentalmente su existencia) puede verse en 

(Núñez, 2016). 

Aproximadamente por el año 1085 se crea la Escuela de traductores de Toledo, cuyo 

nombre designa en la historiografía, desde el siglo XIII, a los distintos procesos de traducción 

e interpretación de textos clásicos greco-latinos alejandrinos, que habían sido vertidos del 

árabe o del hebreo a la lengua latina sirviéndose del romance castellano o español como 
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lengua intermedia, o directamente a las emergentes “lenguas vulgares”, principalmente al 

castellano. La conquista en ese año de Toledo y la tolerancia que los reyes castellanos 

cristianos dictaron para con musulmanes y judíos facilitaron este comercio cultural que 

permitió el renacimiento filosófico, teológico y científico primero de España y luego de todo el 

occidente cristiano. 

En ese tiempo también hay una época próspera en al-Ándalus en la que aparecen figuras 

destacadas como Jabir ibn Aflah (posiblemente Sevilla, 1100-1160) conocido como Geber o 

Cheber, otro de los astrónomos de la escuela de Toledo y uno de los matemáticos más famosos 

hispanoárabes. Aunque se sabe poco de su vida se cree que nació en Sevilla a mediados del 

siglo XII. Fue matemático y astrónomo, y, lo mismo que sus contemporáneos, discutió las 

teorías de Tolomeo.  

 

Figura 4. Cheber. 

El interés de Cheber ben Aflah está en su labor como matemático y, en particular, en sus 

aportaciones a la Trigonometría esférica; analizó la obra de los matemáticos anteriores, que 

conocía a fondo; demostró varias fórmulas de manera original, e introdujo nuevos teoremas, 

uno de los cuales, relacionado con el Teorema de Pitágoras, se conoce todavía con el nombre 

de teorema de Cheber. Dejó escritas interesantes obras sobre triángulos esféricos, alguna de 

las cuales se conserva en la Biblioteca Nacional de París. 

Por otra parte, el sabio más destacado de la escuela de Toledo del cadí Ben Said, y uno de 

los personajes más importantes de la ciencia hispanoárabe, es Azarquiel, cuyo nombre 

completo es Abuishac Ibraim Benyahaya el Nacax el Cortobí, y de cuyo apodo (Benazarquiel, 

Alzarcala, el Zarcalí...) pueden encontrarse hasta catorce variantes. 

Azarquiel nació en Córdoba en el año 1029 y se estableció en Toledo como forjador de 

hierro. Ben Said, dándose cuenta de las excepcionales dotes del joven cincelador, le facilitó las 

obras más importantes de la época, y Azarquiel las estudió con tanto provecho que acabó 

siendo maestro de los mismos que le enseñaron. 

Su talento se manifestó en todas las ramas de la Astronomía y las Matemáticas: fue un 

ingenioso inventor y constructor de aparatos y, sobre su construcción y manejo, dejó escritos 

varios tratados, casi todos ellos traducidos posteriormente al castellano o al latín en la corte de 

Alfonso el Sabio. Sus libros de Astronomía y Matemáticas, fueron libros de consulta en la 

Europa Occidental en los siglos posteriores. 
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Azarquiel tiene especial importancia porque tuvo una visión más audaz del sistema 

planetario que sus antecesores y fue el primero que hizo mover a los planetas menores 

alrededor del Sol y dio una teoría original sobre las estrellas fijas, que recogió Averroes en sus 

“Comentarios a Aristóteles”. Regiomontano aprovechó los conocimientos de Azarquiel en el 

siglo XV y Copérnico lo estudió, al mismo tiempo que a Albatenio, en el siglo XVI (web3). 

 

Figura 5. Azarquiel. 

Uno de los inventos que más asombraba a las gentes que visitaban Toledo era el de dos 

clepsidras (estanques que se llenaban coincidiendo con el plenilunio y se vaciaban con la luna 

nueva, funcionando como relojes de agua) construidas por Azarquiel a las orillas del Tajo, que 

permitían a los habitantes de Toledo conocer por ellas el día del mes y la hora. Los poetas las 

cantaron y algún ilustre visitante las calificó de “lo más maravilloso y sorprendente que hay 

en Toledo y que no tiene igual en el mundo habitado”. Desafortunadamente, de ellas, como de 

tantos otros artificios construidos por los ingeniosos sabios árabes, ya no queda ni rastro. 

Después de la muerte de Mamún de Toledo, Azarquiel marchó a Sevilla, donde continuó 

sus observaciones y sus estudios bajo la protección del rey al-Motámid. Aún tuvo tiempo, 

antes de morir, de conocer la caída de este desgraciado rey poeta y la invasión de los bárbaros 

guerreros almorávides. 

Como se ha indicado, la Escuela de Toledo es, principalmente, centro de Matemáticas y 

Astronomía. Entre sus miembros se puede citar al matemático y rabino judío Juan de Luna, 

nacido en el siglo  XII y conocido también como Juan de Sevilla, que cultivó las Matemáticas y 

la Astronomía y tradujo, a petición de Raimundo, arzobispo de Toledo, algunas obras árabes, 

relativas a la filosofía de Aristóteles. Las principales fueron “Epítome totius astrologiae”, 

“Chiromantia” y “Alfaganum” (web4). 

Más tarde, otro de estos matemáticos fue el granadino Ali b. Muhammad al-Qalasadi 

1412-1486), que nació en Baza y estudió en Granada y que a causa del avance cristiano, emigró 

al Norte de Africa, en donde murió (m. 891 / 1486). Como en muchos otros casos su obra se vio 

influenciada por la de un maestro marroquí muerto un siglo antes: Ibn al-Bann de Marraquex, 

cuya obra, Taljis fi-l-hisab, fue el punto de arranque de los descubrimientos de al-Qalasadi. 

Ambos autores han sido muy estudiados y en ellos se encuentran las raíces de ciertos 

descubrimientos atribuidos comúnmente a los cristianos del Renacimiento, entre ellos la 

introducción de la simbología matemática, desarrollada ya de modo continuo e 

ininterrumpido a partir de la segunda mitad del siglo XV.  

Un poco más adelante en el tiempo, fue en el Reino nazarí de Granada (1238–1492), 

también conocido como Emirato o Sultanato de Granada, donde se consolidaron los 
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principales descubrimientos de todo tipo (entre ellos los matemáticos) realizados en Al-

Andalus en los siglos XI y XII, los cuales serían conservados y transmitidos a Occidente 

gracias a la gran labor realizada por el rey castellano Alfonso X. Así, en los siglos XII-XIII se 

cultivaron en el mundo andalusí dos tipos de Matemática: la innovadora, representada por los 

maestros y discípulos de Avempace y transmitida por Averroes y después por Maimónides y 

la tradicional representada por Ibn Badr.  

Y ya en la Edad Moderna, a partir de 1492 sí se tiene constancia de varios matemáticos 

andaluces, de apellidos castellanos, que son los que pasamos seguidamente a comentar (una 

más completa y detallada información sobre la matemática andalusí, puede consultarse en 

(Bernis, 1956 y Venet, 2012)).  

Finalmente, es conveniente indicar que la creación de los estudios oficiales de 

Matemáticas en Andalucía ocurre en las Universidades de Granada en 1962 y Sevilla en 1967, 

impulsadas por los profesores doctores don Alfonso Giraun y don Antonio de Castro, 

respectivamente, y se extienden posteriormente a otras ciudades. Comienzan entonces a 

formarse las primeras generaciones de matemáticos andaluces que tienen un medio en el que 

desarrollarse. Un estudio del Comité Andaluz para el Año Mundial de las Matemáticas (2000) 

mostró que la producción en investigación matemática, que antes de 1980 representaba el 9% 

de la española y que a su vez era el 1% de la mundial, ha crecido hasta situarse en el 17% de la 

española, que ya representa el 2,6% de la mundial en el último quinquenio del siglo XX, 

siendo muchos desde entonces los matemáticos andaluces que han conseguido un reconocido 

prestigio investigador internacional (véase (web5) para mayor información).   

3.    Biografías de algunos matemáticos andaluces nacidos entre 

los siglos XV y XIX 

3.1.     Juan Pérez de Moya 

No se sabe con certeza la fecha exacta del nacimiento de Juan Pérez de Moya, notable 

humanista, profesor de Matemáticas en la Corte y en la Universidad de Salamanca, mitógrafo 

(investigador de mitos y leyendas antiguas) y autor de diversos libros sobre Filosofía, Historia 

y Matemáticas. 

En (Moreno, 1996) se indica que debió nacer “antes de 1513”, ya que a partir de ese año 

existen libros parroquiales, y en ellos no figura su nombre, por lo que la mayoría de biógrafos 

y autores que se han ocupado de él dan como fecha de su nacimiento el año 1512. Sin 

embargo, en otras fuentes, (web6 y 7), por ejemplo, se precisa el año 1513, mientras que en 

(web8) se indica que fue “hacia 1513” y en (web9) únicamente se dice que fue en el siglo XVI.  

Juan Pérez de Moya fue hijo de Gonzalo de Moya y en lo que sí coinciden todas las 

fuentes es en el lugar de su nacimiento: la villa de Santisteban del Puerto, en la provincia de 

Jaén. No se duda de ello ya que en casi todas las portadas de sus libros se señala que es 

natural de esa villa, cosa insólita, ya que no es usual que junto al nombre de cualquier autor 

figure la localidad donde nació.    

 Tampoco son muy abundantes los datos existentes en la literatura en lo que se refiere a 

sus estudios. Sí está constatado que estudió en Salamanca, donde alcanzó el grado de 

bachiller, título con el que pasa a firmar sus escritos. Allí compuso precisamente su primera 
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obra, la famosa “Aritmética”, de la que se hicieron numerosas ediciones, siendo la primera la 

de 1562, que dedicó al Príncipe Carlos. También realizó estudios en Alcalá de Henares, en 

donde residió trece años y escribió varios libros. 

Con veinticuatro años, ya bachiller, fue capellán de su ciudad y después beneficiado de 

San Marcos de León. En 1558, paga al Beneficiado Diego Marín el importe del rescate de su 

sobrino Juan de Feria, cautivo en Tetuán. En 1585, de nuevo de vuelta en su ciudad, de la que  

había salido anteriormente, actúa como padrino del primer hijo del sobrino rescatado.  

En la última etapa de su vida, en 1583, presenta al Rey un Memorial, mediante poder a los 

procuradores, para que se le otorgara un beneficio. El Rey Felipe II, en contestación al mismo, 

expide en San Lorenzo de El Escorial una Real Provisión, fechada el  10 de septiembre de 1590, 

por la que se le nombra canónigo de la Catedral de Granada, canonjía que había quedado 

vacante por fallecimiento de Don Diego de Berdeñoso.  

Con respecto a su obra, Juan Pérez de Moya, que nunca fue profesor universitario aunque, 

según el prologuista de uno de sus libros, se dedicó a la enseñanza, principalmente de las 

matemáticas, siendo en primer lugar un buen divulgador de esta disciplina. Entre sus 

principales obras relativas a esta materia destaca su “Arithmetica practica y especulativa” 

(Salamanca; M. Gast, 1562); reeditado durante el siglo XVI en Madrid (1578 y 1598) y Granada 

(1590).  

Este libro, publicado en Salamanca en 1562, que constituyó la recopilación de dos 

anteriores, fue el libro más importante de cuestiones matemáticas en castellano en el siglo XVI 

y consagró a su autor en vida como uno de los autores más ilustres en materia matemática. 

Considerada como probablemente la obra matemática más importante de la España del siglo 

XVI, era en realidad en un conjunto de libros escritos previamente por Pérez de Moya sobre 

diversos temas matemáticos, entre ellos cálculo mercantil, álgebra, geometría, astronomía, 

geografía y náutica que, a través de sucesivas reediciones, fue revisando y perfeccionando. El 

primero de esos libros fue el “Libro de cuenta”, un manual de cálculo mercantil, en el que 

Moya explica con detenimiento la utilidad del estudio de la aritmética, la cual, según él, 

"conserva la amistad y concordia entre los tratantes" (véase [7]). Otro de los libros de esta obra 

fue el tratado de álgebra titulado “Compendio de la Regla de la cosa o Arte Mayor” (el álgebra 

aplicada a la resolución de ecuaciones, siendo el primer autor español que trata esta regla), 

publicado en 1558 e inspirado probablemente en la obra de Marco Aurel aparecida seis años 

antes. A Moya se debe, pues, el segundo libro de álgebra impreso en lengua castellana. La 

Aritmethica fue posteriormente editada, prologada y anotada por el matemático madrileño 

Felipe Picatoste y Rodríguez (1834-92) en el siglo XIX (Madrid: imprenta de F. Iglesias y P. 

García, 1875). El libro noveno ha sido traducido a varias lenguas, y constituye una defensa de 

la dignidad y utilidad de las matemáticas. Puede leerse con independencia de los otros, y se 

puede considerar como la primera colección de Matemática Recreativa, o de amenidades 

matemáticas que se publica en castellano. Conviene indicar, finalmente, que esta obra de 

Pérez de Moya es referenciada en (Picatoste, 1875 y Rodríguez Vidal, 1987) con el nombre de 

“Diálogos de la Arithmetica practica y especulativa”. 
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Figura 6. La Aritmética de Juan Pérez de Moya. 

Sus otros trabajos matemáticos contienen además algunos datos curiosos e interesantes. 

Así, en 1564 escribió, aunque no llegara a publicarse, “Arte de marear” (1564), verdadera 

exposición de los conocimientos del momento, en el que recogió cómo se trazaban las 

meridianas en las cartas de navegación, el uso del astrolabio, las alteraciones de la aguja o el 

uso de la ballesta para la estrella polar.  

Años más tarde y durante su estancia en Alcalá de Henares publicó su “Tratado de 

Geometría Práctica y Especulativa” (Alcalá de Henares, 1573) y también en ese mismo año y 

ciudad, “Tratado de cosas de Astronomía, y cosmografía y philosophia natural” Mas tarde, 

publicó unas “Reglas para contar sin pluma y de reducir unas monedas castellanas a otras”. 

 

Figura 7. Tratado de Geometría de Juan Pérez de Moya. 

En los “Fragmentos Mathematicos” Pérez de Moya trata nociones de Geometría,  

Astronomía, Geografía, Cosmografía, Filosofía Natural, Navegación (la esfera y el astrolabio) 

y relojes del momento. Para ello, se remite a los tratadistas más importantes de cada tema. Así, 

al hablar de la declinación de la aguja magnética cita a Martín Cortés, Pedro Medina y Pedro 

Núñez y también menciona la teoría coperniquiana sobre el movimiento de la Tierra, en el que 

expone los tradicionales argumentos en su contra (véase (web10) para mayor información). 

Aparte de lo anterior, Juan Pérez de Moya, además de matemático, es también 

considerado  mitógrafo y escritor. Aunque no sea ése el objetivo de esta contribución, no 
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pueden dejar de indicarse también sus escritos de mayor relevancia sobre estos temas. Así, en 

1583 se publicó su “Varia historia de sanctas e illustres mugeres en todo género de virtudes”, 

que se inscribe dentro de la temática de la biografía moralizante. También participa de este 

carácter doctrinal sus “Comparaciones o símiles para los vicios y virtudes” (Alcalá de 

Henares, 1584), reeditada varias veces y sobre todo, su última obra, Philosophia secreta de la 

gentilidad (Madrid 1585), un tratado de mitología grecorromana de sesgo humanístico donde 

se procura extraer una enseñanza moralizadora de cada mito.  

 

 

Figura 8. Obras de Juan Pérez de Moya. 

 

Al igual que ocurre con la fecha de su nacimiento, también sucede lo mismo con la fecha 

de su fallecimiento, pues no se conoce a ciencia cierta la fecha en la que falleció Juan Pérez de 

Moya, tal como pasa prácticamente con toda su trayectoria vital. Todas las fuentes la sitúan en 

Granada, y en (web7) se indica que “está documentalmente comprobado que su muerte 

ocurrió entre el 29 de octubre y el 15 de noviembre de 1596”, pues el último cabildo al que 

asistió fue en octubre de ese año.  No obstante, la mayoría de las fuentes dan 1597 como el año 

de su fallecimiento (véase (Moreno, 1996), por ejemplo). 

Personajes muy importantes de su tiempo fueron grandes admiradores de la obra de Juan 

Pérez de Moya, el Padre Moya, como se le conocía, y en sus bibliotecas figuraban los libros 

anteriormente citados. Entre estos personajes ilustres, que reconocieron la importancia del 

Padre Moya pueden ser citados Jorge Manuel, el hijo de El Greco, Alonso de Vandelvira, hijo 

del famoso arquitecto, Eufrasio López de Rojas, autor de la fachada principal de la Catedral de 

Jaén, el famoso pintor Velázquez que apreciaba las obras de Moya como las más interesantes 

de su biblioteca y que de hecho se inspiró para la ejecución de algunos de sus cuadros de tema 

mitológico precisamente en la Filosofía Secreta de Moya, como "Los borrachos o el triunfo de 

Baco", "La fragua de Vulcano", etc. Lope de Vega dijo de él en su obra "El Peregrino en su 

Patria": "Moya es notable y célebre aritmético".  

El investigador y estudioso de la obra de Moya, Don Fernando Chica Arellano, ha 

publicado en el Boletín del Instituto de Estudios Gienneses un interesante estudio sobre la 

obra del Bachiller "Comparaciones y Símiles", titulado "Juan Pérez de Moya (1513-1596) en su 

vertiente de orador sagrado" y su localidad natal, Santisteban del Puerto supo honrar la 

memoria de tan ilustre hijo y le dedicó la calle en la que se conserva la casa donde nació, y en 

la que el Ayuntamiento ha colocado una lápida conmemorativa, y como un homenaje a su 

memoria, un Colegio Público de la localidad lleva su nombre. 
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3.2.   Gonzalo Antonio Serrano 

Existen escasísimas referencias en la literatura sobre Gonzalo Antonio Serrano, médico, 

astrónomo y matemático del siglo XVII, nacido en Córdoba, el día 5 de noviembre de 1670, en 

el barrio de San Lorenzo. 

Como matemático y astrónomo, se ocupó especialmente de los eclipses, usando para ello 

un singular observatorio que instaló en la Torre de la Malmuerta, en Córdoba. Como médico, 

aparte de ejercer su profesión, se preocupó especialmente de realizar una labor de recopilación 

de la medicina andalusí.  

Entre sus principales escritos destacan los siguientes: 

1. Tablas Filípicas, católicas o generales de los movimientos eclipses, utilizando la Torre 

de la Malmuerta para sus observaciones  

2. Astronomía Universal teórica y práctica. Córdoba, (1735)  

3. Apología Pacífica Medio Práctica y rayos luminosos de Apolo (1739)  

4. Teatro supremo de Minerva con su católico decreto y sentencia definitiva á favor de la 

Astrología, Córdoba, 1723,  

5. Crisis Astrológica.  

De ellos, el primero, segundo y quinto se refieren a sus estudios astronómicos, mientras 

que el tercero y cuarto son más bien divulgativos. El tercero en concreto se debió al empeño ya 

comentado de recopilar toda la medicina andalusí. 

 

  Figura9. La Crisis Astrológica de Gonzalo Antonio Serrano 

  

En (web12) puede leerse un curioso suceso que le acaeció al doctor Serrano (como así era 

conocido) en 1727. Por su significativa importancia, lo transcribimos a continuación: 

“En Córdoba, año de 1727, día 18 de julio, el Doctor D. Gonzalo Antonio Serrano, 

saliendo de la calle de la Pierna, al volver para Sra. Santa Ana, alevosamente fue 

acometido y herido en la mano derecha de una cuchillada por uno que detrás de la esquina 

le esperaba acompañado de otro, y luego que recibió el golpe, invocando el nombre de la 
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Virgen Santísima de Linares, aunque el alevoso le tiró otras dos cuchilladas, la una en un 

brazo que totalmente cortó hasta la camisa, la otra en la cabeza, y de ninguna de estas 

recibió lesión en la carne, y la de la mano aunque con nervio y huesos cortados, fue sano 

en tan breve tiempo, que admirados los cirujanos, lo tuvieron á milagro. Y á su devoción 

se puso éste, año 1729. 

No cabe duda que el escritor cordobés don Gonzalo Serrano, de quien en varias ocasiones 

nos hemos ocupado, y cuyo epitafio copiamos en la iglesia de los Padres de Gracia, sufrió 

este percance al final de la calle de la Pierna. Éste era un hombre querido y respetado en 

Córdoba, y por lo tanto no se le conocían enemigos para que ejercieran con él esa clase de 

venganza; por consiguiente será preciso atender a lo que la tradición nos cuenta.  

Dícese que cierta noche llamaron a don Gonzalo para ver a un enfermo, y que cuando 

salió a la calle tres embozados de buen aspecto se arrojaron sobre él, le vendaron los ojos, 

amenazándole con la muerte si gritaba, y dándole seguridades de su persona si guardaba 

silencio. Así le hicieron andar muchas calles, lo entraron en una casa y, llevándolo hasta 

una estancia, lo descubrieron, presentándole una señora tapada con un gran velo, 

próxima a ser madre. Era preciso operarla y a él se le encomendaba. Obedeció con su 

notable acierto, recibiendo por su trabajo una gran cantidad de dinero, y después lo 

llevaron hasta la puerta de su casa, donde le dieron las gracias, manifestándole que si algo 

se vislumbraba de aquel suceso pagaría su indiscreción con la vida. Algo, tal vez, se 

sabría, y el lance de la calle de la Pierna sería quizá el cumplimiento de aquellas 

amenazas.” 

Serrano falleció en Córdoba, la misma ciudad donde nació y vivió, en 1761. 

3.3.    Celestino Mutis y Bosio 

No deseamos extendernos mucho en esta comunicación en la figura del polifacético José 

Celestino Mutis y Bosio, presbítero, lingüista, geógrafo, médico, botánico y matemático nacido 

en Cádiz en 1732 y fallecido en Santa Fe de Bogotá, Virreinato de Nueva Granada, en 1808, ya 

que aparte de las numerosas biografías ya existentes sobre su figura, es mucho más conocido 

por  sus trabajos en Botánica, fundamentalmente, que por su obra matemática (puede 

consultarse una extensa y completa biografía en (web13).  

Habiendo cursado sus estudios en la Universidad de Sevilla, Mutis está actualmente 

considerado como el redescubridor científico de América.  

Como ya se ha indicado, Mutis es conocido sobre todo por sus trabajos en Botánica. 

Siendo médico en Santa Fe, descubrió la quina, en lo que ahora es Colombia y más tarde creó 

la primera expedición Botánica en Perú, de la que fue designado director, y de la que se 

obtuvieron resultados muy importantes que permitieron la descripción de más de 2700 

especies botánicas distintas. 
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Figura 10. Celestino Mutis. 

Como Matemático, Mutis cambió los estudios de esta disciplina en el Colegio del Rosario, 

de Santa Fe, donde actualmente reposan sus restos y expuso las teorías astronómicas más 

avanzadas de aquellos tiempos a la atrasada sociedad de la época, declarándose copernicano. 

Precisamente, debido a esa declaración, en 1774 tuvo que defender ante la Santa Inquisición, 

ante la que fue denunciado, la conveniencia de enseñar los principios de Copérnico y la Física 

y Matemática Newtonianas. 

3.4.     Vicente Tofiño San Miguel y Wandevalle 

Vicente Tofiño San Miguel y Wandevalle nació en Cádiz en 1732. A los doce años quedó 

huérfano de padre y madre, por lo que pasó a vivir, junto con una hermana, a Villanueva de la 

Serena (Badajoz), de donde era su padre, quedando al cuidado de un tío suyo eclesiástico.  En 

esa localidad estudió por su cuenta los quince libros de Euclides. 

En 1747 ingresó como cadete de guardias españoles y cuatro años más tarde asistió a los 

cursos de la Academia Militar que había fundado en Cádiz el Marqués de la Ensenada, 

entregándose apasionadamente al estudio de la física experimental. 

Fruto de sus conocimientos, fue elegido por Jorge Juan, en noviembre e 1755, como tercer 

maestre de Matemáticas de la Compañía de Guardiamarinas, tiempo durante el cual se ocupó 

de las observaciones astronómicas y escribió libros de texto para los alumnos de la Academia.  

 

           Figura 11. Vicente Tofiño. 
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Durante su carrera, fue marino, cosmógrafo y matemático, participando en los sitios de 

Argel y Gibraltar. 

Entre su producción científica merecen destacarse “El gran atlas matemático de las costas 

de España”, una colección de cartas esféricas de las costas de España y África, que le 

proporcionó una gran fama, y el “Tratado de Geometría elemental y Trigonometría 

rectilínea”. 

Tofiño llegó a ser jefe de escuadra de la Armada española, navegado tanto como sus 

labores docentes le permitieron y falleció en San Fernando (por aquel entonces Isla de León), 

localidad muy cercana a Cádiz en 1795 una biografía muy extensa sobre él puede consultarse 

en (web14). 

3.5.    Dámaso Preen y Preen  

No hay prácticamente ninguna fuente bibliográfica ni informática que proporcione 

información sobre el teólogo y religioso jesuita, también matemático Dámaso Preen y Preen (a 

pesar de sus apellidos), nacido en Cádiz en 1743.  

Solo en (web15) se da una escueta noticia de la fecha de su nacimiento y se indica que sus 

principales obras científicas fueron “Instituciones”, “Geografía e Historia” y “Matemáticas”. 

3.6.    José de Mendoza y Ríos  

José (en otras fuentes Josef o Joseph) de Mendoza y Ríos nació en Sevilla en 1762. Es 

conocido por ser un astrónomo y matemático del siglo XVII, famoso por sus obras en el campo 

de la navegación y de la astronomía náutica. 

Fue educado en el Real Seminario de Nobles de Madrid, una institución a la que 

concurrían los hijos de familias de alta prosapia y consideración social, y llegó a ser Oficial de 

Marina. 

   

Figura 12. Tomo I del Tratado de Navegación. 

 

En 1787 publica su primera obra en dos tomos, titulada “Tratado de Navegación. Tomo I y 

tomo II” (Madrid, Imprenta Real, 1787) sobre las ciencias y técnicas de navegación, que sirve 
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de referencia de la época. Tras ello, propone la creación de la biblioteca marítima, ubicada en 

Cádiz, que con el tiempo se convierte en el Depósito Hidrográfico de la Marina. 

En 1789 le es encomendada la misión de adquirir libros en Londres para el Ministerio de 

Marina. En dicha ciudad entabló amistad con científicos ingleses y fue elegido miembro de la 

Royal Society en 1793. 

Realizó varios servicios como intermediario científico con Inglaterra. Así, en 1796 sometió 

a la consideración del Ministerio de Estado un catálogo de mapas publicados en Inglaterra e 

Irlanda, y negoció la compra de un telescopio Herschell de dos pies de diámetro para el 

Observatorio de Madrid. En 1798 adquirió y envió desde Inglaterra una colección de libros 

científicos para el Depósito Hidrográfico. Dada su calidad de enlace entre la Marina española 

y los constructores ingleses de instrumentos, Mendoza siempre se mantuvo firme en su 

insistencia sobre la necesidad de profesionalizar la fabricación de instrumentos náuticos, 

apartándose de las personas que él llamaba practicones, que eran las que sin conocimientos 

científicos para ello producían brújulas e instrumentos similares. 

 

Figura 13. José Mendoza y Ríos. 

También publicó varias tablas empleando el “Método del Haversine” que él inventó para 

facilitar los cálculos de astronomía náutica y navegación. Este método, denominado en 

castellano la “fórmula del semiverseno” facilita una importante ecuación para la navegación 

astronómica, permitiendo calcular la distancia medida sobre meridianos entre dos puntos del 

globo conocidas sus longitudes y latitudes respectivas. Es un caso especial de una fórmula 

más general de trigonometría esférica que relaciona los lados y los ángulos de triángulos 

esféricos. 

Ésa fue la contribución más famosa de Mendoza a la navegación: el procedimiento para 

"despejar la distancia", el aspecto más laborioso de la determinación de longitudes por el 

método lunar. Para efectuar una lectura exacta se tiene que despejar "la distancia aparente de 

los efectos de paralaje y refracción en orden a determinar el ángulo desde el centro de la Tierra 

entre las direcciones del centro de la Luna y el centro de una estrella, de un planeta o del Sol". 

Téngase en cuenta que, al respecto, existían muchos procedimientos distintos. De hecho, el 

propio Mendoza describe cuarenta de ellos en un artículo de 1797 publicado en las 

Philosophical Transactions (número 11 de la lista de sus trabajos que se indica más adelante). 

Su contribución propia estriba en unas tablas exhaustivas y un instrumento, un círculo de 
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reflexión, del que ahora hablaremos, que medía la longitud del arco meridional. De las tablas 

de Mendoza, aproximadamente la mitad están dirigidas al problema de despejar la distancia 

lunar, con valores para cada minuto del arco. Sus tablas de 1802 incluyeron otras de corrección 

en las que se combinaban los valores para la refracción y el paralaje de la luna, constituyendo 

una original y economizadora innovación (web16). 

Como se ha indicado, en el campo de los instrumentos náuticos, Mendoza perfeccionó el 

círculo de reflexión, que se utilizaba para medir ángulos de hasta 180º entre dos cuerpos 

celestes. Este círculo había sido inventado por el astrónomo y geómetra alemán Tobías Mayer 

en 1752 y perfeccionado por él mismo en 1767. 

Así, en 1801, Mendoza envió su manuscrito a la revista English Board of Longitude 

mientras esperaba una ayuda financiera para su publicación. En esa empresa obtuvo la ayuda 

del presidente de la Royal Society of London, Joseph Banks, al que Mendoza dedicó la 

segunda edición de las Tablas; El manuscrito fue sufragado finalmente por el almirantazgo 

británico, la propia revista Board of Longitude y la East India Company.  

El círculo de reflexión fue el problema que más interesó a Mendoza. Una notable 

limitación de los instrumentos de náutica era que dichos instrumentos tenían que ser 

sostenidos con la mano y cuanto más pequeño era el instrumento mayor era su imprecisión. 

Según Mendoza, los instrumentos grandes eran útiles en astronomía práctica, porque 

permitían al observador (web16) "leer ángulos según una pequeña fracción de grado, así como 

disminuir en la construcción las inexactitudes procedentes tanto de los errores de las 

divisiones como de la excentricidad del índice”. 

 

Figura 14. Tablas de José Mendoza para facilitar el cálculo de la astronomía náutica 

 

Como ya se ha indicado, Tobías Mayer había mejorado notablemente el círculo de 

reflexión. Su círculo era más preciso que los anteriores porque, en lugar de leer un simple 

ángulo se leía un múltiplo de éste. Pero era difícil de usar porque requería observaciones 

repetidas para producir dos imágenes paralelas. El círculo de Mayer había sido mejorado a su 

vez por Jean-Charles de Borda, que fijó el anteojo a la alidada. Mendoza añadió al círculo de 

Borda un segundo arco, concéntrico al original. Según García Franco: "estaba graduado y 

unido a la alidada que es portadora del espejo pequeño; sobre este círculo podían deslizarse 

dos pequeñas piezas que se mantenían fijas merced a ciertos resortes, con las cuales se 
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conseguía rápidamente llevar los dos objetos al campo de visión" (véase [9] para más detalles). 

Totalmente partidario de las modernas corrientes científicas, Mendoza aceptó la cosmología 

copernicana y la física newtoniana. 

Mendoza escribió sobre una veintena de libros sobre aspectos y cálculos de la navegación, 

muchos de los cuales fueron ellos publicados por la Imprenta Real de Madrid. Otros fueron 

publicados por las principales revistas de investigación del momento, como el titulado “. On 

an improved reflecting circle”, aparecido en los Philosophical Transactions en 1801. 

3.7.    Diego Terrero y Pérez 

Nacido en Cádiz en 1830 y fallecido en Oviedo en 1892, este matemático y escritor 

gaditano es bastante conocido, pero no por su actividad matemática sino por su actividad 

literaria y por su relación con el también poeta asturiano Teodoro Cuesta, con quien mantuvo 

una buena amistad.  

Seguramente esta amistad se forjó en Oviedo, en donde Terrero ejercía de profesor, y más 

concretamente, pudo ser en el Círculo Mercantil e Industrial de Oviedo, en donde Terrero era 

el presidente de la sección literaria que organizaba quincenalmente una velada poético-

musical y a la que asistía T. Cuesta, el poeta asturiano más popular del siglo XIX. Los dos 

amigos mantuvieron una “polémica” en verso sobre las excelencias de Asturias y Andalucía; 

uno en andaluz –Diego Terrero-, y otro en asturiano –Teodoro Cuesta. 

 

Figura 15. Obra poética de Diego Terrero. 

 

Desde el punto de vista estrictamente matemático, Terrero escribió un libro titulado 

“Lecciones de Aritmética y de Álgebra”, que tuvo un éxito importante. Más datos sobre su 

biografía pueden encontrarse en (web17). 

3.8.    Cecilio Jiménez Rueda 

El matemático andaluz Cecilio Jiménez Rueda nació en la localidad granadina de Atarfe, 

el 27 de junio de 1858.  
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Aunque pueda parecer sorprendente, a los doce años ya fue subvencionado por el 

ayuntamiento de su ciudad para dirigir una escuela de párvulos, en la que llegó a tener más 

de cien alumnos. En 1873 se instaló en Granada, dirigiendo un colegio de segunda enseñanza, 

al mismo tiempo que asistía de noche a la Escuela de dibujo de Santo Domingo y cursaba el 

bachillerato.  

A los 20 años, en 1878, ganó el premio extraordinario que había instituido el Gobierno 

para solemnizar el primer matrimonio del Rey Alfonso XII y ese mismo año obtuvo, con 

premio extraordinario, el título de bachiller, empezando en 1880 en Granada la carrera de 

ciencias, que terminó en Madrid. En 1886 se licenció, y en 1888 se doctoró en ciencias físico-

matemáticas, obteniendo en ambos grados la máxima nota.  

Ese mismo año fue nombrado, previo concurso de méritos, auxiliar numerario de la 

Facultad de Ciencias de Madrid, en cuyo cargo explicó varios cursos de Mecánica, Física 

Matemática, Geometría y Análisis, obteniendo por oposición, en 1892, la plaza de ayudante de 

Dibujo de la misma Facultad. En 1896 ganó la cátedra de Geometría, y Geometría Analítica de 

la Universidad de Valencia, de cuya estación meteorológica fue también encargado durante 

los tres años que residió en dicha capital.  

Cuatro años más tarde, en 1900 y por efecto de la reforma de García Alix, pasó, previo 

concurso, a Madrid donde se encargó de la cátedra de Geometría Métrica, y en concepto de 

acumulada, de la de Complementos de Álgebra y Geometría de la sección de Naturales.  

Durante su dilatada vida profesional, Jiménez ocupó numerosos cargos académicos. Así, 

fue Presidente de la Sociedad Facultativa de Ciencias y Letras, cuya revista dirigió, en 1895, 

delegado en España de la Comisión Internacional de la Enseñanza Matemática, entre 1912 y 

14), Vicepresidente de la Asociación Española para el progreso de las Ciencias, Director de la 

Revista de la Sociedad Matemática Española, en el curso 1915-16 y nombrado miembro 

Numerario de la Real Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales.  

Entre su obra científica pueden destacarse las tituladas “Prolegómenos de aritmética 

universal”, “Sobre la constitución molecular de los cuerpos gaseosos”, “Tratado de las formas 

geométricas de primera categoría”, “Tratado de las formas geométricas de segunda categoría” 

y “Lecciones de geometría métrica y trigonométrica”, habiendo sido además autor de muchos 

artículos en las revistas científicas de la época (web18). 

3.9.   Pedro Miguel González Quijano 

Matemático e ingeniero, Pedro Miguel González Quijano nació en Jerez de la Frontera 

(Cádiz) en 1870, ciudad en la estudió el bachillerato y de la que marcha a Madrid, una vez 

terminados dichos estudios, para cursar la carrera de Ingeniería, regresando de nuevo a Jerez 

una vez obtenida su licenciatura en 1894. Ya entonces comienza a publicar artículos en Madrid 

Científico y en la Revista Hispanoamericana de Matemáticas, así como en otras publicaciones 

francesas del mismo género. 

En 1897 logra su primer trabajo como ingeniero en Murcia, donde tanto allí como a su 

regreso a Cádiz, realiza varios proyectos de ingeniería que le dan una gran fama y le hacen ser 

reconocido como un genial y sabio científico español. El 19 de octubre de 1915 presentó una 

ponencia en el Congreso Internacional de Ingeniería, que contribuyó a catapultar su 
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celebridad como matemático. Desde entonces la denominada “Función Quijano” es estudiada 

en la mayoría de las carreras científicas. 

En 1920, la “Sociedad Matemática Hispanoamericana” le pidió desarrollar un curso de 

Geometría en la Universidad Central de Madrid. En 1922 es profesor de Hidrología en la 

Escuela de Ingenieros de Caminos y obras Hidráulicas de Madrid y sus méritos son ya tan 

reconocidos que el propio Estado le otorga el “Premio del Consejo de Obras Públicas” de 

dicho año. En 1925 sería recibido como académico de la Real Academia de Ciencias Exactas y 

Naturales, acto en el que pronunció una brillantísima conferencia bajo el título: Azar y 

determinismo.  

González Quijano fundó el Ateneo jerezano y publicó innumerables artículos científicos 

en revistas hispanoamericanas y francesas. Desarrolló cursos de Geometría en la Universidad 

Central de Madrid e ingresó en la Real Academia de Ciencias Exactas y Naturales. Sin 

embargo, aunque tiene algunas publicaciones de Matemáticas, entre ellas una en 1931 titulada 

“Las Leyes de probabilidad”, la mayoría de sus más de veinte publicaciones, entre 1906 y 

1946, versaron sobre temas de obras públicas e hidráulicas y también fue redactor jefe de la 

revista “Obras Públicas”. 

 

 

Figura 16. Pedro M. González Quijano. 

 

González Quijano falleció en Madrid en 1958. Hasta 1979, la actual jerezana calle Francos 

estuvo rotulada con el nombre de “Ingeniero González Quijano” (web19). 

3.10.    Emilio Herrera Linares 

Emilio Herrera Linares nació en el seno de una familia burguesa de tradición militar, 

amante de la ciencia y el arte, en Granada en 1879. 

Muy pronto se despertó en él su interés por la ciencia, gracias a los frecuentes viajes que 

hacía su padre a París para conocer los adelantos técnicos y científicos más modernos. Su 

padre compraba y llevaba a Granada artilugios de ciencia recreativa e inventos, con los que 

realizaba experimentos y trucos de magia ante sus invitados, ayudado por su hijo. Entre otras 
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novedades, trae a Granada, por primera vez, una exhibición aerostática, que sin duda ejerció 

una influencia decisiva en su vida. 

En 1896, después de una breve y frustrada estancia en la Universidad de Granada, por 

discrepancias científicas con su profesor de Química, se decide por preparar el ingreso a la 

Academia de Ingenieros de Guadalajara, lo que consigue en un tiempo muy corto. Terminada 

la carrera, en 1901, recibió su primer destino en Sevilla.  

Sus últimos años en la Academia coincidieron con el nacimiento de la Aerostación 

española. Desde 1906, Herrera se dedicó a la Aerostación de forma definitiva, aunando interés 

científico y deportivo. Así, en 1905 realizó una ascensión en Burgos para estudiar un eclipse de 

sol, lo que le permitió realizar su primer trabajo científico y en la década siguiente participó 

activamente y con notables éxitos en un sinfín de pruebas y certámenes aerostáticos en España 

y Europa.  

En 1909 se casó con Irene Aguilera, tuvo a su primer hijo y se incorporó a la recién 

instalada Unidad de Aerostación en el frente de Melilla. Dos años después, cuando en 1911 

nace la aviación militar española, Herrera obtuvo el título en la primera promoción de pilotos 

y pasó a alternar sus servicios en la Aerostación de Guadalajara y en Aviación de Cuatro 

Vientos, donde asumiría la formación de las siguientes promociones de pilotos. 

En 1913, Herrera, junto con Ortiz Echagüe, cruzó el Estrecho de Gibraltar, siendo 

condecorado por ello, si bien ésa fue su última hazaña deportiva, ya que a partir de ese 

momento se centró en la actividad científica. Así, como miembro de la Sociedad Matemática y 

Vicepresidente de la misma desde 1919, conoció, estudió y difundió la teoría de la relatividad, 

participando de hecho activamente en la organización de la visita de Albert Einstein a Madrid, 

en 1923. Fue sin duda aquel acontecimiento el que consolidó su prestigio como matemático. 

También se incorporó en 1927 a la Real Sociedad Geográfica, siendo elegido años después 

académico, y contó con el apoyo de ambas sociedades para acometer su proyecto de ascensión 

a la Estratosfera. 

La aeronáutica española destacaba en aquellos años por su estrecha vinculación con los 

avances científicos y técnicos españoles, en lo que Herrera fue protagonista decidido: Se 

diseñaron y construyeron aparatos y aeropuertos, se crearon las primeras líneas aéreas, 

nacieron las primeras empresas españolas del sector, se batieron récords. Herrera participó de 

esta vorágine y fue uno de sus mayores responsables de la creación del Laboratorio 

Aerodinámico de Cuatro Vientos, al que permaneció vinculado desde que acometió su 

proyecto en 1918 hasta 1936, y cuya dirección desempeñó con notable acierto.  

En la década de los años 20, Herrera mostraba una gran actividad. Ayudó a Juan de la 

Cierva en la invención del autogiro, prototipo de los futuros helicópteros y participó en la 

construcción y diseño del Laboratorio Aerodinámico de Cuatro Vientos, inaugurado en 1921 y 

dotado de uno de los túneles de viento más grande y modernos del momento. Este sería el 

futuro embrión del actual Instituto Nacional de Técnica Aeroespacial (INTA). Aquí, Herrera 

comenzó a investigar la vestimenta y los sistemas de respiración más adecuados para la 

navegación aérea. Así, en 1935 crearía la "escafandra estratonática", un modelo de uniforme y 

escafandra autónoma para los tripulantes de globos de gran altitud, que se convertiría en el 

precursor del traje espacial. 
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Figura 17. El traje espacial ideado por Emilio Herrera. 

Herrera se ocupó de toda novedad aérea, hidroaviones, dirigibles, autogiros, presentando, 

a mediados de la década, su proyecto de línea aérea transatlántica de dirigibles y creando en 

1928, con la colaboración de Hugo Eckener, máximo responsable de la empresa alemana 

Luftschisbau Zeppelin, una compañía hispano-alemana para la unión aérea de Europa con 

América mediante dirigibles, aunque la falta de apoyo de la administración española acabaría 

frustrando ese proyecto. 

Herrera ocupó numerosos cargos de importancia, tanto nacionales como internacionales. 

En 1927 fue designado vocal del Consejo Superior de Aeronáutica del que llegó a ser jefe 

provisional y en 1929 fue nombrado director de la Escuela Superior de Aerotecnia (hoy 

ETSIA), creada ese mismo año. Herrera dio un alto nivel a los estudios con profesores de la 

talla de Esteban Terradas o Julio Palacios y escribió Aerotecnia, el primer manual sobre el 

tema, del que se publicaron dos ediciones, en 1928 y 1936, y que fue libro de texto y de 

obligada consulta para los estudiantes de ingeniería aeronáutica hasta más allá de la década 

de los años cuarenta.  

Herrera siempre permaneció fiel a la República, antes, durante y después de la Guerra 

Civil. El gobierno de la República, antes de la guerra, reconoció su labor y sus éxitos 

profesionales en el ámbito de la aeronáutica y a petición de un numeroso grupo de científicos 

e ingenieros le concedió el título de ingeniero aeronáutico por méritos, igual que se lo otorgó a 

Torres Quevedo y de La Cierva. En 1933 ingresó en la Academia de Ciencias. Durante la 

guerra, fue Jefe de Servicios Técnicos y de Instrucción de las Fuerzas Aéreas de la República 

(FARE) y se encargó de formar personal, controlar material y crear servicios de reparación y 

fabricación de aviones. Sin embargo, en septiembre de 1938 una desgracia familiar trastocó 

toda la vida de la familia Herrera: la muerte de su hijo menor, Herrera, también aviador, en 

acto de servicio. Circunstancia que le marcó para el resto de su vida. Ascendido a general, 

Indalecio Prieto lo eligió para la embajada que representó a la República española en la toma 

de posesión del nuevo presidente de Chile, Pedro Aguirre Cerdá. Tras ese viaje, Herrera ya no 

volverá a España. 

Así, en 1939 se instaló en París, primero provisionalmente aunque luego resultara 

definitivamente, si bien no perdió su bien ganado prestigio. En reconocimiento a su labor, la 

Academia de Ciencias francesa le concedió varios premios. En 1951 aceptó encargarse del 
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Ministerio de Asuntos Militares del Gobierno de la República en el Exilio y en 1960 asumió, a 

instancias de Martínez Barrio, la Presidencia del VI Gobierno en el Exilio, aunque con el paso 

del tiempo, el gobierno republicano en el exilio es cada día un poco más olvidado, a pesar e lo 

cual él mantuvo de por vida su defensa de la legitimidad republicana.  

 

Figura 18. Emilio Herrera y su “traje espacial”. 

Herrera murió en Ginebra en 1967, siendo trasladados sus restos a Granada, en 1993, en 

medio de un gran homenaje popular patrocinado por el Ayuntamiento de la ciudad y 

presidido por S.M. el Rey Don Juan Carlos. La ciudad de Granada le proclamó Hijo Predilecto 

junto a Federico García Lorca y Francisco Ayala. Pueden encontrarse biografías muy 

completas sobre él en (web20 y 21). 

3.11.    Pedro Pineda Gutiérrez 

El mayor de los cinco hermanos Jiménez Gutiérrez, Pedro, nació en 1891 en El Puerto de 

Santa María (Cádiz). Tras aprobar el examen de ingreso en Jerez de la Frontera en 1901, pasa 

los dos primeros cursos de estudios secundarios en la escuela portuense de Don Manuel Ruiz 

Catelín; y finaliza esa etapa en el Colegio de San Luis Gonzaga, donde coincide con Rafael 

Alberti y juega en el recreo con Juan Ramón Jiménez y Pedro Muñoz Seca, dos años mayor 

que él.  

Pineda queda huérfano muy joven y en 1909 se traslada a vivir a Madrid con su madre y 

hermanos. Allí estudió Ingeniería y también, por libre, Ciencias Exactas en la Universidad 

Central, y aunque al principio no le fueron bien las cosas, empieza a interesarse de verdad por 

las Matemáticas en el curso 1913-1914, lo que le permite licenciase en esa disciplina en 1915 y 

luego comenzar sus estudios de doctorado, que finaliza brillantemente, con la calificación de 

sobresaliente, en junio de 1916. 

En ese tiempo, ingresa como socio en la Sociedad Matemática Española, en la que 

desarrolla una extensa labor epistolar e investigadora y se incorpora al denominado 

Laboratorio y Seminario Matemático de la Junta, instalado en los bajos de la Biblioteca 

Nacional. Sus tareas docentes comenzaron en academias privadas, donde impartió las 

asignaturas de Geometría Descriptiva, Análisis Matemático y Cálculo Infinitesimal.  
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Figura 19. Publicación de Pedro de Pineda 

Su gran acierto fue acceder a las becas de estudio en el extranjero, que le llevaron a Basilea 

y Zürich. Después, a su regreso a España, solicita el certificado de suficiencia que le daba 

derecho a participar en oposiciones a cátedra. Como aval, llevaba informes favorables de Rey 

Pastor, quien dice de Pineda: 

“No sólo revela un gran aprovechamiento de las enseñanzas adquiridas en la Universidad 

de Zürich, sino que posee resultados originales interesantes, fruto de su labor de 

investigación.” 

Una vez ganadas esas oposiciones y tras su paso por todas las escalas docentes 

universitarias, fue catedrático de las Universidades de Zaragoza, Madrid y Valencia.  

 Su carácter bondadoso y los conocimientos de alemán adquiridos durante su estancia en 

el extranjero le sirvieron de mucho.  Así, en 1923, Albert Einstein visita España, en la gira que 

le lleva por medio mundo explicando su Teoría de la Relatividad, y Pineda es designado 

interlocutor oficial por la Universidad de Zaragoza. Tan buena fue la impresión de Einstein al 

conocerlo, que decidió visitar su casa. 

En la siguiente foto puede verse a Pineda con Albert Einstein en 1923, del que, como se ha 

indicado, fue interlocutor, entre otras cosas por sus conocimientos científicos y sus 

conocimientos fluidos del idioma alemán. 

 

Figura 20. Pedro de Pineda con Albert Einstein, en 1923. 
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Autor de numerosas publicaciones científicas, Pineda creó la Mutualidad de Catedráticos 

y fue galardonado en varias ocasiones, entre ellas con la Gran Cruz de Alfonso X El Sabio. 

Contribuyó en la Enciclopedia Espasa en los capítulos de Superficies y Volúmenes. 

 Sincero hasta sus últimos días, no llegó a ocupar plaza como académico de número de la 

Real Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales de Madrid, justificando así su 

negativa:  

“Una dolorosa enfermedad primero, y un decaimiento moral y físico después, no me 

permitieron ni ahora me permiten iniciar una tarea que, aún antes de todo esto era 

superior a mis fuerzas.”  

Tras una larga enfermedad, Pineda falleció en Madrid en 1983.  Más datos sobre su 

biografía pueden verse en (web22 y 23). 

4.     Breves reflexiones personales y conclusiones 

En esta última sección y de forma breve y escueta, por razones de extensión, al autor le 

gustaría comentar explícitamente algunas de las reflexiones personales que se ha ido 

planteando a lo largo de la investigación realizada, algunas de ellas ciertamente subjetivas, si 

bien otras son totalmente objetivas. 

Así, como primera reflexión, el autor cree que las Matemáticas andaluzas anteriores al 

siglo XIX pueden considerarse divididas claramente en dos periodos: el que comienza con el 

periodo andalusí, continúa en el siglo XIII, con la conquista de los reinos de Córdoba, Sevilla y 

Jaén y finaliza con la toma del reino de Granada, ya en el siglo XV y el que comprende desde 

finales de ese siglo hasta finales del siglo XIX. 

En el primer periodo considerado, es claro que los que podríamos llamar matemáticos 

destacan mucho más por sus aportaciones a la Astronomía que por sus contribuciones a las 

Matemáticas tal como las entendemos en la actualidad (recuérdese que sigue aún vigente la 

cuestión de si la Astronomía es una rama de las Matemáticas o es una disciplina 

completamente separada de ella, para cuyo desarrollo se precisa, al igual que para otras 

muchas disciplinas, un fuerte aparato matemático).   

En todo caso, es claro que en la matemática andaluza anterior al siglo XV, los principales 

descubrimientos y estudios pertenecen al campo de la Astronomía.  

Como segunda reflexión y dejando ya de lado la importancia que hayan podido tener las 

Matemáticas en los primeros siglos de nuestra era, período andalusí incluido, cabe citar el 

hecho de que esta disciplina ha tenido una especial importancia en el devenir de la 

comunidad andaluza en la época objeto de estudio. Es cierto que no se puede hablar de 

cantidad, pero sí ha habido muchos matemáticos andaluces de calidad entre los siglos XV y 

XIX, que han contribuido con su saber y sus descubrimientos tanto al desarrollo teórico de 

esta ciencia como a sus aplicaciones a otras disciplinas, lo que ha permitido numerosos 

avances por ejemplo en Astronomía, Navegación e Investigación Espacial. 

Y para terminar, y como tercera reflexión, es conveniente indicar que todos los más 

renombrados matemáticos andaluces de ambos periodos han sido varones, no habiendo sido 

citada en esta comunicación ninguna mujer. Quizás podría haber sido incluida Fátima de 
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Madrid, ya mencionada en la subsección 2.1 como la “presunta” hija de Maslama, si bien las 

razonables dudas existentes tanto sobre su vida real como sobre su lugar de nacimiento, en el 

caso de las fuentes que sí asumen su existencia, han hecho aconsejable no incluirla en esta 

relación (un detallado estudio de esta tan singular controversia puede verse en (Núñez, 2016)). 

No obstante, y al respecto de no aparecer por tanto mujeres en esta relación que se indica 

de matemáticos andaluces, el autor piensa, particularmente, que sí es posible que hayan 

existido, si bien la escasez de datos al respecto en la literatura, motivada fundamentalmente 

por la desconsideración que se ha tenido del género femenino hasta prácticamente la segunda 

mitad del siglo XX, haya hecho que no se conozca la biografía ni los hechos relevantes de 

ninguna de ellas. 
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Resumen

Los primeros ordenadores personales datan del último cuarto del siglo XX. También datan
de esas fechas las primeras calculadoras electrónicas de bolsillo. Actualmente son un elemen-
to habitual y accesible. Pero la necesidad de realizar cálculos matemáticos con precisión y
rapidez ha sido una constante a lo largo de la historia que se resolvía con ingeniosos instru-
mentos mecánicos.

La regla de cálculo logarítmica, slide rule en inglés, es un instrumento de cálculo que facilita
la realización rápida y cómoda de operaciones aritméticas. Su empleo era generalizado desde
mediados del siglo XIX hasta finales del siglo XX, cuando su uso decayó con la aparición de
las primeras calculadoras de bolsillo y ordenadores personales. En los años setenta del pasado
siglo fue desapareciendo gradualmente su uso, hasta que en las últimas décadas del siglo XX
apenas existían generaciones de ingenieros que las empleasen. Su uso ha quedado relegado a
museos, organizaciones de amigos, y a aplicaciones concretas dentro de la enseñanza básica
de las matemáticas.

En este artículo se describirá en qué consisten las reglas de cálculo así como sus principios
básicos de funcionamiento. También se mostrarán los recursos disponibles hoy en día para
iniciarse en el manejo de las reglas de cálculo. Por último, se adjuntan con el artículo dos mo-
delos de reglas de cálculo recortables, para que el lector pueda fabricarse su propia regla de
cálculo y practicar con ella.

Palabras Clave: Reglas de cálculo, Instrumentos de cálculo, Historias Matemáticas, Cálcu-
lo mecánico.

Abstract

First personal computers exist since last quarter of twentieth century. Also first electronic
pocket calculators exist since that time. At present they are a common and accessible element.
But the need to perform mathematical calculations accurately and quickly has been a constant
throughout history solved with ingenious mechanical devices.

The logarithmic slide rule, is a calculation tool that facilitates rapid and comfortable per-
forming arithmetic operations. Its use was widespread since the mid-nineteenth century until
the late twentieth century, when its use declined with the appearance of the first pocket calcu-
lators and personal computers. In the seventies of the last century its use gradually disappea-
red. In the last decades of the twentieth century there were hardly generations of engineers
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who use them. Its use has been relegated to museums, organizations, friends, and to specific
applications within the basic teaching of mathematics.

This article gives details of basic principles of operation of the slide rules. The resources
available are also displayed today to start in handling the calculation rules. Finally, they atta-
ched to article two models of paper cut-out slide rules , so that the reader can build his own
rule and practice with it.

Keywords: Calculation Instrument, Slide Rule, Math History.

1. Introducción

La regla de cálculo, slide rule en inglés, es un instrumento de cálculo que facilita la realización
rápida y cómoda de operaciones aritméticas, como pueden ser multiplicaciones, divisiones,
logaritmos, exponenciaciones y otras.

Las reglas de cálculo más habituales son las de 25 cm. de longitud (10 pulgadas), que per-
miten una precisión de tres cifras significativas. También hay modelos de bolsillo, de unos diez
centímetros, que alcanzan precisiones menores. Su empleo era generalizado desde mediados
del siglo XIX hasta finales del siglo XX, cuando su uso decayó con la aparición de las primeras
calculadoras de bolsillo y ordenadores personales. En las primeras décadas del siglo XX su uso
era tan generalizado que no existía ingeniero que no tuviera acceso a alguna regla de cálculo.
Existieron varias compañías a lo largo del mundo que proporcionaban modelos diversos. Los
modelos más antiguos se realizaban en escalas grabadas en madera, latón, hueso, y posterior-
mente se fue introduciendo el plástico. En los años setenta fue desapareciendo gradualmente
su uso, hasta que en las últimas décadas del siglo XX apenas existían generaciones de ingenie-
ros que las empleasen. Su uso ha quedado relegado a museos, organizaciones de amigos, y a
aplicaciones concretas dentro de la enseñanza básica de las matemáticas [1].

2. Historia

Dispositivos con escalas, han sido empleados en el cálculo por diversos científicos antes del
siglo XVI. Galileo Galilei describió un sector empleado en el cálculo de fórmulas de trigonome-
tría [2]. Algunos de estos primitivos sistemas de cálculo proceden de los antiguos astrolabios, o
de instrumentos medievales como el volvelle, así como diversas herramientas empleadas en na-
vegación y en astronomía como son los planisferios celestes, o los nomogramas en gnomónica.

Algunos historiadores apuntan que su descubridor fue el matemático Edmund Wingate a
mediados del siglo XVI, mientras que otros atribuyen su invención al reverendo William Ough-
tred en 1636. El notable avance en su desarrollo comenzó con el estudio de logaritmos que
publicó John Napier en 1614. Años después, el astrónomo Edmund Gunter aplicó la idea de los
logaritmos a las escalas de cálculo en su canon triangulorum, dando lugar a las primeras aplica-
ciones matemáticas de la escala logarítmica. Gunter modificó la escala para que pudiese realizar
también cálculos trigonométricos. En 1675 Newton resolvió la ecuación de tercer grado por me-
dio de tres escalas logarítmicas paralelas. En 1772 el también inglés John Warner ideó el empleo
de las escalas y cubos y en 1775, su compatriota Peter Roget inventó la escala de log de log con
las que puede se calcular cualquier raíz cuadrada [3].

En 1859, Victor Amadee Mannheim propuso uno de los primeros sistemas de estandariza-
ción de escalas, el denominado sistema Manheim. Este sistema incluía una regleta deslizante
(runner) que permitía una mayor comodidad en la realización de ciertos cálculos. La evolución
de las reglas durante el periodo de la Revolución Industrial fue en aumento. En la década de
1870, Alemania posee dos grandes empresas productoras de reglas de cálculo: Dennert and
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Figura 1. Algunos modelos de reglas de cálculo.

Pape (constructores de Aristo), y Faber (posteriormente denominados Faber-Castell). En Espa-
ña tenemos que esperar al año 1852 para vislumbrar de una manera nítida el interés por este
instrumento; las primeras reglas de cálculo vinieron de Francia [4].

Los sistemas de escala se unificaron gracias a Max Rietz en 1902. El sistema de distribución
de escalas, denominado sistema Rietz (también Mannheim) hizo que los constructores de reglas
de cálculo se pusieran de acuerdo unificando sus representaciones. Esta mejora permitió que un
ingeniero que aprendiera este sistema pudiera manejar cualquier otra regla que llevara imple-
mentada el mismo sistema Rietz, permitiendo intercambiar y comparar soluciones. El sistema
Rietz tuvo una gran aceptación hasta que en 1934 Alwin Walter, del Instituto Matemático de
la Escuela Politécnica Superior de Darmstadt, propone nuevos cambios en lo que se denomina
Sistema Darmstadt.

El uso de reglas de cálculo continuó creciendo a través de los años 1950 y 1960, incluso
cuando los dispositivos de computación digital se estaban introduciendo gradualmente en las
áreas de ingeniería.

Hay escenas en diversas películas de cine en las que se pueden ver reglas de cálculo. Es
el caso de Madame Curie (1943) de Mervin LeRoy, Clandestino y caballero (1946) de Fritz Lang,
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Regreso a la Tierra (1955) de Joseph M. Newman, Desde la terraza (1960) de Mark Robson, Teléfono
rojo (1963) de Stanley Kubrick (ver figura 3), El vuelo del fénix (1965) de Robert Aldrich, Apolo
XIII (1995) de Ron Howard, Titanic (1997) de James Cameron, El submarino (1998) de Wolfgang
Petersen o Los Simpson (2001) (ver figura 2).

En la literatura merece la pena destacar la cita de la novela El hombre sin atributos de Robert
Musil [5, 6]:

“Quien está acostumbrado a resolver sus asuntos con la regla de cálculo no puede tomar
en serio una buena parte de las afirmaciones de los hombres. La regla de cálculo consta de
dos sistemas de números y rayitas, combinados con extraordinaria precisión: dos tablillas
corredizas, barnizadas en blanco, de sección trapezoidal plana, con cuya ayuda se pueden
solucionar en un abrir y cerrar de ojos los problemas más complicados, sin perder inútilmente
un solo pensamiento; es un pequeño símbolo que se lleva en el bolsillo del chaleco y se hace
sentir como una raya dura y blanca en el corazón. Cuando se posee una regla de cálculo y
viene alguien con grandes afirmaciones y sentimientos, se dice: <Un momento, por favor,
calculemos primero los límites del error y el valor probabilístico de todo>.” [I. p 46].

Las reglas de cálculo cayeron en desuso con la popularización de la computadora electró-
nica. Hacia 1980 había cesado prácticamente la producción de reglas de cálculo en el mundo,
aunque todavía siguen fabricándose instrumentos de este tipo en pequeñas cantidades para
usos muy específicos en sectores industriales, de navegación marítima y aérea o para atender a
un minoritario mercado de aficionados y coleccionistas.

Hoy parece incomprensible que cálculos tan delicados y complejos como el desarrollo de la
fisión termonuclear pudieran hacerse con la modesta regla de diez pulgadas. Así lo cuenta en
sus memorias Stanislaw Ulam [6, 7]:

“Fue la mayor y más compleja simulación matemática que se había hecho jamás, Trabajába-
mos día tras día cuatro a seis horas con regla de cálculo, lápiz y papel, haciendo conjeturas”
(sobre los cálculos para la bomba H, 1951).

Figura 2. Escena de un episodio de Los Simpson mostrando el uso de la regla de cálculo.
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Figura 3. Peter Sellers utilizando una regla de cálculo circular en una escena de “Teléfono Rojo, ¿volamos hacia Moscú?”,
la mítica película de Stanley Kubrick del año 1964.

3. Características

La regla de cálculo consta de un soporte básico paralelipédico denominado cuerpo, que tiene
una ranura longitudinal profunda en su parte central, lo que determina la aparición de dos sub-
unidades, a saber, una regleta superior y otra inferior, más estrechas. Por la ranura central se
desliza otra pieza en forma de regleta de menor tamaño, también llamada corredera o reglilla
(slide en inglés). En las caras frontales de estas piezas es donde están grabadas las diversas
escalas. Por último, suele haber una pieza móvil y transparente, que abarca la totalidad de la
superficie frontal y que no lleva grabada más que una fina línea de referencia, llamada hilo,
índice o retículo, aunque a veces puede que haya alguna otra línea auxiliar. A esta pieza se le
llama cursor y sirve para facilitar la alineación y la lectura de los factores que intervienen en las
operaciones, sobre todo cuando las escalas interventores están alejadas entre sí. Los cursores de
algunas reglas actúan como una lupa para mejorar el detalle de las lecturas.

Lo esencial del instrumento son las escalas numéricas, unas fijas y otras móviles, mediante
las que se realizan las operaciones. Los resultados de las operaciones se obtienen mediante el
procedimiento de interpolación visual de la lectura de valores sobre las escalas, por lo que la
precisión depende de la longitud de las escalas. Se han construido reglas de cálculo de distintos
tamaños, siendo habituales las de 12.5 cm (5 pulgadas) y las de 25 cm. (10 pulgadas). También
hay modelos de 50 cm.(20 pulgadas), menos habituales, y otros mayores aún, principalmente
dedicados estos últimos a la enseñanza (ver figura 4). Cuanto mayor sea la longitud de la regla
utilizada, mayor será la precisión que es posible alcanzar en los cálculos. Por ejemplo, para
conseguir una precisión de una parte en 10.000, la escala ha de tener una longitud de 12 m. Los
tamaños habituales no superan las tres cifras significativas en manos experimentadas, pues la
última ya será casi siempre estimada.

Naturalmente lo anterior presupone que las marcas de las escalas están hechas con absoluta
precisión sobre las reglas. Esto es una suposición razonable en los ejemplares actuales, en con-
creto en los comercialmente disponibles a partir de comienzos del siglo XX, en que empezaron
a aplicarse técnicas mecánicas precisas de fabricación, pero no lo es en absoluto para los prece-
dentes, cuyas escalas estaban realizadas individualmente o con técnicas deficientes, por lo que
muchos de ellos resultaban bastante alejados de la perfección. Esta fue otra razón importante
para la lentitud con que se extendió su uso.

Hay quien opina que la limitada precisión de la regla de cálculo es una ventaja y no un
inconveniente cuando se trata de aplicaciones prácticas, pues los datos disponibles sobre los
que versa el cálculo no suelen superar las tres cifras significativas. Se evita así con ella la sen-
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Figura 4. Regla de cálculo de gran tamaño situada en la biblioteca del Departamento de Matemáticas e Informática para la
Ingeniería Civil y Naval de la Escuela de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la Universidad Politécnica de Madrid.

sación de la falsa precisión, al que pueden inducir las calculadoras electrónicas si no se utilizan
prudentemente.

A lo largo del tiempo, las escalas han variado mucho en tamaño, número y naturaleza. Tam-
bién se han organizado de muy variadas formas, disponiéndolas sobre superficies rectangula-
res, circulares y cilíndricas. La realización más común es la que utiliza una tablilla rectangular
plana, de la que deriva su nombre de regla. Los materiales utilizados han dependido de las épo-
cas, lugares y técnicas de construcción disponibles. Se han fabricado de cartón y papel maché,
de maderas duras (como el boj), de bambú, metálicas (de bronce, latón y otros metales), de di-
versos materiales plásticos, etc. Si se atiende sólo a la forma se puede ver que un porcentaje
muy alto de reglas de cálculo son de tipo regla, es decir con forma paralepípeda. Es el modelo
más extendido en occidente, y del que más unidades se elaboraron a lo largo del siglo XX. No
obstante existieron otro tipo de diseños que se utilizaron en casos especiales, como las reglas de
cálculo circulares y las cilíndricas.

En relación con las reglas de cálculo del tipo regla, desde la aparición se han creado multitud
de formatos y escalas. Se pueden clasificar por los sistemas utilizados por sus escalas, siendo
los más conocidos los denominados Soho, Mannhelm, Rietz y Darmstad.

4. Principio de funcionamiento

Para entender el funcionamiento de la regla de cálculo vamos a detallar brévemente como
se construirían las escalas C y D, que son las fundamentales. Sea L la longitud de la regla.
Situaremos el 1 de la escala C o D en el origen de la regla y el 10 a una distancia L del 1. De esta
manera cada uno de los dos números estará situado a una distancia del origen de la regla igual
a L × log10(x), ya que log10(1) = 0 y log10(10) = 1. Los números comprendidos entre el 1 y el
10 se sitúan a una distancia del origen igual a L × log10(x). Las escalas C y D de las reglas de
cálculo llevan marcados todos los números enteros entre el 1 y el 10 y, según el tamaño de la
regla, un mayor o menor número de divisiones intermedias.

A partir de esta escala logarítmica en base 10 construida, es fácil realizar multiplicaciones y
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divisiones. Veamos el caso de la multiplicación. Sabemos que el logaritmo del producto de dos
números e igual a la suma de los logaritmos de ambos, o en formulación matemática:

log(x × y) = log(x) + log(y)

En nuestra regla, si x e y son dos números comprendidos entre el 1 y el 10 podemos tomar
los segmentos de medida L × log10(x) y L × log10(y) y unirlos. Llamemos Lz a la longitud
total obtenida, que será la suma de las longitudes de los segmentos [1, x] y [1, y]. Haciendo
la operación inversa a la utilizada para construir la regla, podremos deducir a qué número
corresponde dicha suma de longitudes, que será el número correspondiente al producto de
x × y.

Para hacer divisiones hay que razonar de manera análoga, pero en este caso lo que se hace
es restar longitudes de segmentos en lugar de sumarlas.

5. Operaciones elementales

Vamos a realizar algunos ejemplos de multiplicaciones y divisiones que permitan iniciarse
en el manejo de la regla de cálculo. Multiplicaremos en primer lugar dos números comprendi-
dos entre 1 y 10. Supongamos que queremos hacer la multiplicación 2 × 3 (ver figura 5). Situa-
mos el 1 de la escala C sobre el 2 de la escala D. A continuación desplazamos el cursor al 3 de la
escala C. En la escala D se puede leer el resultado, en este caso 6.

Figura 5. Multiplicacion 1: Se va a multiplicar 2 × 3. Situamos el 1 de la escala C sobre el
2 de la escala D. A continuación desplazamos el cursor al 3 de la escala C. En la escala D

se puede leer el resultado, en este caso 6 (Imagen realizada en el simulador [8]).

Sucede a veces que al tratar de operar de esta manera el segundo factor en la escala C está
situado fuera de la regla. Se puede comprobar tratando de aplicar el procedimiento anterior a
la multiplicación 6 × 5. En estos casos lo que se hace es operar con el 10 de la escala C, en lugar
de con el 1 (ver figura 6). Situamos el 10 de la escala C sobre el 6 de la escala D. A continuación
desplazamos el cursor al 5 de la escala C. En la escala D leemos el resultado, en este caso 3.
Como se ha utilizado el 10 de la escala C y no el 1, el resultado obtenido hay que multiplicarlo
por 10, con lo que el resultado final es 30

Cuando los números que queramos multiplicar sean mayores que 10 o menores que 1, lo que
haremos será reducirlos a números entre 1 y 10, multiplicando o dividiéndolos por 10 elevado
a la potencia adecuada, operar con los números reducidos y multiplicar o dividir el resultado
por 10 elevado a la potencia adecuada. Si por ejemplo quisiéramos multiplicar 0,006 × 50, en
realidad multiplicaríamos 6 × 5 y dividiríamos el resultado por 100 (hemos multiplicado por
1000 el 0,006 y dividido por 10 el 50, por tanto el resultado habrá que dividirlo por 100). En la
regla leeremos 30, y el resultado final será 30/100 = 0,3. Con un poco de práctica se hacen las
operaciones sin ninguna dificultad.

Para realizar divisiones se opera de manera parecida. Supongamos que queremos dividir 6
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Figura 6. Multiplicación 2: Se va a multiplicar 6 × 5. Situamos el 10 de la escala C sobre el 6 de la
escala D. A continuación desplazamos el cursor al 5 de la escala C. En la escala D leemos el

resultado, en este caso 3. Como se ha utilizado el 10 de la escala C y no el 1, el resultado obtenido
hay que multiplicarlo por 10, con lo que el resultado final es 30 (Imagen realizada en el simulador [8]).

entre 3 (ver figura 7). Se situa el divisor, 3 de la escala C sobre el dividendo, 6 de la escala D. En
la escala D, bajo el 1 de la escala C, se puede leer el resultado, en este caso 2.

Figura 7. División 1: se va a dividir 6 entre 3. Se situa el divisor, 3 de la escala C sobre el dividendo, 6 de la escala D.
En la escala D, bajo el 1 de la escala C, se puede leer el resultado, en este caso 2 (Imagen realizada en el simulador [8]).

Cuando el divisor es mayor que el dividendo, se opera de otra manera (ver figura 8) Supon-
gamos que queremos dividir 4 entre 8. Se situa el 10 de la escala C sobre el divisor, 8 de la escala
D. En la escala C, sobre el dividendo 4 de la escala D se puede leer el resultado, en este caso 5.
De manera análoga a lo que sucedía al multiplicar, como hemos utilizado el 10 de la escala C y
no el 1, el resultado hay que dividirlo por 10, resultando finalmente 0,5.

Figura 8. División 2: Se va a dividir 4 entre 8. Se situa el 10 de la escala C sobre el divisor, 8 de la escala D. En la escala C,
sobre el dividendo 4 de la escala D se puede leer el resultado, en este caso 5. Como hemos utilizado el 10 de la escala C y no

el 1, el resultado hay que dividirlo por 10, resultando finalmente 0,5 (Imagen realizada en el simulador [8]).

Con un poco de práctica las operaciones de multiplicar y dividir se hacen con bastante ve-
locidad y precisión. Normalmente no se tratará de números tan redondos y habrá que utilizar
las subdivisiones menores de las escalas. También es relativamente sencillo encadenar varias
operaciones consecutivas. Los resultados intermedios se pueden ir anotando, pero no suele ser
necesario ni siquiera leerlos, se puede utilizar el cursor para ir guardando resultados y mover
las escalas a las posiciones adecuadas.
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6. Escalas básicas

Lo fundamental para poder utilizar bien la regla de cálculo es comprender la naturaleza de
sus escalas. Las escalas tienen una denominación que se puede ver en la tabla 9. Esta denomi-
nación de las escalas suele venir indicada en la propia regla. De no ser así, se hace necesario
consultar el manual de la regla concreta. Actualmente es posible conseguir copia de los manua-
les de muchas de estas reglas en la red (ver [9, 10]).

Figura 9. Escalas más habituales en las reglas de cálculo (Fuente: Wikipedia [1]).

Las otras dos habilidades fundamentales con que se ha de contar son: la práctica en la lectura
de los valores y la fijación del punto decimal.

Las superficies de las reglas de cálculo suelen estar muy congestionadas, en un intento de
dotarlas de la máxima funcionalidad, por lo que es fácil confundirse tanto al establecer los
valores iniciales como al obtener el resultado. Además de ello hay que estimar sus últimas
cifras. Los remedios aplicables para sortear estos peligros son: a) poner la atención necesaria al
operar y b) contar con un poco de práctica.

Las escalas logarítmicas no indican más que la parte decimal de los números, la llamada
«mantisa». En el caso de los logaritmos decimales la parte entera, llamada «característica», es
el exponente de la potencia de diez correspondiente al dato. El logaritmo de 5600 es 3, 74819
(= exp10 + 0, 74819) y el de 5,6 es 0, 74819 (= exp100 + 0, 74819). Por eso la escala se repite
cada diez enteros, en lo que se llama a veces un ciclo. Las escalas C y D, las escalas básicas de
toda regla de cálculo, son escalas de un ciclo, no abarcan más que de 1 a 10, pero este último
10 también se representa a veces mediante un 1 por ser el comienzo de la siguiente decena. Las
escalas A y B son escalas de dos ciclos, dispuestos en el mismo espacio que la decena de las
C y D. Por eso sus valores representan los cuadrados de éstas y así sucesivamente. Pero eso
quiere decir que hay que tener cuidado de no confundir la primera decena con la segunda, ni
las primeras cifras de los números con las segundas. Por ejemplo, 1, 52 es 2, 25, pero las marcas
que para ello han de alinearse en las diversas escalas son: una que ostenta encima un 5 y otra
sin cifra, comprendida entre el 2 y el 3, a la que hay que asignarle el valor. Para actuar con
seguridad es imprescindible contar con el auxilio de una operación mental aproximada. Si se
calculan mentalmente los cuadrados de 1 y de 2, se tendrá el convencimiento que 2, 25 es un
valor razonable para el cuadrado de 1, 5 y que por tanto la operación se ha hecho bien. Si lo
que se calcula en cambio es 4, 22 es evidente que la respuesta no puede ser 1, 76, que es lo que
literalmente indica la escala, sino que ha de ser superior a 10, e incluso a 16, y por tanto es 17, 6.
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Hay que tener el sentido de la serie de potencias de 10; y, si no se tiene, hay que adquirirlo.

Si la solución del problema en el que se esté utilizando la regla de cálculo implica una serie
de operaciones encadenadas, lo más seguro es anotar los resultados intermedios en un papel
con un lápiz. Con algo de práctica puede utilizarse también el cursor para estas transferencias
en bastantes casos.

La naturaleza exhaustiva de las soluciones nomográficas hace que, si un nomograma puede
realizar determinada operación aritmética, también pueda realizar su inversa. Por tanto, cuando
se habla de elevación a potencias se está hablando simultáneamente de extracción de raíces de
esos mismos exponentes, cuando de multiplicación, también de división, etc. Lo único que se
requiere para pasar de una a otra es aplicar el mismo procedimiento cambiando el orden de las
escalas.

En el siguiente enlace se pueden seguir paso a paso ejemplos de cálculos realizados con regla
de cálculo: http://www.antiquark.com/sliderule/sim/sr-calcs-by-example.html.

También son interesantes a este respecto algunos vídeos acerca de cómo utilizar la regla de
cálculo. Detallamos a continuación algunos enlaces a vídeos de aprendizaje.

X The Slide Rule (Basic Essentials: Scales C and D, Multiplication and Division),
https://www.youtube.com/watch?v=n5_xLh2nRv0

X The slide rule (Proportions, Percentages, Squares and Squares Roots),
https://www.youtube.com/watch?v=w4egBM_N3s0

X The joy of slide rules, https://www.youtube.com/watch?v=kDSAtKl2BRw

X How to Use a Slide Rule: Multiplication/Division, Squaring/Square Roots,
https://www.youtube.com/watch?v=xYhOoYf_XT0

7. Reglas de cálculo específicas

Se han desarrollado modelos de reglas de cálculo específicos cuyas escalas estaban adapta-
das para resolver problemas de un campo específico de la ciencia. Por ejemplo hubo numerosos
modelos adaptados a los cálculos taquimétricos. Es interesante a este respecto el estudio realiza-
do por Gonzalo Martín Armendariz [11]. También se han hecho reglas adaptadas a los cálculos
eléctricos, a los de iluminación, para el cálculo de transformadores, para cálculos de artillería,
para cálculos de estructuras, para cálculos de pavimentos asfálticos y otros. La empresa espa-
ñola Fibrotubo fabricó modelos de reglas destinadas al cálculo de la presión aproximada de los
fluidos en las tuberías de amianto-cemento.

En el ámbito de la aviación se han utilizado muchos modelos de reglas de cálculo circulares
(ver figura 3) y también en los submarinos es habitual llevar modelos específicos de reglas de
cálculo circulares para los cálculos de los lanzamientos de torpedos (ver figura 10).

8. Recursos en la red

Hay diversas asociaciones de coleccionistas y aficionados a las reglas de cálculo que ponen
a disposición de las personas interesadas numerosos recursos para el aprendizaje, para la fabri-
cación de modelos o incluso para la compra de reglas de cálculo. Mencionamos a continuación
algunas de estas asociaciones:
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Figura 10. MKI Submarine attack course finder

X ARC (Amigos de las Reglas de Cálculo): esta asociación está en España y tiene un portal muy
completo lleno de materiales muy interesantes para el estudio y aprendizaje acerca de las
reglas de cálculo. Ofrecen una sección donde poder comprar modelos de reglas nuevas y
de ocasión. La dirección del portal web es http://www.reglasdecalculo.com/.

X International Slide Rule Museum: se definen a si mismos de la siguiente forma: The ISRM is
dedicated to the Students, Educators, Scientists and Engineers of the Past and Those Still Present,
and to promote the lost art of Numeracy by providing resources and slide rules for education and
other historic institutions. Para acceder al portal: http://sliderulemuseum.com/.

X Oughtred Society: toma el nombre del matemático inglés William Oughtred, uno de los
padres de las reglas de cálculo. Tienen un portal muy completo donde se puede acceder
a tutoriales de uso, modelos antiguos y modernos de reglas de cálculo y otros materiales
de interés. Tienen una publicación peródica y realizan reuniones anuales. Está radicada
en California. La dirección de internet es: http://www.oughtred.org/.

X Dutch Circle of Slide Rule Collectors: otra asociación de aficionados a las reglas de cálculo,
en este caso de Holanda. Su página web: http://www.rekeninstrumenten.nl/.

X Linealis: similar a los anteriores, pero para países de habla francófona. Su página web:
http://www.linealis.org/.

X United Kingdom Slide Rule Circle: esta asociación está radicada en el Reino Unido. Su página
web: http://www.uksrc.org.uk/.

El una de las páginas de la Asociación de amigos de las Reglas de Cálculo se puede encontrar el
enlace a estas y otras asociaciones, así como a numerosas páginas web dedicadas de una u otra
manera a las reglas de cálculo. Para acceder: http://www.reglasdecalculo.com/links.html.
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8.1. Reglas de cálculo virtuales en la red

Hay portales que nos ofrecen reglas de cálculo virtuales con las que podemos interactuar a
través de la pantalla de nuestro ordenador. El portal de antiquark ofrece varios modelos con los
que podemos practicar en diferentes reproducciones de modelos reales. El enlace al portal es
:http://www.antiquark.com/sliderule/sim/

Otros portales que ofrecen simuladores de reglas de cálculo son:

X https://www.sagmilling.com/tools_sliderule

X http://www.reglasdecalculo.org/arnau

8.2. Aplicaciones Android

También existen numerosas aplicaciones para dispositivos con sistema operativo Android
que nos permiten disponer de un simulador de regla de cálculo en nuestro móvil o tableta.
Detallamos tres de ellas, aunque una búsqueda en la Google Play Store permite encontrar algunas
más:

X Slide Rule:
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.timscott.sliderule&hl=es

X Infinirule Virtual Slide Rule:
https://play.google.com/store/apps/details?id=nz.gen.geek_central.infinirule

X Regla de Cálculo Circular:
https://play.google.com/store/apps/details?id=it.slug.circularsliderule

8.3. DIY (Do It Yourself)

Podemos construirnos nuestras propias reglas de cálculo. Para ello existen en la red numero-
sos recursos de plantillas que permiten ser recortadas y añadidas a nuestros modelos en cartón,
plástico o soportes más sofisticados. En la web http://www.reglasdecalculo.com/brico.htm po-
demos encontrar numerosos modelos y plantillas que servirán a estos propósitos. Con las im-
presoras de tinta actuales se pueden conseguir precisiones más que aceptables. En dicho portal
se ofrecen modelos de reglas de cálculo simplex, duplex, circulares y algunos otros tipos de
calculadoras mecánicas para recortar.

Incluimos a continuación dos modelos sencillos, que una vez impresos y recortados pue-
den servir para practicar. El primero está descargado desde la página de la Ryerson University,
http://www.ryerson.ca. El segundo modelo apareció en la revista Investigación y Ciencia en julio
de 2006 y el enlace a la descarga original es http://www.reglasdecalculo.com/brico/regla.pdf.
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Resumen 

La estadística está presente en la mayor parte de las actividades que nos rodean. A 
pesar de ello la mayoría de la gente no es consciente de esto. Desde que nos levantamos y 
encendemos la luz (demanda de energía) hasta la regulación del tráfico, la tarificación de 
datos o el tiempo de espera en la caja del supermercado, las técnicas estadísticas juegan un 
papel fundamental. 

En esta comunicación se presenta una reflexión sobre algunas de las áreas donde la 
estadística ha sido y es peor tratada. Esta reflexión se puede aplicar a las unidades 
didácticas de estadística durante la E.S.O. y Bachillerato no solo para hacer más atractivos 
los contenidos al alumnado, sino para evitar futuros errores en la vida adulta y contribuir a 
formar seres humanos más libres y responsables.  

Palabras Clave: Cultura estadística, enseñanza y aprendizaje, investigación en educación 
estadística. 

Abstract 

Statistics is present in most of the activities that take place around us. However, most 
people are not aware of that. The simple fact of turning the light on when we wake up 
(energy demand), the way traffic is managed in a city, the pricing data or the time we 
spend waiting a queue in a supermarket, are simple actions that are relevant to statistic 
techniques. 

In this paper, a reflection about some areas where statistics has been despised is 
presented. The ideas that we develope can be applied in high school education, not only in 
order to make contents more atractive to students but to avoid future misconceptions in 
adult life and contribute to create freer and more responsible individuals. 

Keywords: Statistics culture, teaching and learning, research in statistical education. 
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1. Introducción 

Lo cierto es que, en ciertos ámbitos, las estadísticas han tomado, con el paso del tiempo, 

una pésima reputación. Se asocian con el peor tipo de mentiras, incluso se ha llegado a definir 

la estadística como la ciencia que produce hechos poco fiables a partir de cifras fiables.  

En muchos casos se produce una gran perdida y mala interpretación de los datos en la 

toma de decisiones, conduciendo a la confusión entre causa y efecto y estos problemas no 

deben quedar fuera de nuestras aulas.  

Vivimos rodeados de datos. A poco que observemos ahí están; envolviéndonos. ¿Cómo se 

toman? ¿Cómo interpretarlos? ¿Cuáles son más importantes? ¿Cuáles menos? ¿Por qué la 

desconfianza en las estadísticas? Quizás esto sea debido a la creencia de que llegar a una 

comprensión total de los datos puede ser difícil. 

La estadística no es ni mentirosa ni pícara. Sin embargo, sí que lo son aquellos que la usan 

desconociendo sus principios más básicos o con la esperanza de que sirvan de empuje a sus 

intereses particulares. Tal como apunta Stephen K. Campbell (2002), esta continua perversión 

de la estadística hace que el ciudadano, que un día fue estudiante, "en un principio acepte las 

conclusiones estadísticas sin ejercer crítica alguna, por suponer que las cifras no mienten”. A 

veces nos desalentamos con el solo hecho de que se nos ofrezcan afirmaciones que empiecen 

"según las estadísticas…" o "las estadísticas demuestran que…". Pero la verdad es que a 

medida que vamos formando un pensamiento más crítico y maduro con los años, pasamos al 

lado opuesto; a la desconfianza del dato. 

Somos conscientes de que políticos, publicistas, medios de comunicación, etc. nos han 

engañado excesivamente tratando de vender a costa de la lógica. Mientras que en un 

momento creímos que las cifras no podían mentir, ahora se deduce que lo único que pueden 

hacer es engañar, analiza Campbell (2002). 

2. Estadísticas en el día a día 

La estadística está presente en la mayor parte de las actividades que nos rodean, a pesar 

de que la mayoría de la gente no se percata de ello. Desde que nos levantamos y encendemos 

la luz (demanda de energía) hasta en los detalles más insignificantes de nuestra vida cotidiana 

como la regulación del tráfico, predicción del tiempo, llamadas a móvil, tarificación de datos o 

el tiempo de espera en la caja del supermercado, las técnicas estadísticas tienen un 

protagonismo relevante. 

En general la mayoría de la gente, por una razón o por otra, es terrible con los números. 

Parece que simplemente no encajan en nuestro cerebro. Esto provoca que diariamente nos 

puedan taladrar con estadísticas y datos sobre la economía mundial, calorías que 

consumimos, las que necesitamos, las distancias que recorremos, datos de paro, de población 

activa, de tipos de interés, de la volatilidad del mercado…no es nuestra culpa.  Quizás el 

cerebro humano no está hecho para esto, ni realmente necesitamos procesar estas grandes 

cantidades de datos para salir adelante en nuestro día a día. No nos hace falta conocer las 

entrañas del Índice de Gini para fregar un vaso; dicho de otro modo, no lo necesitamos para 

cubrir nuestras necesidades básicas. Pero hemos de reconocer que sin conocer cómo funcionan 

ciertas nociones básicas de estadística somos un blanco perfecto para ser manipulados.  
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Hay algunos conceptos básicos que todo el mundo debe saber. Cada uno de ellos suena 

simple cuando se explica, sin embargo, cada uno de ellos nos pueden volver a engañar a los 

pocos días. Uno de ellos, el que quizás se utilice con mayor alegría es la media. 

Lo que llamamos media no lo es o no suele representar a la población. He aquí una 

estadística impactante: El ingreso medio en Estados Unidos es de alrededor de 70.000 $ 

anuales. El uso popular del término "media" es distinto al término matemático. Por eso que, se 

suele utilizar el término para indicar al dato más representativo (como en "El lector medio no 

lee literatura clásica" o "El ciudadano medio no puede permitirse el lujo de conducir un 

Lexus"). El problema es que los promedios no representan a la población si una minoría de los 

números es inusualmente alta, por ejemplo el promedio de 1, 2, 3, 4, y 40 es 10; cuyo dato no 

nos aporta nada.   

3. Estadísticas y medios de comunicación 

Algunos de los errores más frecuentes en el uso y manejo de la estadística lo encontramos 

en los medios de comunicación. Como en todos los casos encontramos que los profesionales 

de la información caen o se dejan caer en todo tipo de errores; unos leves y otros que no lo son 

tanto.  

Por ejemplo, cuando un medio de comunicación se deja llevar por el sensacionalismo y 

ante la gravedad de una situación quiere sobrecoger a la audiencia, dando a entender que 

afecta al global de esta, se suelen tratar las frecuencias absolutas en vez de las relativas. Un 

ejemplo de titular para este caso: "El puente del Pilar deja 15 muertos en las carreteras" (Diario 

El Mundo, 13/10/2015). Esta noticia vista en términos relativos no nos sorprendería de la 

misma manera ni tendría el mismo impacto. De hecho, en términos proporcionales tenemos 

aproximadamente el mismo número de víctimas que en otro periodo de cuatro días. Para ello 

tenemos que tener en cuenta el gran número de traslados a los que se ven sometidos las 

carreteras durante esas fechas. Pero entonces nos quedaríamos sin titular para vender, o 

tendríamos uno con menos gracia. Homenajeando a Juanjo de la Iglesia, aquel presentador de 

Caiga Quien Caiga que analizaba los titulares aparecidos en prensa, recomendamos que desde 

el curso de ética periodística el titular sea modificado por el siguiente: “El puente del Pilar 

dejó la misma proporción de muertos en las carreteras que cualquier periodo de cuatro días 

del año.”  

Esta picaresca se suele emplear tanto en un sentido como en el otro. Es decir, se toman 

medidas absolutas o relativas según intereses o quizás por vicios tomados desde el pasado. 

Por ejemplo: "Los homicidios en la provincia aumentaron un 60% respecto al pasado año." Si 

en este caso, el medio de comunicación en lugar de darnos los datos relativos nos hubiera 

dado el titular con datos absolutos, el titular habría perdido toda la fuerza: “Los homicidios en 

la provincia pasaron de 5 a 8 en el último año”. Sin embargo, tanto en el caso de los accidentes 

de tráfico como en el de los homicidios no podemos culpar al medio de comunicación de 

mentirnos.  

Otro caso de malinterpretación de la estadística proviene de curiosidades que los medios 

convierten en noticias. En este caso la información proviene de un blog: “Recientemente nos 

hemos enterado de la increíble historia de una pareja en Inglaterra que sin planearlo 

recibieron a sus 3 hijos en exactamente la misma hora 7:43. Expertos comentan que la 

probabilidad que esto suceda es de 1 en 300 millones.” (blog.myheritage.es). Es obvio que es 

mailto:alegalalb@gmail.com
http://blog.myheritage.es/


 

 

 

 

 

Alejandro Galindo Alba  Juegos y Rarezas Matemáticas 

 

168  |  Revista “Pensamiento Matemático”  Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410 

una gran casualidad que esto ocurra. Pero si tenemos en cuenta que la población mundial 

supera los 7000 millones de habitantes, nos encontramos ante la certeza de que no es raro que 

esto ocurra, sino de que lo normal es que ocurra incluso en varias ocasiones o familias. No 

diferenciamos entre la probabilidad de que un suceso ocurra con la probabilidad de que ese 

suceso nos ocurra a nosotros.  

3.1.  La paradoja del cumpleaños 

Si estuvieras en una reunión de 23 personas, ¿qué es más probable, que haya dos personas 

que compartan fecha de cumpleaños o que no? 

Esta pregunta da lugar a la paradoja del cumpleaños, la cual establece que si hay 23 

personas reunidas hay una probabilidad del 50,7% de que al menos dos personas de ellas 

cumplan años el mismo día. Incluso si aumentamos la reunión a 57 personas o más, la 

probabilidad se dispara por encima del 99%.  

Esta paradoja nos muestra que incluso sucesos que se nos antojan improbables ocurren. 

De hecho, lo normal es que ocurran; y eso nos cuesta diferenciarlo.  

3.1.1. Actividad 1 

a) Ahora que conocemos la Paradoja del Cumpleaños, ¿cuál es la probabilidad de que al menos dos 

personas de la clase tengan el mismo día de cumpleaños? 

b) ¿Cuál es el número mínimo de personas necesario en la clase para que sea más probable 

encontrar al menos dos con el mismo día de cumpleaños que no encontrarlas? 

c) ¿Debemos tomar todo lo que nos llega como verdadero e inamovible o sin embargo debemos ser 

críticos con determinadas informaciones emitidas por los medios? 

4. Política y estadística 

El mundo de la política es uno de los que más se lucra de su manejo y manipulación, así 

como del analfabetismo estadístico de la población. La tergiversación de datos estadísticos y 

su manipulación para conseguir fines determinados no es siempre obra de los profesionales 

de la estadística según Darrell Huff. Cualquier estudio estadístico puede verse cambiado, 

exagerado, simplificado y tergiversado al tomar solo una parte conveniente del mismo. 

Todos podremos recordar la diferencia de cifras que suele ofrecer un gobierno y los 

sindicatos respecto a las huelgas generales. Esta disparidad no solo está sesgada, sino que 

ninguna de las partes reconoce un método para la estimación de las masas.  

Otra manipulación frecuente de los datos suele ser la relacionada con el desempleo. Según 

intereses del gobierno o de los partidos en la oposición, se emiten datos de población activa, 

de población en desempleo, de población en desempleo de larga duración, de contratos 

indefinidos, de nuevas altas en la seguridad social, etc. Un coctel de datos que viene tamizado 

por los medios de comunicación.  

Un ejemplo de esto: La Jefa de Economía, Cecilia Gómez, modificó la noticia de una 

redactora sobre el paro en Europa, basado en un informe de Eurostat, donde se decía que 
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España encabezaba, junto a Grecia, la lista de países con más desempleo; Gómez decidió que 

era mejor contar que "España lidera el descenso del desempleo en Europa en febrero", porque 

aquí bajó dos décimas -como en Malta y Polonia- y la media de la UE fue de una 

(huffingtonpost.es).  

4.1.  Gráficos a la carta 

Los gráficos son muy útiles, ya que con un simple vistazo podemos visualizar muchísima 

información. Pero en vista a que tendemos a creernos más los gráficos que la información 

escrita, estos se pueden convertir también en peligrosas armas de manipulación. Es decir, a 

menudo olvidamos que esta información visual puede contener errores y, por supuesto, ser 

tendenciosa. 

 

Figura 1. “El Debate de La 1” el 21 de enero de 2015. 

 

En el caso de la figura 1 nos encontramos con un gráfico (“El Debate de La 1” el 21 de 

enero de 2015) sin escalas y sin respetar el principio de proporcionalidad en el eje vertical. Si 

nos seguimos fijando, también encontramos que el dato de 2014 a pesar de ser mayor que el 

de 2009, aparece por debajo de él.  

Otro ejemplo lo encontramos en la figura 2, aparecido en la televisión de Castilla la Mancha, 

donde se comparaba la tasa de desempleo en septiembre de 2013 y septiembre de 2014. A 

simple vista parece que la tasa de desempleo casi ha desaparecido. El gráfico sugiere que la 

diferencia es importante, pero nada más lejos de la realidad. En Castilla-La Mancha había 

238.590 desempleados en septiembre de 2013 y 224.993 en septiembre de 2014. En un año, el 

número de desempleados había bajado menos de un 6%. Un gráfico más acertado para la 

situación sería la figura 3. 
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Figura 2. Castilla la Mancha televisión. 2014. 

 

 

Figura 3. Gráfica corregida.  

 

Otra de las manipulaciones que nos podemos encontrar es que no se mantenga la misma 

escala durante todo el gráfico. 
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Figura 4. Diario ABC. 2013.  

Es decir, si se habla de año a año, no se puede cambiar en mitad del gráfico a una escala 

mensual, como vemos en el gráfico de la figura 4, ya que desvirtúa el conjunto de los datos. En 

este caso una versión más acertada habría sido mantener la escala anual como se muestra a 

continuación. 

 

Figura 5. Gráfico rectificado por Kiko Llaneras. Politikon.es. 

4.1.1. Actividad 2 

El siguiente gráfico (figura 6), aparecido en la Web de El País, ilustra la importancia relativa dada 

por Pedro Sánchez a diversos temas en su discurso de investidura, a través del tiempo dedicado a cada 

uno: 
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Figura 6. Duración de los temas. El País.  

 

a) Estudie el tipo de gráfica construida así como el tipo de datos que contiene. ¿Qué podría decir 

acerca de ellos, son discretos, cuantitativos…? Razone la respuesta.  

b) ¿Ves errores en la gráfica? ¿Qué tipo de errores?  

c) Con los datos aportados por la Fig. 6. construir otro gráfico más riguroso.  

d) Reflexione acerca de la manipulación estadística a la que nos vemos expuestos a través de los 

medios.  

 

Con esta actividad no solo trabajamos la competencia matemática, sino que a la vez 

estamos enriqueciendo la competencia en comunicación lingüística, la competencia social y la 

competencia aprender a aprender. 

5. Estadísticas, publicidad y juegos de azar 

Una de las grandes manipulaciones estadísticas las podemos encontrar en las campañas 

publicitarias. Y dentro de ellas podemos encumbrar aquellas que juegan con la ilusión de la 

gente. 

Pocas personas podrán decir que se han resistido a la tentación de probar suerte con algún 

juego de azar. Centrándonos en los juegos nacionales de Loterías y Apuestas del Estado 

encontramos que cerca del 64% de la población entre 18 y 75 años de edad juega a los juegos 

de azar, siendo el desembolso en 2015 por encima de los 30 mil millones de euros. 

Eslóganes publicitarios como “no hay nada más grande”, “cada navidad tus sueños 

juegan a la Lotería”, “15 millones por 15 euros”, “¿y si cae aquí el gordo de navidad?” o “la 

paga” son la cara visible de campañas de marketing que esconden una realidad ante la cual 

pocos serían quienes desembolsarían dinero diariamente en esta ilusión. Y es que si el último 

hombre de Neandertal hubiera empezado a jugar a la Primitiva diariamente hasta hoy, a lo 

mejor todavía no le habría tocado.  

Para conocer la realidad nos tendrían que atraer con el análisis de los índices de cada uno 

de los sorteos existentes. De mayor a menor, las probabilidades de tener más suerte y ganar 

son las siguientes: La Lotería Nacional, en el sorteo de los jueves, la probabilidad es de 1 entre 
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600.000, y en el sorteo de Navidad, la probabilidad es de 1 entre 85.000; seguida a mayor 

distancia de la Quiniela, que para llevarse el pleno, la probabilidad es de uno entre casi cinco 

millones; la suerte de ganar el premio mayor con la Lotería Primitiva es de uno entre 14 

millones; le sigue El Cuponazo, con una probabilidad de uno entre 15 millones; a continuación 

se sitúa El Gordo de la Primitiva con una probabilidad de primer premio de 1 entre unos 31 

millones; y por último El Euromillón, con una probabilidad de uno entre 76 millones. 

Una probabilidad entre 76 millones…es decir, contando con dos sorteos semanales (104 

anuales) deberíamos estar jugando más de 730 mil años si quisiéramos tener cierta garantía de 

éxito. Pero toca…eso es verdad, lo improbable es que te toque a ti.  

Según estas probabilidades, es más fácil morir de un ataque al corazón, en un accidente de 

bicicleta o ahogado en una piscina que te toque cualquiera de los juegos de azar antes 

mencionados. 

5.1.  Actividad 3 

La siguiente actividad está diseñada para trabajar en pequeños grupos de 3 o 4 alumnos. 

Intentando que los grupos sean homogéneos entre ellos y heterogéneos entre sus 

componentes. 

Junto a tus compañeros, elabora un nuevo juego de azar como los vistos en el apartado de arriba. 

Diseña los premios que se emitirían así como las probabilidades de obtenerlos. ¿Qué precio crees que 

sería atractivo para que la gente participase? ¿Jugarías a tu propio juego? 

6. Reflexiones y conclusión 

En esta comunicación se han propuesto diversos ejemplos de actividades a través de los 

cuales nos podemos aprovechar del perjuicio que hacen los errores o las manipulaciones que 

se hacen con la estadística y que llegan hasta nosotros casi sin que nos demos cuenta. De esta 

manera no solo corregimos sino que acercamos la realidad de nuestro entorno al aula.   

Esta propuesta no se ha podido llevar aún a la práctica en centros de Secundaria 

Obligatoria y Bachillerato con objeto de ahondar en la investigación sobre la didáctica de las 

matemáticas, sin embargo es el propósito de la investigación el recabar resultados mediante la 

práctica y llegar a presentar un análisis de los resultados. 

De cualquier modo, se hace evidente la necesidad de fomentar el desarrollo de la cultura 

estadística entre nuestros estudiantes.  

Hay muchos otros ejemplos en distintas actividades donde se muestra la poca o ninguna 

cultura estadística en nuestro entorno. Esta incultura, quizás causa del pobre bagaje con el que 

se finalizan los estudios en determinadas áreas, junto con la mala intención o picaresca de 

ciertos iluminados, nos lleva a ser presos, como sociedad, del dato fácil y poco elaborado. En 

vistas de que la ética escasea, deberíamos reforzar el sistema aumentando el mensaje sobre la 

estadística. Solo de esta manera seremos más libres para formar nuestra propia opinión, 

fundamentada y crítica, de nuestro entorno.   
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Resumen

En este número se continúa con la publicación de los relatos premiados en el Primer Con-
curso de Relatos Cortos Matemáticos “π-ensa” convocado por el Aula Taller Museo de las
Matemáticas “π-ensa” durante el curso 2015-2016. Este cuento resultó premiado con el Accé-
sit en la categoría de estudiantes de ESO. Toda la información del concurso puede consultarse
en la web del Aula: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas/.

Palabras Clave: Cuentos con contenido matemático.

Abstract

This issue continues with the publication of the awarded tales in the First Mathematical
Short Tales Contest “π-ensa” organized by the Mathematics Museum Workshop Classroom
“π-ensa” during the 2015-2016 course. This tale awarded the second prize in the secondary
student category. All information on the contest is available on the website of the Classroom:
http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas/.

Keywords: Tales with mathematical content.

Solo hay blanco a mi alrededor. Todo es uniforme y tranquilo. El blanco me inunda, pero
no me relaja lo más mínimo. Estoy solo contra mi destino. La figura paciente de Igual se coloca
a mi lado, tranquilizándome con la mirada. No es la primera vez que ha hecho esto. Estoy tan
cerca de conocer mi destino. Mi interior. Conocerme a mí mismo. Saber qué soy. Mi identidad,
mi personalidad está al otro al lado de las rayas paralelas que conforman al paciente Igual.

Mis pensamientos giran a mi alrededor en una sola dirección. Es extraño como las Incógnitas
como yo no somos capaces de desarrollar una personalidad como sí lo hacen nuestros Idénticos,
los números u operaciones que nos igualan.

Simplemente somos todos iguales. No importa si eres de tipo X, Y, omega, n, i . . . No importa
si estás representado por una letra de un abecedario o de otro.
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Existes hasta que te resuelven.

La resolución es un proceso complicado, y un poco doloroso para tu parte física. En este
proceso lo más probable es que te borren, te tachen o incluso algunos son eliminados por los
que caen en la desesperación.

Aunque no tengamos personalidad, tenemos emociones. Y nos pasamos la mayor parte de
la resolución con miedo. Te atenaza y no te puedes mover. Realmente nunca lo has hecho.

Hay muchos factores que pueden fallar, aparte de la posibilidad del abandono desesperado
del Despejador.

Puedes no tener solución. En una recta, tus coordenadas serían paralelas. Nunca encontra-
rías tu identidad. Te quedarías como quien eres, lleno de dudas y temores. No conseguirías
saber nunca cómo son las cosas al salir de las barreras formadas por Igual.

Cuando nos resuelven podemos salir. Dejamos una marca en el lugar donde hemos hallado
nuestra solución y podemos volver con nuestra nueva identidad a la sociedad donde podemos
vivir con normalidad. Pero es imposible vivir sin carácter, sin motivos para hacerlo.

Otra opción es tener infinitas soluciones. Tus puntos representados en una recta estarían
superpuestos. Con este tipo de resolución lo único que pasaría sería que tendrías tantas per-
sonalidades que se te confinaría con gente tan cambiante como tú, porque sería imposible que
vivieses en sociedad sin volver loco a todo el mundo. No es lo mismo que tener varias solucio-
nes, pues en tal caso estás definido, no como si fueses un solo número. En todo caso es mejor,
pues no eres tan cerrado y simple. Tampoco es lo mismo que tu solución sea infinito. En tal caso,
no podemos olvidar, que eres un número.

Pero sin duda el peor de todos los casos, lo peor que puede pasar, que te llevaría a la des-
gracia eterna pasa más a menudo de lo esperado y es el mayor miedo de toda incógnita.

El miedo a ser resuelto incorrectamente.

Vivir toda la vida con la agonía de ser quién no eres, horrorizado al saber que no eres como
deberías ser.

Todas nosotras hemos escuchado alguna vez los horrorosos relatos de relativos que han
pasado por situaciones como esta.

Ser resuelto incorrectamente. Sentir el dolor, la agonía, no solo física de tener un resultado
que no se amolda con la forma de tu cuerpo, sino el dolor más superior, el dolor de tener con-
ciencia de que no has sido resuelto como deberías y de que nunca sabrás lo qué es sentirse lleno
por dentro, como se sienten todos los que conoces.

Afortunadamente todos estos casos que cuentan su experiencia lo hacen acompañados de su
familiares y amigos, ya que han sido corregidos a tiempo, salvados de una existencia irregular
y vacía.

Los que no tienen esta suerte están destinados a una vida de sufrimiento. Ninguno se rela-
ciona nunca, en parte por el sentimiento de culpa que sienten por estar con la personalidad que
no les corresponde, y porque nadie soporta estar con alguien siempre triste y deprimido.

La vida de incógnita no es tan fácil como lo parece, ¿verdad? Solo son incertidumbres una
tras otra en una sucesión de pasos para llegar a dar con el verdadero valor de cada una de
nosotras. Cuando esperamos nuestro turno de ser expulsadas al Papel, como llaman a donde te
toca resolverte, aprendemos como vivir fuera y cómo controlar los nervios del momento de la
Resolución. Puedo afirmar que todo lo enseñado desaparece en el exacto momento en el que te
sitúas en el Papel e intentas vislumbrar a tu Despejador.

Las incógnitas nos hacemos preguntas. ¿Por qué nosotras vivimos sin saber qué somos hasta
que nos resuelven y los Idénticos no? Ellos siempre saben lo que son. Saben cuántas unidades
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hay en ellos, cuánto saldrá si se suman con otros o se dividen con su mejor amigo. Tienen tanta
suerte como los Definidos. Ellos son las Incógnitas que conocen su significado desde el primer
momento. Son i, el Número Imaginario, o Pi, 3’14 para los amigos. Ellos fueron los primeros en
ser resueltos y sus resultados son fijos e inamovibles. Disfrutan enseñándonos a los más novatos
cómo es tener algo por dentro, algo tangible y definido. Nosotros no lo podemos ni imaginar.
Pero disfrutamos con sus relatos y soñamos con tener algún día algo como ellos.

La voz del profesor sonó grave cuando anunció que quedaban tres minutos para poder
entregar el examen. Todo había ido sobre ruedas. Podría afirmar que el diez era perfectamente
factible cuando miró a la última ecuación del examen. Lo único de las cuatro hojas y media que
no sabía cómo hacer. No recordaba dónde se encontraba esa teoría. ¿Podía ser en las hojas que
habían repartido el viernes? No, esas ya la había hecho enteras. Como recurso de última hora
decidió hacerlo lo mejor que pudo. No obstante el resultado quedaba raro . . . No encajaba . . .
Resignado por la perdida de su amado diez, el cansado estudiante entregó el examen sin saber
que en el último ejercicio una incógnita se retorcía de dolor.

Me desgarra por dentro. Me llena con una esencia que no reconozco. Algo va mal. El dolor
aumenta y aumenta. Mi mente se llena de ideas confusas y desordenadas.

Solo cuando veo la mirada de Igual entiendo.

El resultado es incorrecto. Esta no es mi personalidad. Estoy atrapado. Creo que empiezo
a gritar y estoy seguro de que alguien oirá mi grito. Si no me resuelvo, por lo menos seré la
primera ecuación en ser escuchada.

Baja los escalones del instituto de dos en dos. La mochila, ligera, rebota en su espalda. Solo
puede pensar en el fin de semana que le espera, el primero de muchos sin exámenes. Solo le
pesa en la conciencia la última ecuación del examen, que está seguro de haber fallado.

Cuando pone los dos pies sobre el penúltimo escalón lo siente. Es un grito que le atraviesa
la cabeza de sien a sien dejando tras de sí un dolor palpitante que tarda varios segundos en
desaparecer. El estudiante busca a su alrededor al que ha proferido semejante alarido pero no
alcanza a ver al culpable. Despreocupado se encoge de hombros y continúa su rumbo tranquilo.

En algún lugar del Papel, una joven incógnita acaba tomar conciencia de que su futuro se ha
hecho trizas en un segundo, bajo la cansada mirada de Igual, que observa impasible.
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Resumen

En este número se continúa con la publicación de los relatos premiados en el Primer Con-
curso de Relatos Cortos Matemáticos “π-ensa” convocado por el Aula Taller Museo de las
Matemáticas “π-ensa” durante el curso 2015-2016. Este cuento resultó premiado con el Accésit
en la categoría de estudiantes de Bachillerato y Universidad. Toda la información del concurso
puede consultarse en la web del Aula: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas/.

Palabras Clave: Cuentos con contenido matemático.

Abstract

This issue continues with the publication of the awarded tales in the First Mathematical
Short Tales Contest “π-ensa” organized by the Mathematics Museum Workshop Classroom
“π-ensa” during the 2015-2016 course. This tale awarded the second prize in the highschool
and college student category. All information on the contest is available on the website of the
Classroom: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas/.

Keywords: Tales with mathematical content.

- Los números, ¿eh?

- ¿Disculpe? - dije sorprendido, mientras seguía manoseando compulsivamente las monedas
con la mano.

- Son maravillosos, ¿no cree? Si uno más uno dejaran de ser dos . . . ¡Boom! Adiós invento.

Giré la cabeza a mi derecha. Un hombre de unos cincuenta años con gafas negras y barba
canosa de varios días bebía un vaso de whiskey con dos hielos mientras miraba perdidamente
al fondo de la barra.

- ¿Le conozco? - pregunté, esperando su reacción.

- Puede - dijo tras girarse lentamente mientras me observaba - Quizá conozca algo de mi
obra.
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- ¿A qué se dedica, si se puede saber?

- Digamos que mi conocimiento no abarca un único campo del saber, pero creo que las
matemáticas son mi fuerte. ¿Ha oído hablar de la proporción áurea?

- Sí, algo he oído de ella pero, ¿qué hace un erudito en un pub como este? - dije, con sorna.

- ¿Y tú? ¿Por qué estás aquí en este instante y no en otro lugar?

- Supongo que. - la pregunta me pilló un poco a contrapié - porque este lugar es igual de
malo que otro para tomarse una cerveza a estas horas.

- Lo intentaré enunciar de otro modo; ¿qué probabilidades había hace diez minutos de en-
contrarte aquí ahora mismo hablando conmigo en este bar y no en otro sitio?

- Muchas, supongo. Tampoco hay muchos pubs abiertos por esta zona y este está bastante
vacío.

- Primer error, joven. Las probabilidades eran cercanas a una contra dos elevado a seiscientos
trillones. Y, sin embargo, aquí estamos.

- ¿Cómo? - sin duda, me había juntado con un loco - En los últimos diez minutos lo único
que he hecho ha sido acercarme a la barra a pedir una cerveza. No han pasado tantas cosas
como para que haya una probabilidad tan ínfima.

- Joven, estás infravalorando el paso del tiempo. En el paso de un único segundo, pueden
ocurrir un número enorme de cosas en cualquier punto del universo.

- ¿En eso se basa su obra? ¿En hallar la cantidad de posibilidades de que pida una cerveza
en un pub a las tres de la madrugada? - le interrumpí, pero la risa condescendiente de aquel
señor enseguida me hizo sentir mal por mi comentario.

- ¿Acaso no te fascina que, a pesar de que las probabilidades eran minúsculas, estemos aquí,
tú y yo? - preguntó tras pegar un trago al whiskey.

- Más bien me abruma. Además, ¿dónde queda mi decisión? He sido yo quien ha decidido
ir a la barra. ¿Ha incluido eso en sus operaciones?

- Puede que hayas elegido con cuál de las posibilidades te quedabas en cada fragmento de
segundo que pasaba a tu alrededor. O puede que, simplemente, hayas llegado hasta aquí sin
tomar ninguna decisión salvo la de “ir a la barra”. En ese caso, ¿quién sería el responsable? ¿Tú,
o el resto de decisiones que ocurren en torno a ti?

- ¿Está diciendo que no soy dueño de mis actos?

Aquel hombre me miró nuevamente con ojos indulgentes mientras sonreía.

- Hace un tiempo tuve un magnífico aprendiz. Era inteligente y ambicioso, y descifró la
mayor parte de mi obra de forma brillante. Un día me preguntó que qué hacía cuando tenía que
tomar una decisión importante. Le contesté que ni siquiera yo puedo lanzar un dado con tantas
caras.

- Creo que me estoy perdiendo - eran las tres de la madrugada y esa misma mañana acababa
de terminar el último examen del semestre, maldita sea.

- Joven, acometemos grandes decisiones en nuestra vida, pero al final, debemos hacerlo con
las herramientas que nos da todo aquello que nos envuelve; los números y el implacable paso
del tiempo.

- Señor, ¿por qué me cuenta a mí todo esto?

- Porque, después de todo, fuiste tú quien eligió estar aquí, ¿no es así? Mira, ya llega tu
cerveza.

180 | Revista “Pensamiento Matemático” Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410

mailto:rortegacsb@gmail.com


La voluntad de los números Raúl Ortega González

La camarera deslizó por la barra un botellín de fría cerveza recién abierto, lo que hizo que
volviese a contar las monedas, empapadas en sudor después de haber estado sobándolas du-
rante todo ese tiempo.

- Gracias, guapo - dijo de pronto la camarera, mientras agarraba un billete que se encontraba
sobre la mesa.

- De . . . ¿nada? - miré a mi derecha y solo pude encontrar un taburete vacío.

Levanté el cuello buscando a aquel hombre, pero no estaba allí. Ya no estaba allí, ni en nin-
gún sitio. Y no le volví a ver nunca más, ni nunca antes. Quizás no estuvo nunca o, tal vez, solo
tal vez, fueron los números y el tiempo los que le guiaron hasta ahí únicamente por ese instante.
Tan solo espero que fuera él y no otro el que, después de todo, decidiera marcharse.
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Resumen 

Un grupo de profesores de Matemáticas de secundaria y universidad está escribiendo 
unos libros para ESO y Bachillerato que están colgados en Internet. La intención es que 
dichos libros los pueda usar el alumnado de forma gratuita. En este artículo vamos a 
explicar cuáles son sus características, sus ventajas y las ideas metodológicas que subyacen. 
Hemos querido hacer unos libros de calidad escritos por profesorado con gran ilusión y 
amplia experiencia docente. 

Palabras Clave: Libros de texto gratuitos, docencia de las matemáticas. 
 

Abstract 

A group of mathematics teachers of high school and college is writing some books for 
Secondary Education that are posted on the web. The intention is that these books can be 
used by the students for free. In this article we will explain what are their characteristics, 
advantages and the methodological ideas that are behind. We have wanted to make some 
quality books written by professors with great enthusiasm and extensive teaching 
experience. 

Keywords: Free textbooks, teaching mathematics. 

1.  Introducción  

Apuntes Marea Verde es un grupo de trabajo de profesores de la enseñanza pública que 

está elaborando materiales curriculares gratuitos. Apuntes Marea Verde es un espacio de 

coordinación de los distintos colectivos de la Educación Pública con la idea es trabajar de 

forma colaborativa para crear unos libros de texto que nosotros preferimos llamar "apuntes 

del profesor".  

Nuestro trabajo está elaborado por profesores con experiencia en las aulas y por eso está 

muy bien adaptado a las características del alumnado de cada nivel y a los currículos oficiales. 
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Además tiene la ventaja de ser absolutamente gratuito. Dado que los currículos oficiales son 

establecidos por las administraciones educativas, puede haber cambios de unas comunidades 

autónomas a otras. Los libros aquí presentados están ajustados al currículo de la Comunidad 

Autónoma de Madrid. 

Los documentos que se pueden descargar están en formato imprimible y editable. La 

licencia de Creative Commons elegida permite el uso y modificación del material siempre que 

no sea con fines comerciales, se cite la autoría y se mantenga el mismo tipo de licencia en las 

modificaciones de la obra. El grupo de trabajo está abierto a nuevos profesores colaboradores, 

con el objetivo de compartir información e intercambiar experiencias. 

Porque la educación pertenece y es responsabilidad de toda la ciudadanía, porque la 

escuela de hoy es la sociedad del mañana, los participantes en esta plataforma insistimos en la 

necesidad de construir un nuevo modelo de Educación con la participación de toda la 

comunidad. 

2.  Libros de matemáticas gratuitos para los niveles de ESO y 

Bachillerato 

Los libros los puedes ver y descargar en la web www.apuntesmareaverde.org.es y en 

LibrosMareaVerde.tk. Al ser digitales están actualizados para el curriculum actual, y si éste 

cambia, rápidamente se actualizan nuevamente los textos. En LibrosMareaVerde.tk están los 

libros completos y en www.apuntesmareaverde.org.es además se pueden descargar cada uno 

de los capítulos independientemente. 

En la actualidad algunos institutos tienen en el aula pizarra digital o cañón proyector y 

ordenador. En dichos centros el profesorado puede utilizar los textos directamente en el aula, 

y el alumnado tomar apuntes en su cuaderno de clase y resolver allí los problemas, por lo que 

no sería necesario tener libros en papel. Ya sabemos que, para el medio ambiente, mejor que 

reciclar y reutilizar es no utilizar. En otros centros la mayoría del alumnado dispone de 

ordenadores en sus casas, por lo que el libro podría seguir usándose en formato digital. Pero, 

en la mayoría de los centros no ocurre ninguna de esas opciones, y pensando en ello cada 

texto tiene distintos formatos. De cada libro existe el:  

“Libro completo” adecuado para usarlo de forma digital. 

“Fotocopiable” en el que a la versión anterior se le han quitado ilustraciones y reducido el 

tamaño de la letra para abaratar costes si se quiere fotocopiar en papel. 

“Curiosidades y Revista”, que recoge curiosidades, historia, pasatiempos… 

“Materiales para el aula” que recoge otros materiales para trabajar en el aula, como 

materiales fotocopiables, o con vínculos a otras páginas web, presentaciones, vídeos, juegos… 

“Ejercicios” con las actividades propuestas, los ejercicios y el resumen de cada uno de los 

capítulos, que aún puede abaratar más el coste de las posibles fotocopias. 

“Libro en Valenciano”. El profesorado del Instituto Juan de Garay de Valencia está 

usando y traduciendo al valenciano los libros. Por ello también de cada capítulo y de cada 

libro completo (según se van terminando las traducciones) existe la versión en valenciano. 
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Los libros van dirigidos a la totalidad de los estudiantes y del profesorado. Con esto 

queremos decir que no pretender ser en exceso vanguardistas, para que tanto el profesorado 

clásico como el innovador puedan encontrarse cómodos utilizándolos.  

Por otro lado se intenta que las actividades recojan la idea de las “Matemáticas 

Everywhere”, es decir la idea de que las aplicaciones de las Matemáticas se encuentran en 

todas partes.  

En la web también aparece un libro sobre “Geogebra” con actividades informáticas para el 

aula, y que enseña a utilizar este software. 

3.  Libros completos  

Los libros completos actuales recogen ya toda la Educación Secundaria Obligatoria (ESO) 

y todo el Bachillerato. Es decir, hay diez libros completos: 

1º de ESO 

2º de ESO 

3º ESO A: Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas 

3º ESO B: Matemáticas orientadas a las enseñanzas académicas 

4º ESO A: Matemáticas orientadas a las enseñanzas aplicadas 

4º ESO B: Matemáticas orientadas a las enseñanzas académicas 

1º de Bachillerato de Ciencias: Matemáticas I. Ciencias y Tecnología 

1º de Bachillerato de Sociales: Sociales I. Humanidades y Ciencias Sociales 

2º de Bachillerato de Ciencias: Matemáticas II. Ciencias y Tecnología 

2º de Bachillerato de Sociales: Sociales II. Humanidades y Ciencias Sociales 

Todos estos libros tienen un formato similar. 

Todos los capítulos comienzan con un índice y una breve introducción.  

Teoría: Cada uno de los epígrafes consta del desarrollo teórico correspondiente, con 

ejemplos y actividades resueltas para facilitar la comprensión, y termina con las actividades 

propuestas. 

Una o dos páginas, en ocasiones tres se dedican a “Curiosidades y revista” donde se 

incluye algo de historia, pasatiempos, algún problema de ingenio, alguna aplicación o 

curiosidad sobre lo que se esté estudiando. 

En una única página (cuando es posible) se añade un “Resumen”. 

Continúa con “Ejercicios y problemas”. 

Termina con la “Autoevaluación”, que suele constar de 10 cuestiones con 4 opciones cada 

una para responder en forma de test. 

Este esquema es un esquema clásico que permite, como antes dijimos, ser adecuado para 

todo el profesorado. Pero a su vez, dentro de las actividades se sugieren trabajos cooperativos, 
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manipulativos, trabajo en grupo, problemas de ingenio… que se pueden utilizar en otro tipo 

de enseñanza. 

4.  Actividades de “Matemáticas Everywhere” 

Vamos a comentar a modo de ejemplo concreto, algunas de estas actividades que ayudan 

al alumnado a encontrar que las Matemáticas están en todas partes. 

4.1.  Análisis de tapacubos y llantas de aleación: 

Análisis de tapacubos y llantas de aleación: Observa los siguientes tapacubos y llantas de 

aleación. Indica, para cada uno de ellos, las siguientes cuestiones: 

 
1 

 
2 

 
3 

 
4 

 

5 

 

6 

 

7 

 
8 

 
9 

 
10 

 
11 

 

12 

a) Tiene simetría central. 

b) Tiene ejes de simetría axial. ¿Cuántos? 

c) Tiene centro de giro, ¿cuál es el menor ángulo de giro que lo deja invariante? 

d) Sal a la calle y fotografía o dibuja los tapacubos que veas y te parezcan interesantes. Haz un 

estudio de ellos. 

Como puede verse, para estudiar los grupos de autosimetría en el plano, hemos hecho 

fotografías de objetos concretos. Uno de los objetivos es que el alumnado cuando vea 

tapacubos ponga ojos matemáticos y, sin querer, piense: “Es un C5” es decir, determine si hay 

simetrías axiales y cuántas y si hay simetría central. En el apartado d) se sugiere “salir a la calle 

y mirar”. Esto nos parece importante desde el punto de vista metodológico. Es lo que antes 

comentábamos de un cambio en la metodología. Además de trabajar en el aula, proponer 
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trabajos más creativos, donde el alumnado haga matemáticas, investigue, busque... Igual que 

hemos indicado con los tapacubos se podría hacer con rejas, estudiando los distintos tipos de 

frisos, con mosaicos, con bordados y puntillas… Todas estas actividades están sugeridas en el 

capítulo de Movimientos de 3º de ESO. En dicho capítulo nos ha parecido muy importante 

añadir movimientos en el espacio. Vivimos en un espacio de dimensión tres y opinamos como 

Grace Chisholm Young que la geometría debería enseñarse en dimensión tres, mejor que en el 

plano. Añadir ejemplos de torres, edificios, objetos tridimensionales… para buscar sus planos 

de simetría, sus ejes de giro y vectores de traslación. 

4.2.  Fractales en el aula de Matemáticas 

Puedes encontrarlos en el campo de la investigación médica, en las películas (por ejemplo, 

en las imágenes generadas por ordenador como montañas, ríos de lava, paisajes…), en el 

mundo de la comunicación inalámbrica y, por supuesto, en la naturaleza.  

Es una “forma” de aspecto extraño e irregular, que se repite allá donde miremos y que en 

1970, Benoit Mandelbrot denominó “fractal”, porque se podía conseguir fragmentando una 

forma suave una y otra vez con repeticiones interminables.  

Un rasgo principal de un fractal es la autosimilitud, si te acercas o alejas tiene la misma 

apariencia, el patrón se repite a distintas escalas y dentro del mismo objeto. Un árbol, un 

helecho, las ramificaciones del corazón…  

Las rectas, círculos y, en general, las formas geométricas perfectas de la matemática 

clásica, no podían explicar los patrones de la naturaleza. Fue la geometría fractal “quien” puso 

solución a este problema: buscar el orden dentro del caos, pasar de lo simple a lo complejo. Y 

aún estamos ante el pico del iceberg, ya que durante los próximos años tendrá aún mucho que 

enseñarnos.  

Vemos el Conjunto de Cantor (descrito por el matemático Georg Cantor en 1883), el copo de 

Koch (descrito por el matemático sueco Helge von Koch en 1904), el Triángulo de Sierpinski 

(descrito por el matemático Waclaw Sierpinski en 1919)… todos ellos como un ejemplo de los 

primeros estudios sobre autosimilitud.  

Podemos utilizar los fractales en las clases de Matemáticas en numerosas ocasiones, por 

ejemplo, para estudiar las sucesiones.  

Veamos un ejercicio de sucesiones del libro de 3º de ESO: 

Ejercicio: Triángulo de Sierspinky:  

Vamos a construir un fractal. Se parte de 

un triángulo equilátero. Se unen los puntos 

medios de los lados y se forman cuatro 

triángulos. Se elimina el triángulo central. En 

cada uno de los otros tres triángulos se repite 

el proceso. Y así sucesivamente. A la figura 

formada por iteración infinita se la denomina 

Triángulo de Sierspinky, y es un fractal.  

Triángulo de Sierpinski 
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Imagina que el primer triángulo tiene un área A. Cuando aplicamos la primera iteración, 

el área es (3/4)A. ¿Y en la segunda? Escribe la sucesión de las áreas. ¿Es creciente o 

decreciente?  

Imagina ahora que la longitud de cada lado del triángulo inicial es L. Escribe la sucesión 

de las longitudes. ¿Es creciente o decreciente? 

Observa cómo ya tenemos una primera idea intuitiva del límite de una sucesión. En el 

estudio de los límites, las proporciones, los números complejos… también podemos utilizar 

los fractales. 

Mandelbrot, más tarde, descubrió el increíble potencial de los fractales, con el que ahora 

incluso se investigan enfermedades como el cáncer, se utiliza en las antenas y permite una 

comunicación de gran alcance con móviles pequeños.  

La geometría fractal nos permite medir la rugosidad de las montañas y conocer su 

dimensión fractal, los árboles, los rayos, las nubes…. La dimensión fractal de las series 

temporales nos puede dar información sobre la posibilidad de extinción de especies.  

El cuerpo humano contiene innumerables ejemplos de fractales, entender los sistemas 

circulatorio, respiratorio, renal… del cuerpo humano.  

En definitiva, podemos ver en los fractales una poderosa “herramienta” que nos ayuda y 

ayudará en infinidad de aplicaciones y en las explicaciones de fenómenos de la vida real. Al 

fin y al cabo, es un campo de las Matemáticas muy joven que aun tiene bastante recorrido por 

delante. 

En Internet es posible encontrar mucha información sobre fractales. En los fascículos de 

materiales añadimos parte de esa información.  

A continuación adjuntamos distintos vídeos sobre fractales: 
 

VIDEO: MAS POR MENOS  http://www.youtube.com/watch?v=lrmt0MLJ3tI  

COMO HACER FRACTALES  

CON PAPEL  

http://www.youtube.com/watch?v=iXVlXtsb2QA  

TRIÁNGULO DE SIERPINSKI  http://www.youtube.com/watch?v=Jukd-HBm3Jw  

http://www.youtube.com/watch?v=aepxB7Y-0UA  

ESTRELLA FRACTAL  http://www.youtube.com/watch?v=UymzeP-ML2g  

LIBRO DE FRACTALES  http://www.youtube.com/watch?v=a4FKizvVx0c  

NATURALEZA FRACTAL.  

GEOMETRIA SAGRADA  

http://www.youtube.com/watch?v=ME-bLr7mGL4  

PIRAMIDE DE SIERPINSKI  http://www.youtube.com/watch?v=P--sH14KTrA  

CON LATAS  http://www.youtube.com/watch?v=PahqYtWad6o  

CON PAPEL  http://www.youtube.com/watch?v=C1VZkP2dNXM  

FRACTALES CREADOS EN MADERA  http://www.youtube.com/watch?v=y9o37Ao2tHY  

FRACTALES ELÉCTRICOS http://www.youtube.com/watch?v=fEUqW0suHOc 
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TRIANGULO CON LATAS http://www.youtube.com/watch?v=l3SOmQWGH4k  

http://www.youtube.com/watch?v=GO2NVqsSzMw  

EXPERIMENTO DE RESONANCIA 

Y FRECUENCIA 

http://www.youtube.com/watch?v=jBpJTB1kvmw 

FRACTALES DE PLATA http://www.youtube.com/watch?v=Z_Y1t7hJVhk 

5.  Curiosidades y revista  

Dentro de esa idea de proporcionar al alumnado un sentido sobre lo que estudian de 

Matemáticas se incorpora en cada capítulo y como un libro independiente las “Curiosidades y 

revista”.  

En ellas hemos querido humanizar las Matemáticas poniendo cara a los nombres que 

aparecen de matemáticos y explicando de forma breve su biografía. En particular no hemos 

querido que se nos olviden las mujeres matemáticas, o mujeres que hayan tenido interés para 

las matemáticas. También hemos querido incorporar algún matemático español (apenas 

conocido) o cuestiones cercanas a nuestro entorno.  

Se añaden en ocasiones pasatiempos, problemas de ingenio, juegos, chistes matemáticos… 

Se comentan curiosidades y aplicaciones directas sobre el contenido del capítulo. 

Veamos algunos ejemplos. 

 En el Museo Arqueológico de Madrid podemos encontrar Matemáticas. Hay una 

preciosa colección de astrolabios, e instrumentos de navegación. Pero en particular  

hemos encontrado una caja, el ábaco neperiano” que es de la época de Napier, y que 

se utilizaba para multiplicaciones de números grandes, es decir, que usa los 

logaritmos en su época primera. Vamos a añadir aquí las páginas de la revista donde 

esto se cuenta.  

 Hemos añadido una página de aplicaciones para hacer ver cómo la sociedad ha 

avanzado gracias a hombre y mujeres que han investigado y utilizado las 

Matemáticas. 

 Y otra, de las muchas que hay, de problemas de ingenio, juegos y pasatiempos. 

 Hay breves biografías de muchos matemáticos y matemáticas, en particular 

resaltamos la biografía de un bastante desconocido matemático español y madrileño, 

Juan Caramuel. 
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5.1.  En el Museo Arqueológico de Madrid, logaritmos 

 

 

 

 

  

Los logaritmos de Neper 

 

Puerta con las 

potencias 

 

Ábaco neperiano 

Ábaco neperiano 
 

En el Museo Arqueológico de Madrid 

hay dos ábacos confeccionados en el siglo 

XVII siguiendo las indicaciones del libro 

de John Napier “Rabdología” publicado 

en 1617. Es único en el mundo. No queda 

ningún otro ejemplar completo como 

éste. Puedes ver un mueble de madera de 

palosanto, con incrustaciones de marfil, 

con dos puertas, en una aparece el 

triángulo de Tartaglia, y en la otra, las 

tablas de las potencias. En él se guardan 

dos ábacos, el de los “huesos de Napier” 

y, en los cajones, el ábaco promptuario. 

Para saber más sobre Napier y los logaritmos visita: 

http://cifrasyteclas.com/2013/11/25/yo-tambien-vivi-enganado-el-logaritmo-

neperiano-no-usaba-la-base-e/ 

Quizás, luego ya no llames a los logaritmos neperianos así, sino logaritmos 

naturales. 

 

John Napier 

John Napier 

En tiempo de Maricastaña (bueno, no tanto, en el Renacimiento, en 

1550) nació en Escocia, John Napier, hijo de una familia noble, rica y 

calvinista. Por eso pudo dedicarse a lo que le gustaba, las Ciencias, 

llegando a ser conocido por sus vecinos como “la maravilla de 

Merchiston” por sus muchos inventos en diferentes campos: en 

cultivos, fertilizantes, armas para combatir a los españoles… 

(¡Curiosa paradoja! El único prontuario neperiano que se ha 

localizado en el mundo es propiedad de la católica monarquía 

española a la que Neper quería combatir). Uno de estos inventos 

fueron los logaritmos. Ya sabes, los logaritmos neperianos se llaman 

así en su honor. 

mailto:adela.salvador@upm.es
mailto:rcaro@upcomillas.es
mailto:santorini1712@hotmail.com
http://cifrasyteclas.com/2013/11/25/yo-tambien-vivi-enganado-el-logaritmo-neperiano-no-usaba-la-base-e/
http://cifrasyteclas.com/2013/11/25/yo-tambien-vivi-enganado-el-logaritmo-neperiano-no-usaba-la-base-e/


 

 

 

 

 

Marea Matemática  Adela Salvador, Raquel Caro y María Merino 

 

Volumen VI, Número 2, Oct’16, ISSN 2174-0410   Revista “Pensamiento Matemático”  |  191 

 

 

 

 

 

 

  

  

¿Cómo se usan? 

Los huesos de Napier 

Consta de 60 varillas de marfil con 

forma de prisma cuadrangular que 

llevan grabadas las tablas de 

multiplicar del 1 al 9. Permiten 

multiplicar números de varias cifras 

por un número de una cifra, sin 

tener que saberse las tablas de 

multiplicar. Sólo hay que saber 

sumar. Se basa en la forma de 

multiplicar introducida por los 

árabes del método de la celosía. 

Ejemplares parecidos sí se conservan 

varios pues debieron ser muy 

usados. 

 

 

 

Regletas del ábaco 

promptuario 

Ábaco promptuario 

En los cajones del mueble de la figura arriba a la 

izquierda está el segundo ábaco de los que se 

guardan en el Museo Arqueológico, que permite 

multiplicar números de hasta 20 cifras por números 

de hasta 10 cifras, que pueden incluso ampliarse. 

Hay regletas de dos tipos: 100 verticales con 

números y similares a los huesos de Napier, con las 

tablas de multiplicar escritas por el método de la 

celosía, y 200 horizontales que constan de un 

número (multiplicando) y perforaciones 

triangulares, que se superponen a las anteriores. 

Con sólo sumar los números que permiten ver las 

tablillas perforadas se pueden multiplicar números 

grandes (sin saber la tabla de multiplicar). Este 

ábaco es único en el mundo. 

 

Tablas de logaritmos 

Utilizando un instrumento similar a este ábaco, Napier con la ayuda de Henry Briggs elaboró la 

primera tabla de logaritmos, poderosa herramienta de cálculo durante siglos. 
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5.2.  Ellas y ellos investigan para resolver problemas 

   

 
  

 

 
                                                                      
 
 
 
 
                           

                       
 

                                             
                                                                                    
 
 
 

 
 
      
 
 
 
 
 

  

El progreso que ahora disfrutamos ha sido posible gracias a la iniciativa y al trabajo de 

miles de hombres y mujeres. Superaron retos y resolvieron problemas para los que 

necesitaron muchos conocimientos matemáticos 

CONSTRUYERON 

PUENTES QUE NOS 

COMUNICAN 
 

 
 

 
 

DISEÑARON AVIONES QUE SOBREVUELAN 

OCÉANOS 

      

               

BARCOS QUE SURCAN LOS MARES 

 
LA ELECTRICIDAD QUE 

LLEGA A TODAS PARTES 

 

LA INFORMÁTICA QUE NOS 

INVADE 
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5.3.  Pasatiempos, problemas de ingenio, juegos… 

 

 

 

 

 

 

  

Un enigma 

Cuatro paredes, sin puertas 

Con seis filos las harás 

Y ten además en cuenta 

Que el más sencillo de cinco es. 

Del libro de Luis Balbuena “Cuentos de Cero” 

Un juego: EL NIM 

Es un juego para dos jugadores 

De cada fila, por turno, se pueden tomar una, dos 

o toda la fila. Pierde quien debe tomar la última 

ficha. 

O     O 

  O     O     O 

O     O     O     O 

 

El oso 

Un cazador cuenta a un grupo de 

amigos: 

 Anduve 2 km hacia el sur, luego 2 km 

al este, y por último 2 km al norte. Me 

encontré en el lugar de partida. Y allí 

cacé un oso. ¿De qué color era el oso? 

Amigo 1:  Naturalmente, era blanco. 

Amigo 2:  ¡Falso! ¡Ahí no hay osos! 

Analiza dónde estaba el cazador. 
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5.4.  Un matemático madrileño 

Sabías que ya en el siglo XVII hubo un matemático nacido en Madrid. 

Juan Caramuel Lobkowitz 

(Madrid, 23 de mayo de 1606 – Vigevano, Lombardía, 8 de septiembre de 1682) 

Juan Caramuel fue un personaje extraño y 

prodigioso, tan fascinante como olvidado. Fue 

matemático, filósofo, lógico, lingüista y monje 

cisterciense, que se ganó el sobrenombre de «Leibniz 

español» por la variedad y vastedad de sus 

conocimientos. Lo traemos aquí, por ser un matemático 

español del siglo XVII, que ya es raro, y porque nació en 

Madrid, donde una calle lleva su nombre, así como un 

centro de salud y un parque. 

Estudió humanidades y filosofía en la Universidad 

de Alcalá. Amante de las lenguas, llegó a dominar y 

hablar una veintena como latín, griego, árabe, siríaco, 

hebreo, chino, etc. Fue abad, obispo coadjutor en 

Maguncia y agente del rey de España en Bohemia.  

Obra 

Trabajó en teoría de la probabilidad, dando pasos en la 

dirección correcta hacia la formulación de Pascal, quien 

seguramente se inspiró en su «Kybeia, quæ combinatoriæ genus 

est, de alea et ludis Fortunæ serio disputans» (1670), un tratadito de 

veintidós páginas incluso en su Mathesis biceps que representa el 

segundo tratado sobre cálculo de probabilidades de la historia 

después del tratado de 1656 de Huygens. En el tratado de 

Caramuel se estudian distintos juegos y el problema de la 

división de las apuestas. 

También se le debe la primera descripción impresa del 

sistema binario en su Mathesis biceps en lo que se adelantó 

treinta años a Leibniz, su más famoso divulgador. Explicó allí el principio general de los 

números en base n, destacando las ventajas de utilizar bases distintas de la 10 para resolver 

algunos problemas. Fue también el primer español que publicó una tabla de logaritmos. El 

sistema de logaritmos que desarrolló fue en base 1009.  

Otra de sus aportaciones científicas fue, en astronomía, un método para determinar la 

longitud utilizando la posición de la Luna.  

En trigonometría, propuso un método nuevo para la trisección de un ángulo. 
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6.  Conclusiones 

Mejor que continuar añadiendo nuevos ejemplos animamos a entrar en Internet y visitar 

los textos. Tienen el interés de estar escritos de forma totalmente desinteresada por el 

profesorado, que ha trabajado para que puedan salir adelante.  
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Resumen

Juan Antonio Cuesta es Catedrático de Estadística en la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad de Cantabria. Dirige el Centro Internacional de Encuentros Matemáticos (CIEM)
dependiente de la Universidad de Cantabria, una institución que promueve la investigación
matemática de excelencia, tanto en los aspectos básicos como en los aplicados y computacio-
nales.

Palabras Clave: CIEM, actividades y encuentros matemáticos.

Abstract

Juan Antonio Cuesta is Professor of Statistics in the Sciences Faculty of Cantabria Uni-
versity. He is responsible for the International Centre of Mathematical Meetings (CIEM) that
belongs to Cantabria University. This institution promotes excellence in basic and applied
mathematical investigation.

Keywords: CIEM, research mathematical meetings.

1. Centro Internacional de Encuentros Matemáticos

- Juan, explícanos un poco qué es el CIEM, cómo y cuándo nació y dónde tiene su sede.

El CIEM nació en enero de 2016. Ese año se puso en marcha el proyecto Ingenio MATHEMA-
TICA (i-MATH) dentro del programa CONSOLIDER de investigación singular del Ministerio
de Educación y Ciencia. i-MATH era un proyecto bastante grande: estaba dotado con 7.500.000
€ para el periodo 2006-2011 y estaba respaldado por 1.700 matemáticos españoles repartidos en
más de 300 grupos de investigación.

i-MATH proponía un programa de actividad investigadora integral para la matemática es-
pañola con el objetivo de promover y ejecutar actuaciones estratégicas de ámbito estatal para
incrementar cualitativa y cuantitativamente el peso de las matemáticas en el panorama inter-
nacional y en el sistema español de ciencia, tecnología, empresa y sociedad. Su gestión corres-
pondió a la Universidad de Cantabria. Para su desarrollo se crearon cinco nodos. Uno de ellos,
el CIEM, iba a estar localizado en la Universidad de Cantabria con la finalidad de organizar
reuniones, cursos, congresos internacionales, . . .
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Figura 1. Juan Antonio Cuesta.

La creación del CIEM, propiamente dicha, tuvo lugar co-
mo resultado de la firma de un convenio entre la Universi-
dad de Cantabria y el Ayuntamiento de Castro Urdiales, en
el que se preveía que el CIEM tendría su sede en el edificio
“La Residencia” gestionado por el ayuntamiento castreño. La
Universidad de Cantabria asumía el compromiso de que to-
das las actividades que organizase el CIEM tendrían lugar en
“La Residencia”. Por otro lado, el ayuntamiento, aparte de
ceder el uso de la instalación mencionada, se comprometía a
contribuir a la financiación de las actividades del CIEM con
una aportación anual que se añadía a los fondos recibidos de
i-MATH.

- Háblanos sobre los objetivos específicos del Centro.

El CIEM se centra en la organización de reuniones de con-
tenido matemático. Pueden ser tanto reuniones dedicadas a
la promoción de la investigación (incluyendo congresos es-

pecíficos sobre los últimos avances en determinados campos de la matemática), como orienta-
das a los problemas del mundo de la didáctica de la matemática en todos sus niveles o, también,
a aplicaciones de las matemáticas en el mundo que nos rodea.

En ocasiones, se aceptan propuestas que no están directamente relacionadas con las mate-
máticas pero sí con algún campo afín como la física teórica, la informática o el manejo de datos.

- Cuéntanos algunas de las actividades que se han desarrollado dentro del CIEM.

Las actividades son muy diversas. El bloque más numeroso es el de las reuniones dedicadas
a la investigación matemática. Por ejemplo, el año pasado albergamos una reunión internacio-
nal para el estudio de técnicas estadísticas aplicadas al Big Data, y otra dedicada al modelado
matemático en mecánica y biología. También hemos alojado diversas reuniones de homenaje a
matemáticos punteros en sus campos de actuación.

Dentro del mundo de la didáctica, hemos tenido varias reuniones dedicadas a la evaluación
de la calidad de la enseñanza (incluyendo una sobre el informe PISA) y todos los años nuestra
programación incluye una o dos convocatorias para los usuarios del programa Geogebra, tanto
a nivel avanzado como de iniciación.

Quiero destacar la existencia de varios grupos que nos han elegido como sede para sus
reuniones periódicas. Uno de ellos, por supuesto, es el vuestro. Pero también tenemos el gru-
po encabezado por el Prof. Jose Merodio, de la Universidad Politécnica de Madrid, el de los
estadísticos de las universidades de Burdeos, Cantabria, Toulouse y Valladolid, . . .

- ¿Qué es Geogebra?

GeoGebra es un programa de uso libre para fines no comerciales orientado a la enseñanza
de las matemáticas en todos los niveles de la educación. Contiene herramientas fáciles de usar
de geometría, álgebra, hojas de cálculo, gráficas, estadística, cálculo, . . . Permite, por ejemplo,
dibujar figuras geométricas con características determinadas de un modo rápido, intuitivo y
sencillo.

Pero GeoGebra también es una comunidad en rápida expansión de millones de usuarios
repartidos por todo el mundo. Se estructura en torno a institutos. En España existen 11. Uno de
ellos está en Cantabria y tiene su sede en el CIEM.

- Nuestro grupo lleva varios años celebrando las Jornadas Matemáticas Everywhere con el apoyo
del CIEM, por lo cual estamos muy agradecidos ¿qué tiene que hacer un grupo para poder organizar
actividades con vuestra colaboración?

No tenéis nada que agradecer. Más bien al contrario porque éste es nuestro trabajo.
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El CIEM concede apoyo económico a los organizadores, facilita el uso de sus instalaciones y
permite beneficiarse de los convenios existentes con los establecimientos de la zona. Para ello,
todos los años publicamos una convocatoria (la del 2016 está abierta en estos momentos) y lo
único que hay que hacer es enviarnos por correo electrónico un escrito en el que se explique
qué tipo de reunión se pretende organizar, se aporten los datos que se estimen pertinentes para
avalar su calidad (miembros del comité organizador, historial del grupo, . . . ), y se especifique
el número previsto de asistentes, el presupuesto de la actividad (incluyendo todas las fuentes
de financiación junto con la cantidad solicitada al CIEM) y las fechas en las que se pretende
celebrar la reunión.

- ¿Desde cuándo diriges el CIEM?

Me nombraron a mitad del 2010. Desde cierto punto de vista, ya va siendo hora de dejarlo.
Pero, en estos momentos, como consecuencia de los recortes, la subsistencia del CIEM no está
garantizada y no quiero dejar el CIEM en estas condiciones a mi sucesor.

- Suponemos que os encontraréis con multitud de dificultades con las que un proyecto de esta enver-
gadura tiene que lidiar. ¿Puedes explicar un poco más cómo os ha afectado la situación de crisis socioeco-
nómica de los últimos años? y lo que es más importante después de casi once años de andadura, ¿cómo se
vislumbra el horizonte más inmediato? ¿Cómo os financiáis?

La existencia del CIEM, por lo menos desde un punto de vista económico, fue placentera
durante los primeros años de su andadura. Sin embargo, en lo más duro de la crisis, finalizó
el proyecto i-MATH (que era la principal fuente de financiación del CIEM) y resultó que el
Ayuntamiento de Castro Urdiales fue uno de los más castigados por la crisis lo que le obligó a
cancelar sus aportaciones económicas.

Afortunadamente mis antecesores habían sido un poco “hormiguitas” y contábamos con un
remanente presupuestario de cierta importancia. En ese momento surgió el hotel “Las Rocas”
de Castro Urdiales (a quien quiero manifestar el agradecimiento del CIEM por su ayuda) que,
aparte de ofrecernos precios preferentes, está colaborando económicamente a nuestro sosteni-
miento. En los últimos años hemos sobrevivido con ayudas de la Universidad de Cantabria, los
excedentes mencionados y las aportaciones del hotel Las Rocas.

Este año el Ayuntamiento de Castro Urdiales, dentro de la muy delicada situación financie-
ra en que se encuentra, ha hecho un esfuerzo para facilitarnos una pequeña ayuda económica.
También estamos haciendo gestiones con la Consejería Autonómica de Educación para obte-
ner financiación para las actividades relativas a la enseñanza de las matemáticas en niveles no
universitarios. Esperemos que la suma de estos esfuerzos, junto con una aportación de la uni-
versidad permita garantizar la subsistencia del CIEM.

- ¿Porqué consideras que un centro de estas características es fundamental?, ¿qué aporta tanto a la
comunidad científica como al propio municipio de Castro Urdiales?

Hombre, fundamental es mucho decir. Dejémoslo en importante o, simplemente, en bueno.
El CIEM es bueno para la comunidad matemática española porque es un centro de reuniones,
con una trayectoria consolidada que permite tanto a grupos como el vuestro tener sus reuniones
periódicas, como la organización de reuniones esporádicas sobre temas específicos contando
con un ambiente agradable y una infraestructura adecuada.

Por otro lado, el CIEM es importante para la localidad de Castro Urdiales, sobre todo, por
los visitantes que trae fuera de la (corta) temporada estival. A lo largo de estos 10 años de
existencia, el CIEM ha organizado 123 reuniones con más de 5.300 asistentes, con un poder
adquisitivo superior al del turista medio. Además, estamos intentando que cada reunión del
CIEM venga acompañada de algún tipo de actividad abierta al público castreño en general o a
los profesores o alumnos de los centros de enseñanza media de la localidad.
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2. Sobre las Matemáticas

- Hablemos ahora un poco sobre las Matemáticas. ¿Sigue habiendo estudiantes de Matemáticas? Se
escucha últimamente que se están perdiendo las vocaciones científicas y tecnológicas ¿cuál es tu percep-
ción?

La verdad es que, en lo que se refiere a las Matemáticas, esto ha cambiado últimamente.
Cada día aparecen noticias en los periódicos en las que se refleja que Matemáticas es una de las
carreras con menos paro. La explicación de este hecho es clara: por un lado, no hay (ni nunca
ha habido) muchos estudiantes de Matemáticas. Por otro lado, sólo hace falta mirar alrededor
para darse cuenta de que la sociedad actual está cada vez más necesitada de matemáticos. Por
ejemplo, Forbes, en diciembre de 2014, hablaba de un incremento anual de la demanda de pro-
fesionales en el mundo del Big Data del 89,9 % y la tecnológica Gartner predecía la existencia de
4,4 millones de puestos de trabajo en este campo, de los que sólo se cubriría un tercio. Es obvio
que para el desempeño de estos puestos no es imprescindible ser matemático, pero también
está claro que son empleos con un claro componente matemático y que, a igualdad de otras
circunstancias, el matemático debería estar más preparado para su desempeño.

Estos hechos se han reflejado en un cambio en la tendencia del número de matriculados
en los grados de Matemáticas en toda España. Por ejemplo, en la Universidad de Cantabria,
el curso 2015/16 hemos tenido 48 alumnos de nueva matrícula, número que, a juzgar por los
datos de la preinscripción, se superará este año. Esta cifra es muy superior a la veintena de
matriculados que había en los primeros años de este siglo. Aparte lo anterior, también hay
que señalar que el doble título Físicas-Matemáticas suele tener una de las notas de corte más
altas, con la Universidad Complutense a la cabeza con el corte en 13,45. En la Universidad de
Cantabria es de 12,649. En ambos casos por encima de, por ejemplo, la nota de Medicina que es
12,697 y 12,178 respectivamente. Todos los datos están referidos a la preinscripción de junio de
este año.

- Particularmente la Estadística (tú eres Catedrático de Estadística) parece estar muy de moda y ser
necesaria en numerosas áreas. ¿Cómo animarías a un estudiante para que encaminase sus estudios en
esta línea?

Sólo hay que mirar la cantidad de puestos de trabajo atractivos que ofrece. El mundo del
Big Data tiene planteados múltiples retos relacionados con la Estadística. Pero también muchos
otros campos. Por ejemplo, el reconocimiento de voz en los teléfonos móviles, la identificación
de anomalías en procesos de producción, la prevención de eventos en conducción automática
de vehículos, . . . todo eso está basado en el uso de técnicas estadísticas.

- Has mencionado en varias ocasiones el término Big Data ¿puedes contarnos un poco qué es eso, para
qué sirve y si el futuro de la estadística se encamina hacia ese campo?

Big Data se refiere a datos en cantidades desorbitadas. No deja de ser una paradoja que hasta
hace relativamente poco, el problema de la ciencia era la falta de datos fiables. El Big Data se
refiere a la situación que se da en la actualidad en muchos campos en los que el problema es
justo el contrario: se dispone de tantos datos que no se sabe cómo manejarlos.

Cuando hablo de cantidades desorbitadas de datos, me refiero a un volumen tal que los
datos a manejar no caben (literalmente) en un ordenador de última generación, aunque sea
relativamente grande. Permitidme que insista: no digo que un ordenador de muy altas presta-
ciones tendría dificultades para manejarlos, lo que digo es que no podría manipularlos porque
no cabrían en él (hay una problemática intermedia llamada en ocasiones “medium data” que
se refiere a aquellos problemas en los que los datos caben físicamente en el ordenador, pero un
poco justos, por lo que su capacidad de cálculo se ve comprometida).

Por poner un ejemplo, en Internet cada día se produce un volumen ingente de datos in-
dividuales, basados sobre todo en las páginas que visitamos, pero también en el tiempo que
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pasamos en ellas, en qué hacemos en ellas (qué contenidos consultamos, qué descargamos que
compramos, . . . ), en qué secuencia de enlaces hemos seguido para llegar hasta un punto de-
terminado, . . . El problema es como extraer la información relevante de esos datos para hacer
llegar la propaganda adecuada, detectar tendencias de mercado, decidir cómo se debe compor-
tar un líder para mejorar su imagen (o arañar los votos que le faltan para ganar unas elecciones),
. . .

El Big Data, simplificando un poco, se refiere al problema de cómo extraer información de un
volumen extremadamente grande de datos. Pero es que el objetivo de la Estadística es extraer
información fiable de un conjunto de datos. Por lo tanto, aunque creo que es un poco exagerado
decir que la Estadística se encamina a este campo, sí que creo que el Big Data es uno de los
campos con más futuro de la Estadística.
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