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Resumen

Este nimero de la Revista “Pensamiento Matematico”, presenta varios articulos sobre di-
versos temas relacionados con las Matematicas, tanto desde un punto de vista formal o tedrico
como aplicadas a distintas dreas como la ingenieria o la fisica.

Abstract

This number of “Mathematical Thinking” Journal, presents some articles about different
aspects related to Mathematics, not only from a formal o theorical point view but Maths ap-
plied to different areas such as engineering or physics.

Investigacion

Las cuatro patas en las que se sustenta la sostenibilidad portuaria hacen muy ardua la tarea
de encontrar una metodologia que haga que su aplicacién préctica resulte facil. Es por ello que,
conociendo las variables asociadas a la sostenibilidad portuaria, se han obtenido las relaciones
entre las mismas a través de la construccién de una red bayesiana (figura 1). En “Evaluacion
grdfica de la sostenibilidad portuaria: redes de decision” se pone de manifiesto la teoria de la utilidad
vinculada a las redes bayesianas proporciona un marco para la toma de decisiones utilizando
diagramas de influencia o redes de decisién, los cuales se han empleado en el presente trabajo
para conocer las influencias positivas y negativas que se producen entre dichas variables.

“Ecuaciones diofidnticas en enteros gaussianos” expone como se resuelven en los enteros gaus-
sianos algunas ecuaciones diofdnticas conocidas.

Experiencias Docentes

En “Buscando Medidas de Apoyo para Superar el Fracaso Académico”, se expone un trabajo que
surge de la observacién de una situacién detectada en los cursos de Matematica de las carreras
de la Facultad de Ingenierfa y Tecnologias (FIT) de la Universidad Catélica del Uruguay (UCU).
A partir de la experiencia recogida con estudiantes que muestran fracaso académico reiterado,
se ha constatado que, repetir los cursos hasta que los aprueben no brinda la oportunidad de
superar dificultades a aquellos alumnos que las poseen (figura 2). Entre estas dificultades pue-
den citarse: insuficiente desarrollo de habilidades en la ejecucién de algoritmos o rutinas de
cdlculo, escasa disponibilidad de estrategias para la blisqueda de solucién a ejercicios, ausencia
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Figura 1. Representacién grdfica de la red bayesiana obtenida al aplicar el algoritmo K2 a las variables seleccionadas.

de recursos metacognitivos para abordar tareas no rutinarias. Esta situacién ha ido generando
una poblacién de alumnos repitientes reincidentes, que acumulan un atraso importante en el
desarrollo de sus respectivos programas. Para atender esta situacién, se ha propuesto un con-
junto de medidas, en un rango que va desde la organizacién curricular hasta las estrategias de
ensefianza utilizadas, tanto en el aula como en tutorias personalizadas. Se presentan algunas de
estas medidas y el impacto que las primeras observaciones de su implementacién permiten ser
apreciadas.

Lista de dudas:
Seccion 8.1:
a. ¢Por qué dos coordenadas polares diferentes pueden repr tar el mismo punto?

Leyendo nuevamente el texto y analizando el ejemplo 2, se puede apreciar que dado un
punto P de coordenadas (r,0), cualquier punto con coordenadas (-r, 6-+kn) (siendo k£ un niimero
entero impar) o (r, 0+2nm) (donde n es cualquier entero) representan el mismo punto. Esto
implica que cada punto en el plano tiene un nimero infinito de representaciones en coordenadas
polares.

b. ;Por qué al convertir coordenadas rectangulares a coordenadas polares, puedo obtener
diferentes resultados? ;Como sé cudl es el resultado correcto?

Desarrollando el ejemplo 4, es apreciable que los resultados obtenidos al convertir
coordenadas rectangulares a polares, no determinan de manera unica a ry 6. Es por esto que se
debe prestar atencion al cuadrante donde se encontraba el punto definido en coordenadas
rectangulares, para expresar el resultado en coordenadas polares de forma correcta.

Figura 2. Trabajo realizado por un estudiante siguiendo la consigna anterior: lectura orientada sobre niimero complejo.

En “Pensamiento Matemdtico Avanzado y Scratch: El Caso del Mdximo Comziin Divisor”, se a cabo
una propuesta didéctica, con los alumnos del Master de Formacién del Profesorado en Ense-
fianza Secundaria y Bachillerato de la Universidad Complutense de Madrid, de la especialidad
de Matematicas. Dicha propuesta consiste en la programacién en Scratch del Algoritmo de Eu-
clides para el Maximo Comuin Divisor. Esta metodologia de trabajo, que mezcla matemaéticas y
programacion, permitird trabajar con los alumnos elementos propios del Pensamiento Matema-
tico Avanzado como son la abstraccién, la formalizacién y la generalizacion, entre otros.
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Historias de Matematicas

En “Los métodos infinitesimales para el cdlculo de tangentes”, se estudian los métodos infinite-
simales para el cdlculo de tangentes desarrollados por Fermat y Barrow a mediados del siglo
XVIIL, incluyendo algunos ejemplos que ilustrardn al lector sobre su aplicacién. Asimismo, se es-
tudia el método de Fermat para el cdlculo de méximos y minimos. En todos los casos se indaga
sobre la base teérica de los procedimientos, contrastando las opiniones de diversos autores que
han tratado la materia.

Gréfica de la funcion y=x(B-x)
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En “Matemdticas y Movimiento en el Siglo XIV ” se realiza una exposicion histérica del gran
interés que hubo en el siglo XIV por el estudio del movimiento, principalmente en Oxford y
Paris. Analizamos los trabajos de Thomas Bradwardine en Oxford y Nicolds Oresme en Paris,
quienes publicaron sendos libros esenciales acerca de estas cuestiones mediante el estudio de
las razones. Ademds, Bradwardine formulé una Ley del Movimiento que tuvo un gran éxito y se
utilizé como referencia, hasta el siglo XVI.

Juegos y Rarezas Matematicas

“La no numerabilidad es un juego de nifios”, pone de manifiesto que para establecer la no nu-
merabilidad de la recta real no es preciso recurrir a sesudos argumentos adultos, tales como la
estrategia diagonal de Cantor. Es tan sencillo como saltar a la comba, un juego de nifios.

Cuentos Matematicos

“El legado absoluto” es un cuento presentado al Primer Concurso de Relatos Cortos Mate-
maticos “7r-ensa” organizado durante el curso 2015-2016 por el Aula Taller de las Matematicas
“m-ensa”. Toda la informacién puede consultarse en la web del Aula: http://innovacioneduca-
tiva.upm.es/museomatematicas/. En este articulo se presenta el relato que recibié la mencién
de honor del jurado en la 2° categoria “estudiantes de ESO”.

Criticas y Resefias

Informe sobre la pelicula “Figuras ocultas”, presenta una resefia de la pelicula homénima diri-
gida por Theodore Melfi, afio 2016. En ella se narra la vida real de tres mujeres afroamericanas
que fueron clave para que el proyecto, protagonizado por el astronauta John Glenn, de realizar
la primera 6rbita completa alrededor de la Tierra, se llevara a cabo con éxito.

Volumen VII, Niimero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 3
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Entrevistas

En “Francesco Mugelli y las Olimpiadas Matemdticas” se entrevista al matematico de la Univer-
sidad de Florencia, que adiestra a jévenes y a sus maestros en los problemas de matematicas.
Su aficién a los problemas y retos de la matematica elemental proviene de la infancia y hay
que buscarlo en los libros que se guardaban en el sétano de su casa. Aqui nos mostrard algu-
nos divertidos secretos de su trabajo en el mundo juvenil de las Olimpiadas Matematicas y su
funcionamiento en Italia.

Figura 3. Francesco Mugelli.

Finalizaremos como siempre esta pequefia introduccién a nuestro nuevo niimero con alguna
que otra cita motivadora para nuestros lectores. Esperamos que disfrutéis de este nuevo ntime-
ro, agradecemos enormemente vuestro méds que demostrado interés por participar en este gran
proyecto y os invitamos una vez mads a que nos hagdis llegar vuestros trabajos.

“Todos somos muy ignorantes. Lo que ocurre es que no todos ignoramos las mismas cosas.”

Albert Einstein

El Comité Editorial
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portuaria: redes de decision

Graphical evaluation of port sustainability:
decision networks
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Resumen

Las cuatro patas en las que se sustenta la sostenibilidad portuaria hacen muy ardua la
tarea de encontrar una metodologia que haga que su aplicacion practica resulte facil. Es por
ello que, conociendo las variables asociadas a la sostenibilidad portuaria, se han obtenido las
relaciones entre las mismas a través de la construccion de una red bayesiana. La teoria de la
utilidad vinculada a las redes bayesianas proporciona un marco para la toma de decisiones
utilizando diagramas de influencia o redes de decision, los cuales se han empleado en el
presente trabajo para conocer las influencias positivas y negativas que se producen entre
dichas variables.

Palabras Clave: Evaluacién grafica, redes de decision, diagramas de influencia, redes
bayesianas

Abstract

The four legs on which port sustainability is based make it very difficult to find a
methodology that makes its practical application easy. For this reason, by knowing variables
associated with port sustainability we have obtained the relationship between them through
the construction of a Bayesian network. Utility theory linked to Bayesian networks provides
a framework for decision making by means of influence diagrams or decision networks,
which have been used in the present work to know the positive and negative influences that
occur between these variables.

Keywords: Graphical evaluation, decision networks, influence diagrams, Bayesian networks
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1. Introduccion

El desarrollo sostenible sigue siendo en la actualidad un concepto amplio, abstracto o
ambiguo [5], que ha ido evolucionando con el paso de los afios. Su incorporacion fue en la
década de los 70 del siglo pasado en la Conferencia de Estocolmo que se celebr6 en el afio 1972.
Alli, se puso de manifiesto la existencia de problemas medioambientales globales como
consecuencia del crecimiento de la poblacién y de la escasez de recursos naturales [13].

Posteriormente, en el ano 1987, con el Informe Brundtland, el concepto de desarrollo
sostenible adopta su definicién mas conocida, definiéndose como “el desarrollo que asegura las
necesidades del presente sin comprometer la capacidad de las futuras generaciones para
enfrentarse a sus propias necesidades” [26].

Este hecho supuso un cambio social, ambiental y econdmico importante al incluir cuestiones
medioambientales que nunca antes habian sido debatidas, las cuales se consolidaron en la
Cumbre de la Tierra en Rio de Janeiro en 1992, donde el desarrollo sostenible era el tema central
del debate [2]. El resultado principal de dicha cumbre, ademas de la creacion de una Comision
para el Desarrollo Sostenible, fue un documento titulado Agenda 21, en el que se desarroll6 una
estrategia general de desarrollo sostenible para todo el mundo.

Posteriormente, esta vision siguié amplidandose a otras dimensiones, de forma que la
definicién ha evolucionado con el paso del tiempo, pues cada vez que se estudia el tema se
involucran mas areas del conocimiento [12]. Es por ello que en la actualidad este concepto posee
un cardcter integral, multidimensional e interactivo, abarcando la dimensién institucional,
dimensién econdmica, dimensién social y dimensién ambiental, tal y como se refleja en la
Figura 1.

Figura 1. Dimensiones de la sostenibilidad. Fuente: [15]
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En el caso del sector transportes el concepto de desarrollo sostenible se esta aplicando de
forma emergente, impulsado por iniciativas que incorporan la variable ambiental y la
responsabilidad social empresarial en la gestion estratégica de las empresas [6]. El objetivo a
largo plazo es el mantenimiento equilibrado de su funcién, buscando un desarrollo equilibrado
de la dimensién econdmica, social, ambiental e institucional [22].

El transporte de mercancias es una operacion de gran importancia en la economia general
a nivel mundial [19], mereciendo una atencion particular el transporte maritimo, al transportar
alrededor del 80% de las mercancias a nivel mundial [20].

La sostenibilidad portuaria tiene sus raices en las propuestas del GRI (Global Reporting
Initiative) [8] de las cuales conserva, entre otras cuestiones, los cuatro ejes o dimensiones que
conforman un enfoque de desarrollo sostenible, es decir, las reflejadas en la Figura 1. Es por ello
que se debe entender la gestion sostenible como “aquella que permite que crezca el volumen de
trafico de contenedores, graneles sélidos y liquidos, mercancia general y nimero de pasajeros,
disminuyendo a su vez el consumo de energia y recursos naturales, el volumen de residuos
generados y los impactos negativos a los sistemas sociales y ecosistemas en las areas de
influencia del puertos” [3].

Esta demanda de la sociedad de caminar hacia un desarrollo sostenible, traducido en una
exigencia a las organizaciones de una mayor transparencia en la informacién que suministra ha
llevado a los puertos a implementar de forma voluntaria normativas relacionadas con la
sostenibilidad, y programas de Responsabilidad Social Empresaria. En algunos casos, la
informacion se facilita a través de Memorias/Informes de Sostenibilidad/Balances Sociales, que
mas alla de los Estados Financieros convencionales, responden a una triple realidad de la
organizacion: econodmica, social y medioambiental [21].

En el caso particular del sector portuario espafiol, las memorias de sostenibilidad ofrecen
informacién que va mas alla de la econdmico-financiera [4], por lo que constituye una
herramienta de analisis y diagnostico al describir los resultados mediante el uso de indicadores
de calidad que abarcan las cuatro dimensiones anteriormente citadas. Asimismo, estos
indicadores también resultan ttiles a las Autoridades Portuarias para:

O controlar que su manejo sea sostenible

O evaluar los impactos derivados del programa aplicado

0 modificarlos cuando sea necesario

O llevar a cabo una evaluacion comparativa de la gestion de los distintos puertos,
desde el punto de vista de la sostenibilidad, para poder definir las mejores practicas
y comparar el rendimiento de la Autoridad Portuaria con el de industrias similares.

Por tanto, su aplicacién generalizada en un sistema portuario es tutil para realizar un
benchmarking preciso en sostenibilidad entre los puertos de la misma regién o pais [9].

A partir de estos indicadores, los objetivos que debe alcanzar una autoridad portuaria o
empresa para asegurar un desarrollo y crecimiento sostenible son los que se muestran en la
Figura 2, abarcando las cuatro dimensiones. El objetivo final que se persigue es llegar a que los
puertos se consideren como elementos de un sistema que se interrelacionan con un entorno
fisico, social y ambiental, y dejen de ser vistos como entes aislados sujetos a una coyuntura
comercial concreta [17].

Volumen VII, Niimero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 7
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. . Incrementar el volumen de negocio
Objetivos
econ c') m iCOS Aumentar los ingresos por concesiones
Reducir el endeudamiento con el fin de asegurar la sostenibilidad financiera del puerto
Optimizar y rentabilizar las inversiones de los activos portuarios
s Accionar con respeto al medio ambiente
Objetivos
am bienta |eS Minimizar los impactos ambientales derivados de la actividad portuaria
Minimizar los accidentes ambientales
Mejorar la gestién ambiental en el reciento portuario
P Impulsar cambios legales para modernizar el desarrollo del puerto
Objetivos

Reorganizar el mercado incorporando competencia

institucionales

Desarrollar la comunidad portuaria para incrementar la eficiencia

Institucionalizar la relacién ciudad-puerto

Expandir la gestion operativa del puerto a la cadena logistica

Desarrollar y modernizar sistemas de gestion de los recursos humanos

Objetivos
sociales

Desarrollar un equipo humano motivado y comprometido

Lograr un respaldo sostenido y activo de la comunidad del entorno

Figura 2. Relacion de los principales objetivos que debe alcanzar una autoridad portuaria o empresa para asegurar un desarrollo y
crecimiento sostenible. Fuente: (Molina, et. al, 2016)

Sin embargo, la aplicacion del concepto de sostenibilidad portuaria se topa con una escasez
de metodologias que permitan evaluar el impacto de las actuaciones de las instituciones y
empresas en cada una de estas cuatro dimensiones, determinando el valor y las variables que
cuantifiquen la verdadera contribucion de esa gestion al desarrollo sostenible. No obstante, en
las ultimas décadas se han desarrollado numerosas técnicas para el analisis y modelizacion de
los datos en diferentes dreas de la estadistica y de la inteligencia artificial [18], sobre todo en el
caso de redes neuronales, cuyas investigaciones son muy populares [11]. La aplicaciéon de estas
disciplinas se extiende también a numerosos ambitos comerciales y de investigacion en
problemas de prediccidn, clasificacion o diagnosis [25].

Dentro de las metodologias, las Redes Bayesianas o redes probabilisticas permiten
modelizar de forma conjunta toda la informacidn relevante para un problema dado y utilizar
posteriormente mecanismos de inferencia probabilistica para obtencion de conclusiones en base
a la evidencia disponible [24]. Es por ello que conforman una de las posibilidades puesto que la
logica bayesiana se basa en las estadisticas y las probabilidades condicionales para predecir el
futuro [14], permitiendo obtener de una forma grafica las relaciones entre las variables de cada
una de las cuatro dimensiones y determinar a posteriori los valores que cuantifiquen su
contribucion a la sostenibilidad.

En la linea de trabajo de comportamiento de redes neuronales, en el campo de la gestién
portuaria, se han desarrollado en los tltimos afios varios estudios, entre los que se encuentra la
referencia [19] que us6 como herramienta el programa MATLAB. Dicho estudio se desarrollaba
en el ambito de las terminales de contenedores, en concreto, en el estudio de posibles
crecimientos de trafico y de las necesidades de equipos para poder mover los contenedores
estimados.
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La presente investigacion, siguiendo una metodologia similar a la expuesta en dicha
referencia, avanza un paso mas usando el software Elvira, y analiza las relaciones entre las
variables que intervienen en la sostenibilidad portuaria, permitiendo llevar a cabo una toma de
decisiones, al tiempo que muestra la necesidad de incorporar elementos sostenibles dentro de
las herramientas empleadas por las Autoridades Portuarias.

2. Metodologia y resultados obtenidos

El aprendizaje es una de las caracteristicas que definen a los sistemas basados en inteligencia
artificial, pues siendo estrictos, se puede afirmar que sin aprendizaje no hay inteligencia. Sin
embargo, es dificil definir el término “aprendizaje”, pero la mayoria de las autoridades en el
campo coinciden en que es una de las caracteristicas de los sistemas adaptativos que son capaces
de mejorar su comportamiento en funcion de su experiencia pasada, por ejemplo al resolver
problemas similares [23].

Los modelos graficos probabilisticos son graficos en los que los nodos representan variables
aleatorias, y los arcos (o la falta de ellos) representan supuestos de independencia condicional.
Por lo tanto, proporcionan una representacién compacta de distribuciones de probabilidad
conjuntas.

Existen dos tipos de modelos graficos:

0 Los modelos graficos no dirigidos, también llamados Markov Random Fields
(MRF) o redes de Markov, tienen una definicién simple de independencia, de modo
que dos nodos o conjunto de nodos A y B son condicionalmente independientes
dado un tercer conjunto, C, si todos los caminos entre los nodos en A y B estan
separados por el nodo en C.

Este tipo de modelo es mas popular entre las comunidades de fisicos y opticos.

O Los modelos graficos dirigidos también llamados redes bayesianas o redes de
creencias (BNs), tienen una nocién mas complicada de la independencia que los
modelos gréficos no dirigidos, pues se tiene en cuenta la direccionalidad de los
arcos, como explicamos a continuacion.

Estos modelos son mas populares entre las comunidades de informaticos y
estadisticos.

Aunque, como se ha visto anteriormente, los modelos dirigidos tienen una nocién mads
complicada de independencia que los modelos no dirigidos, estos modelos cuentan con varias
ventajas. Lo mas importante es que se puede considerar un arco de A a B como indicando que
A "causa" B. Esto se puede usar como una guia para construir la estructura del grafico. Ademas,
los modelos dirigidos pueden codificar relaciones deterministas, y son mas féciles de aprender
(ajustar a los datos).

Para profundizar mas en modelos graficos dirigidos y no dirigidos, véanse las referencias
[16], [11y [7].

Ademas de la estructura grafica, es necesario especificar los pardmetros del modelo. Para
un modelo dirigido, es necesario especificar la distribuciéon de probabilidad condicional (CPD)
en cada nodo. En el caso de variables discretas, esto se puede presentar como una tabla (CPT),
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que enumere la probabilidad de que el nodo secundario asuma cada uno de sus valores
diferentes para cada combinacion de valores de sus padres.

El obtener una red bayesiana a partir de unos datos determinados es un proceso de
aprendizaje que se divide en dos etapas: el aprendizaje estructural y el aprendizaje paramétrico,
[16]. La primera de ellas consiste en obtener la estructura de la red bayesiana, es decir, las
relaciones de dependencia e independencia entre las variables involucradas. La segunda etapa
tiene como finalidad obtener las probabilidades a priori y condicionales requeridas a partir de
una estructura dada.

Al tratar el tema de aprendizaje en redes bayesianas, es importante tener presente que
distintos grafos pueden ser probabilisticamente equivalentes, es decir, pueden representar las
mismas relaciones de dependencia e independencia y/o las mismas distribuciones conjuntas
para sus variables. Por ello, haciendo uso de la nocién de independencia, o equivalencia de
distribuciones, se puede obtener una divisién en clases de equivalencia del conjunto de todos
los grafos dirigidos posibles de n variables.

Hay dos métodos principales para construir la red El primero de ellos consiste en realizar,
a partir de las frecuencias observadas en la base de datos, una estimacién de la distribucion de
probabilidad que rige el mundo real; las relaciones de dependencia e independencia
probabilista de dicha distribucion indican cual debe ser la estructura del grafo. Es decir, se trata
de buscar un grafo que sea mapa de independencias de la distribucion de probabilidad.
Naturalmente, puede haber mas de una solucién, pues como hemos comentado existen grafos
equivalentes en sentido probabilista, es decir, grafos que representan las mismas relaciones de
independencias y de (posibles) dependencias.

El otro método de aprendizaje estructural consiste en realizar una buisqueda heuristica
utilizando alguna medida de calidad: en general, se parte de una red sin enlaces y se van
anadiendo enlaces uno a uno hasta que la red representa adecuadamente la distribucién de
probabilidad obtenida de la base de datos. También en este método hay que tener en cuenta la
existencia de grafos equivalentes en sentido probabilista.

Existen varias alternativas para obtener los parametros necesarios de una red, siendo estas
las que se enumeran a continuacion:

O Especificacion de los pardmetros, normalmente contando con la ayuda de expertos.
Se trata de un proceso costoso.

0 Aprendizaje a partir de las bases de datos, que obviamente depende de la existencia
de dicha base de datos. Para ello existen dos opciones:

a) aprendizaje paramétrico, si se dispone de la estructura

b) aprendizaje estructural, en el que es posible aprender tanto la estructura como
los parametros.

O Combinar especificacion y aprendizaje. Por ejemplo, contar con expertos que
ayuden a especificar la estructura, realizar el aprendizaje paramétrico y, por otro
lado, disponer de expertos para supervisar el modelo obtenido. Esta ultima
alternativa atina las ventajas de cada caso.
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2.1 Aprendizaje paramétrico

El aprendizaje paramétrico supone que se coloque la estructura (el grafo) de la red
bayesiana y, en consecuencia, también la factorizacién de la probabilidad y qué probabilidades
condicionadas forman la red.

El aprendizaje paramétrico consiste en encontrar los parametros asociados a una estructura
dada de una red bayesiana. Dichos parametros son en las probabilidades a priori de los nodos
raiz y las probabilidades condicionales de las demas variables dados sus padres. Si se conocen
todas las variables es facil obtener las probabilidades requeridas ya que las probabilidades
previas corresponden a las marginales de los nodos raiz y las condicionales se obtienen de las
conjuntas de cada nodo con su(s) padre(s). Para que se actualicen las probabilidades con cada
caso observado, éstas se pueden representar como razones enteras y actualizarse con cada
observacion.

Para definir completamente la red bayesiana y asi representar la distribucién de
probabilidad conjunta, es necesario especificar para cada nodo X la distribucién de probabilidad
de X condicionada a los padres de X. La distribucion de X condicionada a sus padres puede
tener cualquier forma. Es usual trabajar con distribuciones discretas o gaussianas por
simplicidad en los calculos, pero a veces sélo se conocen restricciones en una distribucién por
lo que se puede utilizar el principio de entropia maxima para determinar la mayor entropia,
dadas las restricciones. En el caso de las redes bayesianas dinamicas, lo mas normal es
especificar la distribucion condicional de la evolucién temporal del estado oculto para
maximizar la velocidad de entropia del proceso estocastico implicito.

A menudo, estas distribuciones condicionales incluyen parametros que son desconocidos y
deben estimarse a partir de datos, utilizando el enfoque de maxima verosimilitud. La
maximizacion directa de la probabilidad (o de la probabilidad posterior) suele ser compleja
cuando hay variables no observadas. Una aproximacion clasica a este problema es el algoritmo
de la maximizacidn de la expectativa que alterna el computo de los valores esperados de las
variables no observadas, condicionadas a los datos observados, con la maximizaciéon de la
probabilidad completa (o posterior), asumiendo que los valores esperados calculados
previamente son correctos. Bajo condiciones de regularidad suave, este proceso converge en
valores de maxima verosimilitud (o maximo posterior) para los parametros.

Sin embargo, un enfoque mas bayesiano de los parametros es tratarlos como variables no
observadas y calcular una distribucidn posterior completa sobre todos los nodos, condicionados
a los datos observados, para luego integrar los parametros. Este enfoque es mas complejo y
puede conducir a modelos de gran dimensidn, por lo que en la practica los enfoques clasicos de
parametrizacion son mas utilizados.

Por lo tanto, dada una estructura y las bases de datos, mediante el aprendizaje paramétrico
se obtienen las probabilidades a priori y condicionales requeridas

2.2 Aprendizaje estructural

Mediante el aprendizaje estructural se obtiene la estructura de la red bayesiana a partir de
bases de datos, es decir, se obtienen las relaciones de dependencia e independencia entre las
variables involucradas. Las técnicas de aprendizaje estructural dependen del tipo de estructura

y/o topologia de la red (arboles, polidrboles o redes multiconectadas). Otra alternativa posible
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es la combinacién del conocimiento subjetivo de un experto, de forma que, partiendo de una
estructura dada por el experto, esta se valida y mejora utilizando los datos estadisticos.

Los primeros algoritmos de aprendizaje estructural de redes bayesianas que surgieron se
basan en un analisis de las relaciones de dependencia e independencia presentes en la
distribucion de probabilidad P: el problema consiste en encontrar un grafo dirigido aciclico
(GDA) que sea un mapa de independencias (I-mapa) de P. En realidad, se busca un I-mapa
minimo; es decir, uno en el que hay dos grafos que sélo se diferencian en que hay un enlace que
aparece en el primero pero no en el segundo y ambos son I-mapas de P. Es preferible el segundo,
por los siguientes motivos:

00 Porque muestra mas relaciones de independencia que el primero, porque va a
necesitar menos espacio de almacenamiento (alguna de las tablas sera mas
pequena)

0 Porque va a ser mas preciso (al necesitar menos parametros podra estimarlos con
mayor fiabilidad, reduciendo ademas el riesgo de sobreajuste)

0 Porque conducira a una computaciéon mas eficiente.

Una vez obtenido el grafo, el aprendizaje paramétrico para hallar las probabilidades
condicionadas y completar asi la red bayesiana, se encuentra listo para llevarse a cabo.

Para describir una red bayesiana es necesario especificar dos cosas: la topologia del grafico
(estructura) y los parametros de cada distribucion de probabilidad condicional (CPD). Es
posible aprender de estos datos. Sin embargo, la estructura de aprendizaje es mucho mas dificil
que los parametros de aprendizaje. Ademas, aprender cuando algunos de los nodos estan
ocultos, o faltan datos, es mucho mas dificil que cuando se ha observado todo.

En muchos contextos practicos la red bayesiana es desconocida y se necesita aprender de
los datos. Este problema se conoce como el problema de aprendizaje de la red bayesiana, que se
describe informalmente como: dados datos y la informacién previa (por ejemplo, el
conocimiento de un experto o las relaciones casuales), estimar la topologia del grafico
(estructura de red) y los parametros del JPD (parametros de probabilidad conjunta).

El aprendizaje estructural de la red bayesiana se considera mas dificil que el aprendizaje
paramétrico de la red. Por otra parte, otro handicap surge en situaciones de observabilidad
parcial cuando algunos nodos estan ocultos o cuando faltan datos.

En el caso mas simple, el caso mas simple es cuando un experto determina la red bayesiana
y luego la utiliza para realizar inferencia. En otras aplicaciones la tarea de definir la red es
demasiado compleja para los seres humanos, de forma que la estructura de la red y los
pardmetros de las distribuciones locales deben aprenderse de los datos.

Para la construccion de la red re necesitan las variables que conformaran los nodos. En el
presente estudio, las variables seleccionadas para la creacion de la red bayesiana son las que se
incluyen en la Tabla 1:
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Variable

Tabla 1. Variables seleccionadas para la creacién del modelo

Dimension

Definicion

Descripcion

AQED

Ambiental

Calidad del aire

Principales focos de emision del
puerto que suponen emisiones
significativas, evolucién del namero
de quejas o denuncias registradas por
la Autoridad Portuaria procedentes
de grupos de interés relativas a
emisiones de polvo o a la calidad del
aire en general, medidas implantadas
por la Autoridad Portuaria para
controlar las emisiones ligadas a la
actividad del conjunto del puerto

BSED

Econdémica

Negocio y servicios

Entre otros indicadores: ingresos por
tasas de ocupacioén y actividad, uso
comercial de la superficie, uso de los
muelles, etc.

EDID

Institucional

Papel del sector portuario
como dinamizador de la
actividad productiva

Principales sectores o actividades
relevantes en el desarrollo econémico
local que se apoyan en el puerto para

su desarrollo

EIED

Ambiental

Comunidad portuaria

Condiciones o exigencias sobre
aspectos ambientales en los pliegos
de prescripciones técnicas
particulares de los servicios
portuarios, en términos de
otorgamiento y en titulos de
concesion o autorizacion

ETSD

Social

Capital humano de la
actividad portuaria

Empleo, comunicacién interna y
participacion, formacion, estructura
de plantilla y equidad, seguridad y

salud en el trabajo, etc.

FSED

Econdmica

Situacién econdmica
financiera

Entre otros indicadores: rentabilidad
sobre activos, EBIDTA/tonelada,
servicio de la deuda, relacién gastos
de explotacion e ingresos de
explotacion, etc.

IEID

Institucional

Calidad en la prestacién
de los servicios

Iniciativas promovidas por la
Autoridad Portuaria dirigidas a
mejorar la eficiencia, la calidad del
servicio y el rendimiento de los
servicios prestados a la mercancia
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Variable Dimension

Definicion

Descripcion

MSED Ambiental

Gestidén ambiental

Grados de implantacién de los
sistemas de gestion ambiental
(EMAS, ISO 14001 y PERLS) y
recursos econdémicos invertidos,
gastos, asi como inversiones en su
caso, asociados a la implantacion,
certificacién y mantenimiento de un
sistema de gestion ambiental

MSID Institucional

Herramientas de apoyo a
la gestion

Sistemas de gestion de apoyo a la
toma de decisiones: sistemas de
gestion de la calidad, cuadros de

mando integral, camparfias de
caracterizacion de mercados, etc.

PCSD Social

Empleo y seguridad
laboral en la comunidad
portuaria

Empleo en la comunidad portuaria,
seguridad laboral y formacion en
servicios y concesiones portuarios,
etc.

PIID Institucional

Presencia de la iniciativa
privada

Nutmero de empresas que operan en
el puerto, superficie terrestre
ocupada, caracterizada como uso
comercial concesionado, etc.

PSID Institucional

Transparencia y libre
concurrencia

Iniciativas dirigidas a garantizar que
todo operador que desee prestar
servicios en el puerto u optar a una
concesion pueda conocer de modo
transparente las condiciones para
operar en el puerto y los mecanismos
administrativos que regulan dicho
proceso

RIID Institucional

Generacion de
infraestructura portuaria

Papel de la Autoridad Portuaria
como proveedor de la infraestructura

RMED Ambiental

Gestion de residuos

Residuos generados por la Autoridad
Portuaria que son segregados y
valorizados, actividades o fuentes de
generacion de residuos dentro del
puerto, iniciativas promovidas por la
Autoridad Portuaria para la mejora
de la gestién de residuos de la
comunidad portuaria

SIED Econdmica

Nivel y estructura de las
inversiones

Entre otros indicadores: inversion
publica en relacion con el cash-flow,
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Variable

Dimension Definicion

Descripcion

inversion ajena frente a la inversion
publica, renovacion de activos

SQED

Ambiental Calidad actstica

Principales focos de emision
(puntuales y difusos) del puerto que
suponen emisiones actsticas
significativas, evolucién del namero
de quejas o denuncias registradas por
la Autoridad Portuaria procedentes
de grupos de interés, elaboracion de
mapa de ruido y plan de accién
acustica

STID

Institucional Mercados servidos

Estructura y evolucion de los
principales traficos de mercancias

TRID

Institucional Servicios y
concesiones/autorizaciones

Tipos, marco de prestacion y
regulacion

TSID

Institucional — Integracion de los puertos
en el sistema de transporte

Eficiencias con la que son
coordinados los diferentes modos de
transporte que confluyen en el puerto

VPED

Econdémica Valor generado y
productividad

Entre otros indicadores:
productividad del trabajo segtin
ingresos, productividad del trabajo
segin EBIDTA, etc.

WEED

Ambiental Ecoeficiencia

Eficiencia en el uso del suelo,
consumo de agua y energia eléctrica
por la Autoridad Portuaria

WQED

Ambiental Calidad del agua

Principales focos de vertido situados
en el puerto que tienen un impacto
significativo en la calidad del agua y
sedimentos de las darsenas del
puerto, medidas implantadas por la
Autoridad Portuaria para controlar
las emisiones ligadas a la actividad
del conjunto del puerto, superficie de
la zona de servicio que cuenta con
recogida y tratamiento de aguas
residuales

Aprender la estructura grafica de una red bayesiana es un desafio que se persigue dentro
del aprendizaje automatico. La red obtenida a partir de las variables anteriores como se muestra
en la Figura 3, habiéndose obtenido empleando el algoritmo K2.
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Figura 3. Representacién grdfica de la red bayesiana obtenida al aplicar el algoritmo K2 a las variables seleccionadas
2.3 Diagrama de influencia o redes de decision

Aunque las redes bayesianas se utilizan para tomar decisiones, los conceptos de utilidad y
las decisiones no se modelan explicitamente. La teoria de la utilidad vinculada a las redes
bayesianas proporciona un marco para la toma de decisiones llamadas diagramas de influencia
o redes de decision [10].

Los diagramas de influencia extienden las redes bayesianas usando dos nuevos tipos de
nodos:

0O Nodos de utilidad (o valor) que representan la utilidad y cuantifican las
preferencias de decision (generalmente en términos monetarios)

0 Nodos de decision. Los valores de estos nodos contienen acciones que la persona
encargada de tomar la decision puede utilizar (en el presente estudio, dicha persona
es el administrador del proyecto).

Ademas de estos dos tipos, en las redes bayesianas existe el nodo circular u oval que se
denomina nodo aleatorio (Figura 3).

La red da una idea aproximada de la informacion numeérica contenida. Esto hace que cada
enlace se muestre con su propio color y ancho. En pocas palabras, los enlaces coloreados en rojo
indican que hay una influencia positiva, es decir, un aumento del valor del nodo padre aumenta
el valor del nodo hijo. Los enlaces azules indican influencia negativa. Los enlaces negros indican
que no se transmite informacion y los enlaces violetas indican que hay influencia ambigua, es
decir, hay influencia positiva para ciertos valores paternos e influencia negativa para otros.
Cuanto mayor sea la influencia de un nodo en otro, mayor anchura tiene el enlace. Al interpretar
los enlaces de red y los colores de cada uno, se deben tener en cuenta los estados de cada
variable.
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Por lo tanto, de la Figura 3 se desprende que la funcién de la Autoridad Portuaria como
generadora de infraestructuras portuarias tiene una influencia positiva en la estructura y
evolucion de los principales traficos y en las actividades relevantes en el desarrollo econémico
local. Por el ancho de enlace se observa que la influencia es mucho mayor en la estructura y en
la evolucién de los principales traficos de mercancias. Es decir, si la Autoridad Portuaria
proporciona suelo portuario para operar, el trafico y las actividades en el entorno aumentaran,
de forma que el aumento del trafico portuario supondra a la vez un aumento de los ingresos
por tasas de ocupacion y actividad, uso comercial de la superficie y uso de los muelles.

Las relaciones azules relativos a influencias negativas, de forma que cuanto mayor sean los
sistemas de gestion de apoyo a la toma de decisiones, que corresponden a sistemas de gestion
de la calidad, cuadros de mando integral, campafias de caracterizacion de mercados, entre otros,
menor debera ser el papel de la Autoridad Portuaria como proveedor de infraestructura, la cual
sera provista por privados.

De igual modo, al ser un enlace azul el que une ambos nodos, el nimero de principales
focos de emision del puerto que suponen emisiones actsticas significativas, asi como la
evoluciéon del nimero de quejas o denuncias registradas por la Autoridad Portuaria
procedentes de grupos de interés, elaboracién de mapa de ruido y el plan de accién actstica,
aumentan cuando disminuyen las iniciativas dirigidas a garantizar que todo operador que
desee prestar servicios en el puerto u optar a una concesién pueda conocer de modo
transparente las condiciones para operar en el puerto y los mecanismos administrativos que
regulan dicho proceso.

3. Conclusiones

Con la construccién de una red bayesiana se pueden conocer las relaciones entre las
diferentes variables de sostenibilidad portuaria, usando para ello el algoritmo K2. De dicha red
se deprende que la categoria mas decisiva es la categoria institucional, a la que siguen, a un
mismo nivel la categoria econdmica y la social, finalizando con la categoria ambiental.

Por otro lado, la red muestra que las variables institucionales estan interconectadas entre si,
mientras que las variables econdmicas son importantes como causa-efecto porque son efectos
de la variable STID (mercados servidos) que pertenecen a la dimensién institucional. Asi, por el
valor generado y la productividad dependen del tipo de negocio y de servicio (ocupacion y
actividad de los ingresos por comisiones, uso comercial de la superficie, uso de muelles, etc.).

Las variables sociales son efectos de variables institucionales pero no tienen una relacion
directa con su misma dimension. Asi, se observa que las variables ambientales estan
estrechamente interconectadas con la dimension social y, fundamentalmente son efectos de la
categoria institucional.

Finalmente, a modo de conclusidén, dado que las variables econdmicas, sociales y ambientas
son efectos de las institucionales, se determina que la cuestién clave es que las Autoridades
Portuarias deben comenzar a incorporar elementos sostenibles en las herramientas usadas para
regular los servicios portuarios y la gestion, tal y como se estipula en la legislacion vigente, si
bien, como se ha comentado, existe una fuerte limitacion metodoldgica que hace que la
aplicacion practica de la sostenibilidad no resulte facil.
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Resumen

En este articulo se resuelven en los enteros gaussianos algunas ecuaciones diofanticas
conocidas.

Palabras Clave: Teoria de nimeros, ecuaciones diofanticas, enteros gaussianos.

Abstract

In this paper we search for solutions in Gaussian integers to some known Diophantine
equations.

Keywords: Number theory, Diophantine equations, Gaussian integers.

1. Introduccion

El estudio de las ecuaciones diofanticas es una de las ramas mas fructiferas de la Teoria de
numeros. Una ecuacion diofantica es una ecuacion con coeficientes enteros a la que se buscan
soluciones enteras.

Una de las ecuaciones diofanticas mas conocida es la ecuacion de Fermat: x" +y" =z" (1).
Fermat conjeturé que no existen soluciones enteras no triviales a su ecuacion si el exponente n
es mayor que 2 (para n =2 existen infinitas soluciones enteras, las ternas pitagoricas), conjetura
probada por Wiles en 1995 [1].

Se han realizado diversas generalizaciones a la ecuacién (1), una de ellas consiste en afiadir
una variable a la derecha: x" +y" =z" +u" (2), ecuacién que da lugar a nimeros que se pueden

expresar como suma de dos potencias n-ésimas de dos formas distintas.

Para n=2,3,4 existen soluciones paramétricas a la ecuacion (2) que dan lugar a infinitas
soluciones enteras de la misma (en el caso n=4 no da lugar a todas las soluciones enteras), en
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cambio para n =5 no se conoce ninguna solucion entera no trivial a la ecuacion (2) y se conjetura
que no hay ninguna [2] (un estudio del niimero de soluciones en media de la ecuacién (2) para
n =>4 se encuentra en [3]

Una generalizacion de la ecuacién (2) es transformarla en sistema:
n n__.n n __ I n
N AN =6ty ==x+y 8)

Este sistema da lugar a nameros enteros que se pueden expresar como suma de dos
potencias n-ésimas de k formas distintas. En el caso n=4, k=3 no se conocen soluciones
enteras no triviales al sistema y se conjetura que no hay ninguna [4].

En este articulo hayamos soluciones a (2): =5 y (3): n=4 en un contexto mas débil, ya
que son soluciones en enteros gaussianos y, en el caso del sistema, afladimos una variable mas
.z 4 4 4 4 4 4 4 4 4
en cada ecuacién: X +y; +z; =X, + Y, +2, =...= X, + Y, + 2, (4).

Los enteros gaussianos son una extension de los enteros introducida por Gauss como una
herramienta para, entre otras cosas, resolver ciertas ecuaciones diofanticas mediante
factorizacion gaussiana. Son los nimeros de la forma a+bi donde a,b son enteros, i es la
unidad imaginaria. Al tener dos variables: parte real y parte imaginaria, es mas factible que una
ecuacion ¢ sistema diofantico tenga soluciones en los enteros gaussianos.

Para resolver el sistema (4), resolveremos primero el siguiente sistema diofantico auxiliar:

4 4

4, 4, 4 _ 4 4, 4, 4 4, 4, 4
.xl +y1 +Zl =u ,x2 +y2 +Z2 =u ,...,xk +yk +Zk =Uu

El caso k=1de este sistema es la conocida como ecuacion de Euler, que es otra
generalizacion de la ecuacion de Fermat de grado 3: Euler conjeturd que, al igual que es
imposible expresar un cubo como suma de dos cubos, es imposible expresar una potencia cuarta
como suma de tres potencias cuartas.

Elkies refuto esta conjetura en 1988 encontrando una solucion entera no trivial a la ecuacion
de Euler y demostrando que habia infinitas soluciones de este tipo [5].

La estructura del articulo es la siguiente: en la seccion 2 damos una solucion paramétrica
en enteros gaussianos a la ecuacion (2), en la seccién 3 damos algunas soluciones en enteros
gaussianos al sistema (4) y en la seccion 4 comentamos futuras aplicaciones de los métodos
utilizados en las secciones anteriores.

2. Laecuacion de grado 5

Para resolver la ecuacién (2) para n=35, realizamos el siguiente cambio de variable:
x=at+c, y=bt+d, z=bt+c, u=at+d. Notese que los coeficientes de ¢ y los términos

independientes forman dos soluciones triviales de (2): (a,b, b,a), (c, d, c,d). Esto hace que al

sustituir en (2) y pasar todo a un lado obtengamos un polinomio en ¢ de grado 4 sin término

. . . e , . —c—d
independiente, que tiene la raiz trivial 0 y otra raiz racional: t=—b que da lugar a una
a+

solucién trivial de (2), ya que es de la forma (x,—x, z,—z). El polinomio en t de grado 2 restante

tiene como discriminante:

(ac + bc + ad + bd)? — 4(a? + b?)(c? + d?) (5)
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Buscamos ¢ para que la expresion de (5) se anule y asi las raices restantes no tengan
radicales, lo que da lugar a una nueva ecuacion, en ¢, de grado 2 de discriminante:

—a*d? + 2a3bd? — 2a*b?d? + 2ab3d? — b*d?(6)
Observamos que parad =b, (6) se transforma en —2(a — b)?*b?(a® + b?).

. s ST R 2,12 2
Entonces si buscamos una solucién a la ecuacién diofantica de grado 2: a”+b" =2u”(7),

tenemos que, para dicha solucion, el discriminante es de la forma —v?con ve N, lo que da
lugar a soluciones complejas con coeficientes racionales a la ecuacién en ¢ y consecuentemente
a raices complejas con coeficientes racionales del polinomio inicial de grado 2 en t. Sustituyendo
en el cambio de variable estos valores hallados, quitando denominadores y factores comunes
(puesto que la ecuacién (2) es homogénea) y desarrollando en los complejos, obtendremos una
solucion en enteros gaussianos de (2).

Una solucién paramétrica de (7) es a = —m? — 2mn + n* + 4mo — 20%,b = m? — 2mn —
n? + 4no — 20%, con m,n,0€ Z que lleva a la siguiente soluciéon paramétrica en enteros
gaussianos de (2) utilizando el procedimiento expuesto:

{x =m? —mn —mo + no + i(—mn — n? + mo + 3no — 202?),
y=mn—n?—mo +no +i(m? + mn — 3mo — no + 20?),
z=m?+mn — 3mo — no + 20% + i(mn — n? — mo + no),

u=—mn—n?+mo + 3no — 20? + i(m? — mn — mo + no)}

Tenemos por tanto el siguiente resultado:

Teorema 1. Existen enteros gaussianos que se pueden expresar como suma de dos potencias
quintas de enteros gaussianos de 2 formas distintas.

Observaciones:
1) Las soluciones de (2) cumplen que z=iy, u=ix, donde la barra es conjugacion, por lo que

el entero gaussiano que puede expresarse como suma de dos potencias quintas de dos formas
distintas tiene igual la parte entera que la imaginaria, ya que si lo llamamos a+bi, cumple que

a+bi=2"+u’ =i[F+5°)=i(a—bi)=a=b.
Entonces si renombramos x—>x+yi, y—>z4ui, tenemos que hemos encontrado
incidentalmente una solucidn paramétrica a la siguiente ecuacion diofantica de grado 5:

Re((x+yi)5 +(z+u i)5 )— Im((x+yi)5 +(z+u i)5 )= ®)

=x° —y5 +z° -’ +5xy4 +5zut—5x* y—Sz4 u+10 x> y3 +10z2u -10x° y2 -1022u? =0
La solucién parameétrica es:

{x =m? —mn —mo +no,y = —mn —n? + mo + 3no — 20?,
z=mn—n? —mo +no,u = m? + mn — 3mo — no + 20%}

Donde m,n,oe Z

2) La solucion de (8) parametriza también la siguiente variedad de dimension 2 contenida en
®):{x—y+z-u=0,x(y+2)—(y—2)z=0}, lo que nos indica que se puede obtener la
siguiente solucién mas sencilla (dos parametros) de (8):
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x=@-9qgy=p@+q),z=q(+q),u=p(q—p)}, que con la observaciéon 1) da la
siguiente solucién mas sencilla de (2):

x=@-9q+tip+q,y=q@+q +ip(q—p),z=plq@—p) +iqgp+q),
u=pp+q)+i(p—q)q}, con p,qge Z
Ejemplo

Para valores pequenos de los parametros en la primera solucion: m=1, n=2, 0=3,
obtenemos la siguiente solucion primitiva (sin factores comunes) de (2):

{x=2-3i,y=1+6i,z=6+i,u=-3+2i}. Esto da el siguiente entero gaussiano
expresable como suma de dos potencias quintas de dos formas distintas:

6243 + 6243i = (2 — 30)% + (1 + 60)5 = (6 + 0)° + (=3 + 20)°
Tenemos entonces la siguiente solucion de (8): {x = 2,y = =3,z = 1,u = 6}, es decir:

6243 = Re((2 — 305 + (1 + 60)°%) = Im((2 — 305 + (1 + 60)%)

3. Elsistema de grado 4

Para resolver el sistema auxiliar (ver la introduccién), necesitamos el siguiente lema
demostrado en [6] y [7] utilizando técnicas similares a las mostradas en la seccién 2.

Lemal

Si (e, f. g, h) es solucion de la ecuacién diofantica ix* +jy* +kz* +1u* =0 (9), entonces
también lo es:
{x = e(4€?fg?h?j/ijkl(—g*k + h*) + f*j(g*k — h*D)*(g*k + h*]) + g*h*kl(g*k + h*1)?
+ f8j%(9%k* — 6g*h*kl + h81?)),
y=f (466f2g2h2i,/ijkl(g4k — h*l) — 3g*h*kl(g*k + h*1)?
+ f*(g*k + h*D)(g®k?* — 10g*h*kl + hB1%) + f8j2(g®k* — 6g*h*kl + hglz)),

z=g (—Bezf(’gzhejl ijkl — 4e?f2g2hoL/ijkl(g*k + h*1) + g*h*kl(g*k + h*1)?
+ £32(g°K2 + 6g* Rkl — 31°1%) + f4i(g*k + h*)(g°k? + 6g*h*kl — 3K°1%)),
u = h(8e?f°g°h?jk.[ijkl + 4e?f2g°h2k,/ijkl(g*k + h*l) + g*h*kl(g*k + h*D)? — f*j(g*k
+ h*1)(3g8k? — 6g*h*kl — h81?) + f8j2(—3g%k? + 6g*h*kl + h81?))}

2

Observacién: Entonces si los coeficientes enteros i, j,k,I cumplen que i jk/=—-v" con ve N,

la solucién del lema 1 da soluciones en enteros gaussianos a (9) (si i jk/ es un cuadrado

perfecto, las soluciones serian enteras).

Vemos ya el procedimiento. Partimos de la solucion mas pequena a la ecuacion de Euler,
encontrada por Roger Frye en 1988 [8]: 95800* +217519* +414560" = 422481*. Observamos que

si multiplicamos a los dos lados por p* se sigue cumpliendo la igualdad:

P 95800 + p* 217519* + p* 414560 = p* 422481, lo que da la solucién:

X, = p 95800, y, = p 217519, z, = p 414560, u = p 422481 .
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Buscamos ahora X,, y,, z, tales que:
ozt = pt 422481F & x4yt 428+ (4224814 p* =0 (10).

Pero esta es una ecuaciéon del tipo (9) con i=j=k=1, [=-422481", que cumplen la

. ez P 2 . .z
condicion i j k[ =—-v", luego iterando con la solucion:

e=95800, f =217519, g =414560, 1 =1, llegamos a una solucion en enteros gaussianos de la
ecuacién por el lema 1 y su observacion. Quitando los factores comunes de las componentes de
la solucién y multiplicando por el conjugado de la cuarta componente de la solucién para que
p sea entero (se puede porque la ecuacion (10) es homogénea), llegamos a la siguiente solucion

de (10):
{x2

= —232674601406586706952328509892257213985678816305719033589065859400
—544274656369015465903981796172592217073718058241135926657539200001,

y2
= 160715108449256615936096471585923721160932470224641226789547723839
+ 1333340605964306105238050409698642440874611730661389741629440000001,

z2

= 353747746544407098790044432971214401466700318746100833334646331360
— 18588966478580285189929426649319927143076431841233122643648256000i,

p = 836589251364221086185380759264414618611461972532093505479281}

Sustituyendo el valor de p obtenido en x, y;, z;,u, completamos la solucién del sistema
auxiliar, lo que lleva a una solucion del sistema (4) para k=2.

Esto da un entero (una potencia cuarta) que se puede expresar como suma de tres potencias
cuartas de enteros gaussianos de dos formas distintas (una de ellas con enteros).

Observacion: Se puede iterar el procedimiento partiendo esta vez de la solucion x,, y,,z,, u
(si partimos de x;,y,,z;,u obtenemos p =1 y la solucién seria la misma) para encontrar una

solucion del sistema (4) para k=3. El nuevo p con el que multiplicamos las soluciones
anteriores seria:

p = 810241954754962931444186919515309607152424292755115316715919909575522747547649529426004692
3169636344136758331731941952807653986002902607055688063507267310815348260313622343101400261
815450721951415557896312277117042798643685884426094944756468775815484757584877926219088184
2732549244361238372802926321045110052264311275663620350143056326236118636905512923297614056
7060136011321361923258175541076494616079768469636138377590773632466662076259684096039494219

80269932733541771406318805946734607814152183237769112397141381294755773710158443033769

Hemos obtenido por tanto el siguiente resultado:

Teorema 2. Existe un entero que se puede expresar como suma de tres potencias cuartas de
enteros gaussianos de tres formas distintas
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4. Lineas futuras de investigacion

La continuacion natural a este trabajo seria encontrar soluciones no trivialesen enteros a la
ecuacion (2) para n=5 y al sistema (3) para n=4. Sin embargo estas lineas de trabajo son
demasiado ambiciosas, ya que, como se comento en la introduccion, son problemas abiertos
para los que ademas se sabe que no hay soluciones pequefias, como se ha comprobado
computacionalmente [8].

Una linea futura de investigacién mas asequible seria encontrar soluciones a (3) en enteros
gaussianos y, en el caso de la ecuacién (8) para la que si se han encontrado soluciones enteras,
ver si la solucién paramétrica hallada es completa o si, por el contrario, existen soluciones extra
a dicha ecuacion.
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Resumen

Este trabajo surge de la observacién de una situacién detectada en los cursos de Matema-
tica de las carreras de la Facultad de Ingenieria y Tecnologias (FIT) de la Universidad Catélica
del Uruguay (UCU). A partir de la experiencia recogida con estudiantes que muestran fra-
caso académico reiterado, se ha constatado que, repetir los cursos hasta que los aprueben no
brinda la oportunidad de superar dificultades a aquellos alumnos que las poseen. Entre estas
dificultades pueden citarse: insuficiente desarrollo de habilidades en la ejecucién de algorit-
mos o rutinas de célculo, escasa disponibilidad de estrategias para la biisqueda de solucién a
ejercicios, ausencia de recursos metacognitivos para abordar tareas no rutinarias. Esta situa-
cién ha ido generando una poblacién de alumnos repitientes reincidentes, que acumulan un
atraso importante en el desarrollo de sus respectivos programas. Para atender esta situacion,
se ha propuesto un conjunto de medidas, en un rango que va desde la organizacién curricular
hasta las estrategias de ensefianza utilizadas, tanto en el aula como en tutorias personaliza-
das. Se presentan algunas de estas medidas y el impacto que las primeras observaciones de
su implementacién permiten ser apreciadas.

Palabras Clave: Lecturas orientadas, tutorias, metacognicién, disefio curricular.

Abstract

This research is the result of observing the situation detected in Math courses delivered at
the Facultad de Ingenieria y Tecnologias (FIT) at Universidad Catélica del Uruguay (UCU).
Based on the experience of students that have showed repeated academic failure, it has been
observed that repeating courses until students pass them does not provide students with the
opportunity of overcoming their difficulties. Among these difficulties we find: lack of skill
development to implement algorithms or routine calculations, limited strategies to find a so-
lution for exercises, lack of metacognitive resources to address non-routine tasks. This situa-
tion has generated a repeating student population that accumulates a significant delay in the
development of their programmes. To address this situation, some measures have been ta-
ken: from curriculum organization to teaching strategies in the classroom and in personalised
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tutorials. Some of these measures are presented as well as the impact that can be observed
based on the first observations since their implementation.

Keywords: Orientated readings, tutorials, metacognition, curriculum design.

1. Introduccién y antecedentes

La induccién de los nuevos estudiantes! a las carreras de Ingenieria sigue siendo parte en
Uruguay de un debate ya instalado acerca de la brecha que se percibe entre lo que se considera
el punto de partida de los cursos universitarios y la formacién general con la que los ingresantes
enfrentan esos desafios [13].

En Uruguay no existe ningtin proceso de seleccién para el ingreso a la universidad. Haber
completado el ciclo de ensefianza media es la tinica condicién habilitante; méas atin, en algunos
casos se admite en forma condicional a estudiantes que tengan pendiente alguna asignatura
de bachillerato?, otorgando un plazo de un semestre para que la aprueben. Esta situacion hace
que el perfil de los estudiantes ingresantes sea muy variado. Los instrumentos de diagndstico
al ingreso que se utilizan dan cuenta de esta situacién [13].

La buisqueda de nuevas estrategias de ensefianza para abatir el fracaso académico en Ma-
tematica viene siendo un foco de atencién en diversas partes del mundo. En Dinamarca, por
ejemplo [3] llevan a cabo un disefio enmarcado en un programa de profesor consejero, uno de
cuyos roles es detectar aquellos estudiantes con dificultades a la hora de aprender Matemaética
y proveer medidas remediales:

The programme aims to educate a “task force” of so-called “maths counsellors”, i.e., mathe-
matics teachers whose goal is to help identify students with genuine learning difficulties in
mathematics, investigate the nature of these difficulties, and carry out research-based inter-
ventions to assist the students in overcoming them [3].

La experiencia de estos expertos indica que en cada clase de Matematica hay un niimero de
estudiantes que atin intentando hacer su mejor trabajo, no llegan a un nivel de suficiencia, in-
cluso afirman que en determinadas carreras universitarias ocurre que este nivel de desempefio
si es logrado en otras asignaturas no especificas de Matematica. Por otro lado en [2] se menciona
que casi la mitad de los encuestados, en un estudio de abandono, encontraron las materias de
Matemadtica de primer afio como las asignaturas mas dificiles; como consecuencia las visiones
de profesores y estudiantes son coincidentes en este punto.

Este hecho estd siendo registrado también en las carreras de la FIT, en particular en los cursos
de primer afio, donde los registros mas altos de reprobacién se dan en las asignaturas del 4rea
Matematica. Considerando una agrupacién de las asignaturas de primer afio en dos clases, las
del 4rea de Matemadtica, por un lado, y el resto, por otro, y tomando como indicador de éxito
académico la fraccién de cursos aprobados (ntiimero de cursos de la clase aprobados dividido
entre ntimero de cursos de la clase), resulta que en 2015 no hay estudiantes ingresantes a la
FIT que tengan un indicador de éxito académico en el 4rea de Matemaética que sea superior al
correspondiente a la otra clase.

La preocupacién por esta situacién fue el motivo desencadenante de la adopcién de un con-
junto de medidas tendentes a apoyar a estudiantes que muestran un historial de fracaso aca-
démico, y, ademads, anticipar acciones remediales para atender a quienes estén en riesgo de
sufrirlo.

La edad normal de los estudiantes universitarios es de 18 a 23 afios.
2La educacién secundaria esta dividida en dos parte, el ciclo bésico de 12 a 15 afios y el segundo ciclo o bachillerato
de 15 a 18 afios.
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La intencién de estas acciones es ir mds alld del simple aprendizaje de contenidos disciplina-
res, y propiciar el desarrollo de competencias, tanto generales como especificas, que contribuyan
a que el estudiante se convierta en un aprendiz auténomo. Entre estas medidas se cuentan:

1. Modificaciones en el disefio curricular.
2. Tutorias personalizadas.
3. Asignaturas organizadas sobre la base de lecturas orientadas.

4. Introduccién de nuevas estrategias de ensefianza.

En las secciones siguientes se describen cada una de estas medidas, presentando las justi-
ficaciones de las mismas, las referencias tedricas que las orientan, y algunos de los resultados
obtenidos.

2. ¢Por qué las tutorias? Un poco de contexto

Una de las mayores preocupaciones es la extension del fracaso académico en primer afio,
que muestra resultados de aprobacién de cursos o exdmenes inaceptablemente bajos en todas
las universidades de Uruguay. Los mejores resultados de aprobacién en estas asignaturas no
superan el 60 %, a lo que se agrega un constante descenso de los promedios de calificacién final.

En las carreras de Ingenieria Electrénica, Industrial o Alimentos de la FIT, el curriculo de
primer afio contenia, hasta el 2010, dos asignaturas cuatrimestrales de Célculo y otras dos de
Algebra Lineal. Los estudiantes debian pasar por dos instancias para acreditar estas asignatu-
ras: aprobar el curso y, una vez logrado esto, aprobar el examen (con una calificacién suficiente-
mente alta en el curso, se aprobaban ambas instancias a la vez). Con la organizacién curricular
basada en periodos cuatrimestrales de clase, ocurria que, en caso de perder una asignatura, un
estudiante necesariamente se atrasaba en la duracién real de su carrera.

El anélisis de las causas de fracaso permiti6 identificar dos factores muy importantes: por un
lado, el de los conocimientos previamente adquiridos por los estudiantes y, por otro, el conjunto
de cambios personales que era necesario que cada uno procesara para integrarse a la universi-
dad.

En relacién con el primero, las pruebas de diagnéstico al ingreso a la FIT han mostrado
ser un buen instrumento para identificar a los ingresantes con mads riesgo de fracaso. En este
sentido, existe una correlacién positiva entre conseguir un mal resultado en el test de diagnds-
tico y reprobar una o mds asignaturas en el drea de Matematica [1], es decir, una inadecuada
adquisicién de contenidos previos permitia prever grandes dificultades para aprobar todas las
asignaturas del drea de Matematica de primer afio.

Con respecto al segundo, en instancias con diferente grado de sistematizacién® se ha ido
recopilando informacién que permiti6 sefialar factores asociados al fracaso académico:

1. Organizacién deficiente en el uso del tiempo, tanto para una planificacién de mediano
plazo, como para la administracién de plazos en parciales o exdmenes.

2. Falta de exposicién previa a diversos instrumentos de evaluacién (proyectos, pruebas con
duracién limitada, exdmenes globalizadores de diferentes contenidos).

3Como son consultas personales de estudiantes a los profesores encargados de los cursos, a los coordinadores de
su carrera u otros gestores de la FIT, observaciones de las producciones escritas de los alumnos en las pruebas de
evaluacién, propuestas presentadas por delegados de clase en diferentes contextos.
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3. Participacién pasiva en la clase, limitada casi exclusivamente a la toma de apuntes.

Una solucién que se plante6 para afrontar este conjunto de factores fue el paso de dos cua-
trimestres en el primer afio, a cinco bimestres, dividiendo cada asignatura cuatrimestral en dos
bimestrales y agregando otro periodo de cursado al incluir febrero del afio siguiente al ingre-
so como espacio para el desarrollo de cursos intensivos o para la recuperacién de algiin curso
reprobado.

Ademas, cada asignatura bimestral curricular se pasé a ofrecer durante tres bimestres con-
secutivos, a partir del primer periodo en el que curricularmente correspondia ofrecerlo.

Con esta nueva disposicién, dado que se disponia de cinco bimestres para aprobar cuatro
cursos bimestrales, se pudo incluir la oferta de cursos introductorios no curriculares de un bi-
mestre de duracién, previos a los cursos curriculares, sin que la opcién de participar en ellos
significara necesariamente un atraso en el desarrollo de la carrera o, alternativamente, si no se
hubiera optado por los cursos introductorios, podia recuperarse un curso perdido volviendo a
cursarlo en el periodo inmediatamente siguiente.

La oferta de los cursos introductorios, ademds de contribuir a solucionar el problema de los
contenidos previamente aprendidos, pretendia constituir un espacio donde se pudiera trabajar
también en los otros factores resefiados. En efecto:

1. Aunsiendo cursos extracurriculares, se disefiaron con un sistema de evaluacién semejante
al de los curriculares, por lo que los estudiantes quedaban expuestos a la misma exigencia
que encontrarian luego, pero en un contexto donde tener malos resultados no tendria
consecuencias en la duracién de la carrera.

2. Precisamente por ser extracurriculares, los profesores contaban con mayor libertad pa-
ra experimentar con la introduccién de estrategias de ensefianza, sobre todo, de algunas
que requirieran un mayor involucramiento de los estudiantes (lecturas previas, trabajo en
grupos, tareas de autoevaluacion).

Este disefio curricular que se ha llevado a cabo, es en algunos casos insuficiente. Por este motivo,
en el 2014 se introdujo una modalidad de tutorias para aquellos estudiantes que atin continua-
ban con dificultades para aprobar los cursos de Matemaética.

3. Dos modelos de tutorias

Teniendo en cuenta que pese a los cambios en la organizacién curricular una fraccién impor-
tante de los ingresados cada afio continuaban teniendo dificultades en los cursos de Matematica,
se tomo la decisién de implementar un sistema de tutorias, con dos modalidades.

Por un lado, se retomé una experiencia ya realizada hace unos afios, de acompafiamiento
personal, en paralelo con los cursos que el estudiante estd desarrollando y por otro, una forma
de desarrollo de los cursos con un formato basado en lecturas orientadas y avance condicio-
nado a la certificacién de conocimientos conseguidos. En lo que sigue, se describen estas dos
modalidades.

3.1. Tutorias personalizadas

En las tutorias personalizadas se responde a la situacién de estudiantes que estan en riesgo
de enfrentar una trayectoria de fracaso en el drea de Matematica. Este riesgo se mide por su
desempefio en el primer afio, teniendo en cuenta su grado de avance. Estudiantes que reprueben

30 | Revista “Pensamiento Matemitico” Volumen VII, Niimero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410


mailto: maria.artigue@correo.ucu.edu.uy
mailto: jose.flores@ucu.edu.uy
mailto: elacues@ucu.edu.uy
mailto: clara.messano@ucu.edu.uy

Buscando Medidas de Apoyo para Superar el Fracaso Académico Victoria Artigue, José Job Flores Godoy, Eduardo Lacués, Clara Messano

mads de una vez la misma asignatura o que pierdan asignaturas diferentes se consideran dentro
de esta categoria de riesgo.

Estas tutorias persiguen la finalidad de evitar que el estudiante termine por acumular un
historial de fracaso prolongado o generalizado, como forma de anticipar el problema que se
describe en la seccién siguiente.

En estos casos, se asigna al estudiante un tutor, que tiene la tarea de orientar el trabajo aca-
démico del estudiante, a partir de las tareas propias de los cursos en los que el estudiante est4
participando, o de otras que surjan como pertinentes a través del didlogo con el alumno a su
cargo.

La entrevista es la herramienta bdsica para el desarrollo de la Tutoria debido a que es un
proceso de comunicacion basado en una relacién interpersonal de dos, donde el didlogo o la
conversacion se desenvuelven en un ambiente caracterizado por la tranquilidad, confianza
y privacidad, con el objetivo de que la persona responsable de la Tutoria quien realiza la
entrevista, obtenga informacion y profundice en el conocimiento de ciertos temas relacionados
con el presente y las condiciones de la persona entrevistada, que es la alumna o el alumno
[11].

En la entrevista tutorial es conveniente indagar sobre: origen y situacién social (contexto fa-
miliar, condiciones sociales, antecedentes académicos, etc.), condiciones de estudio (materiales
y equipamiento con lo que cuenta el estudiante), orientacién (explorar sobre metas y aspiracio-
nes y ocupaciones futuras), hdbitos de estudio y practicas académicas (se indaga acerca de las
modalidades de estudio que posee), actividades culturales, entre otros.

Dado que la resolucién de problemas, por un lado, o de ejercicios por otro, ocupa gran parte
del tiempo de trabajo académico del estudiante, es en estos asuntos donde el tutor puede tener
una gran incidencia.

Aprovechando estas tareas, siguiendo a [9] y [10] puede ayudarse al estudiante para que
desarrolle habilidades metacognitivas, como, por ejemplo:

1. incorporacién de procedimientos para mejorar la comprension de las consignas y situarlas
en un marco conceptual de referencia que permita elaborar un plan de solucién,

2. adquisicién de mecanismos de control para poder decidir si el plan adoptado progresa
hacia la obtencién de la solucién o es necesario ajustarlo,

3. estimacién del tiempo que requerird completar una cierta actividad,

4. organizar el orden en el que se aborda una instancia de evaluacién para optimizar la opor-
tunidad de éxito.

Ante la dificultad de no comprender la consigna, una tarea que se le pide al estudiante es que
no dirija sus esfuerzos para intentar resolver el problema (con todo lo que implica matemaética-
mente este hecho) sino que comience una btisqueda para identificar qué conceptos matematicos
considera que estan relacionados con la consigna del problema. Esto involucra cuestiones temé-
ticas, operadores semdnticos insertados en el texto del problema, cuestiones de vocabulario, de
conceptos, de teoremas, de deteccién y entendimiento de simbolos matemdticos, de entendi-
miento de la temporalidad de las acciones del relato del problema, entre otros.

Una dificultad asociada con esta tarea es la tendencia que muestran muchos estudiantes a
comenzar a ejecutar calculos con los datos proporcionados, sin reflexién previa de tipo alguno.

En esta tarea, el estudiante tiene un nuevo problema del cual ocuparse: realizar todo tipo
de conexiones entre lo que lee en la letra del problema y los conceptos matematicos que le
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sugieran poder tener un vinculo con la misma. Como consecuencia, esto implica comprender el
problema, es decir, pensar y actuar de una manera flexible utilizando lo que ya se sabe.

Algunas preguntas directrices que se han planteado como modo de guiar al estudiante fue-
ron:

= ;En qué tema del curso enmarcaria el problema?
= ;Qué palabras no comprende?
= ;Qué simbolos propios de la Matematica figuran en la letra y no los conoce?

= ;Qué propiedades puede reconocer cuando lee la letra?

En cuanto a las estrategias de abordaje de bisqueda de soluciones, se propone que el estudiante
estudie junto con su tutor un conjunto de ejemplos de aplicacién de ellas, donde se explicita
la aproximacién utilizada, y se evalta el grado de éxito conseguido. Luego, el estudiante es
puesto frente a situaciones similares, no idénticas, en las que la estrategia puede ser adaptada,
y finalmente en otras donde la misma estrategia exitosa falla en conducir a la solucién.

En el marco de estas actividades y asociada con la dificultad antes comentada, se orienta al
estudiante para aprender a formular un plan de solucién. Entre los consejos que se formulan
estdn tratar de anticipar en qué medida una cierta accién va a aproximarle a la solucién, buscar
alguna manera de verificar o al menos corroborar la validez de los desarrollos llevados a cabo,
explorar alternativas, revisar la solucién obtenida para depurarla de aspectos irrelevantes y
presentarla en una forma apropiada.

Por otro lado, el aprendizaje de algoritmos*

estudiantes.

es uno de los aspectos donde mas fallan los

Cuando lo que se detecta es un problema en relacién con seleccionar un algoritmo para
resolver un cierto ejercicio, las tareas son otras. Algunas de las primeras preguntas que se pide
al estudiante que conteste son:

= ;Pueden utilizarse algoritmos de calculo en el problema propuesto? Si es asi, jcudles?
= ;Cuadl es el mds conveniente para dicho contexto?

= ;Cuadl es el que requiere menor tiempo?

En relacién con este aspecto, se ha podido constatar que dos tipos de dificultades son especial-
mente notables: una tiene que ver con el tiempo que los alumnos dedican a la ejecucién del
algoritmo; la otra es la seleccion errénea del algoritmo.

Estas dificultades pueden deberse, entre otros factores, a la ausencia de préctica o de super-
vision en la practica realizada, falta de atenciéon o incapacidad para mantenerse enfocado en la
ejecucién de las operaciones durante un tiempo prolongado, o por no disponer de estrategias
de verificacion en la ejecucién de los algoritmos.

En estos casos, lo que se ha ensayado es proponer al estudiante que se responda las siguien-
tes preguntas: jcreo que tengo todos los elementos para poder completar esta tarea? En caso
afirmativo, jcudnto tiempo estimo que me va a insumir completarla? Una vez que se ha estima-
do el tiempo necesario, se le pide al estudiante que la resuelva controlando el tiempo que tarda
en terminarla. Luego, se analiza con el estudiante el proceso, y en caso de que se haya fallado al
estimar el tiempo necesario, se trata de encontrar las causas, entre las que podrian estar la mala

4Se entiende por algoritmo una secuencia ordenada de operaciones que permiten obtener la solucién de una cierta
clase de situaciones de cdlculo, basada en propiedades previamente deducidas.
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estimacioén del tiempo necesario para ejecutar algoritmos, errores al apreciar que se disponia de
todos los elementos para obtener la solucién, existencia de momentos en los que se perdi6 el
foco en la tarea y se ubic en otros asuntos.

En [3] se plantea que existen tres tipos de dificultades a la hora de aprender Matematica. La
primera consiste en la formacién de conceptos, la segunda en razonar y probar en matematicas
y la tercera consiste en utilizar la Matematica para modelar. Estos aspectos también los hemos
tenido en cuenta para elaborar el presente trabajo, pues reconocemos en nuestros alumnos los
mismos obstdculos.

Como comentario de cierre de esta seccién, se puede acotar que la mayoria de los alumnos
ademas de asistir a las tutorias cursan asignaturas de la carrera que no se dictan bajo esta moda-
lidad. De todos modos, en las tutorias el docente tiene un vinculo mds personal con el alumno,
por lo que una tarea que se le plantea al profesor es la de ayudarlo a cumplir con plazos y tiem-
pos que son necesarios conocer y ordenar para lograr una vida universitaria mas adecuada.
Con cada uno de los estudiantes tutoreados, el profesor contribuye a organizar sus respectivas
agendas de trabajo y esquemas de asesoria académica diferenciada.

3.2. Asignaturas organizadas sobre la base de lecturas orientadas a demanda

Los cursos bajo lecturas dirigidas a demanda del estudiante, buscan generar espacios de
trabajo flexibles, de manera que cada estudiante reciba orientacién y atencién del docente pa-
ra no solo atender a los contenidos propios de las asignaturas, sino también, y sobre todo, al
desarrollo de las capacidades necesarias para el aprendizaje.

Esta modalidad se ofrece a estudiantes que muestran un historial de fracaso reiterado en una
cierta asignatura, lo que permite conjeturar que existen factores no evidentes que es necesario
develar para poder conseguir superar esa situacién.

Sobre los docentes encargados de estos cursos recae una especial responsabilidad, porque
deben esforzarse en identificar en cada uno de los estudiantes sus dificultades personales, y a
partir de este diagnéstico, idear estrategias para ayudarle a superarlas.

More specifically, each teacher would be asked to identify and select one to three “candi-
date students” in classes he or she was currently teaching, to document the difficulties of
each student, and try to determine — through interactions with the individual students — the
nature and origin of the observed difficulties. Based on this and drawing on their teaching
competency, the teachers then were to design some individual counselling sessions or class-
room teaching units, with the purpose of assisting the students selected in overcoming their
difficulties [3].

En general, estas interacciones se desarrollan de una manera distinta a las planteadas en los
cursos curriculares, atendiendo, entre otros factores, a la necesidad de considerar otros tiempos
académicos y de aprendizaje, necesidades y situaciones personales marcadamente diferentes
entre los participantes.

Por otro lado, esta es la causa de que deba limitarse el ntimero de estudiantes participantes
en cada grupo.

Tomando en cuenta el programa llevado adelante en Dinamarca, que anteriormente hemos
citado, consideramos que los profesores que lleven adelante estos cursos tienen que estar moti-
vados e interiorizados en esta modalidad:

Whilst, it was clear that the programme could not be based solely on the teachers” own expe-
riences and intuition—if so, student’s learning difficulties would already have been resolved!

[3].
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Es importante hacer mencién al plan de lecturas: este consiste en una bibliografia selec-
cionada y recomendada por el docente sobre los temas a tratar, cuya lectura previa corre por
cuenta de los estudiantes. En [3] se propone proveer tres tipos de bibliografia, una general, otra
especifica del tema y una complementaria.

El objetivo de estos cursos y, por lo tanto, el mensaje a transmitir a los estudiantes, es que esta
modalidad de cursado no implica ni menor exigencia al evaluar, ni disminucién de la cantidad
o profundidad de contenidos a tratar, ni menor dedicacién por parte del estudiante para lograr
los objetivos de aprendizaje. Este tiltimo aspecto es crucial, porque se ha podido constatar que
en muchos casos esta puede ser atin mayor que en cursos tradicionales.

En efecto, frecuentemente el trabajo en esta modalidad ha dejado expuestas debilidades de
los estudiantes que en otras formas de trabajo pueden aparecer mds ocultas (por ejemplo, fallas
en la ejecucién de diferentes algoritmos, o dificultades asociadas con la lectura de consignas).
Las tareas que el profesor propone para superar estas deficiencias son una carga de trabajo
adicional para el estudiante.

En estos cursos, no existen clases magistrales, sino instancias de consulta periédicas (gene-
ralmente una o dos veces por semana). Por otro lado, su extensién temporal no estd marcada
por la estructura del calendario académico, sino que puede extenderse mds alla de los plazos
establecidos para las asignaturas con dictado usual.

La decisién institucional de aprobar estas formas de cursado se concret6 con la creacién
de una reglamentacién especifica para estas instancias, complementaria de las existentes para
instancias regulares. Dicha reglamentacién contempla diversos aspectos, como son: quiénes es-
tdn en condiciones de cursarlos, las responsabilidades y derechos por parte de los docentes y
alumnos, la organizacién y la evaluacién de los cursos.

En cuanto a quiénes pueden cursar este tipo de cursos, se establece que podran aquellos
alumnos que deban cursar por cuarta vez una misma asignatura.

Entre las responsabilidades y derechos de los docentes, se encuentran:
1. Podran, en caso de considerarlo relevante solicitar la escolaridad de los participantes del
curso.

2. Comunicaran, preparardn y mantendréan actualizado el plan de lecturas desde el comien-
zo del curso.

3. Generardn conciencia de la importancia de cursar bajo esta modalidad, dando a conocer
los lineamientos generales y los objetivos de una manera clara, ya sean a corto, mediano
o largo plazo, como también los criterios de evaluacién.

4. Identificar las emociones del estudiante que puedan estar obstaculizando sus procesos de
aprendizaje, y solicitar apoyo necesario si considera que la situacién lo amerita.

5. Llevaran registro escrito de las circunstancias especiales que se detecte en cada estudiante.

6. Comunicarén al coordinador de carrera cuando un estudiante ha completado el curso, o
cuando ha perdido tres evaluaciones sobre la misma ficha de lectura (aspecto formal que
se verd a continuacién).

Y entre las responsabilidades y derechos de los alumnos, se encuentran:

1. Inscribirse en el programa de tutorias.

2. Comprometerse con su tutor en el desarrollo de las actividades que acuerden conjunta-
mente y ser consciente de que el inico responsable de su proceso de formacién es el propio
alumno.
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3. Participar en los procesos de evaluacién del trabajo tutorial, de acuerdo con los mecanis-
mos institucionales establecidos.

4. Participar en las actividades complementarias que se promuevan dentro del programa
tutorial.

5. Asumir que las tnicas asignaturas que se podran cursar en esta modalidad son las de
primer afio y que solo podré cursar una vez en esta modalidad cada asignatura.

En cuanto a la organizacién, ya hemos mencionado que el desarrollo de los contenidos se
hace a partir de un conjunto de fichas de lectura extraidas de la bibliografia recomendada, y de
ejercicios sobre cada tema del curso que el estudiante debe realizar por si mismo, consultando
las dudas que le surjan con el profesor en los momentos de encuentro sefialados.

Cuando el estudiante siente que ha aprendido lo suficiente sobre el tema, pide al profesor
para rendir una prueba correspondiente a esos contenidos. La aprobacién de esta prueba es
condicién necesaria para poder seguir avanzando en el abordaje de los contenidos sucesivos.
En tanto el estudiante no consiga mostrar suficiencia, no se le permite continuar. Las siguientes,
son condiciones necesarias para la aprobacién del curso: no perder 3 veces la prueba sobre una
misma ficha de lectura, aprobar las pruebas de al menos dos fichas cada 5 semanas, completar la
aprobacion de las pruebas de todas las fichas de lectura en el plazo méximo del curso, cumplir
con la asistencia minima.

Ante la reprobacién de tres instancias de evaluacién correspondientes al mismo tema debe
plantearse por parte del docente una consulta con el director de la carrera que sigue el estudian-
te para decidir qué orientacién dar a este.

A los efectos de continuar con aspectos que tienen que ver con la organizacién de estos
cursos, consideramos importante aclarar que la extensién del curso es como méximo el doble
de la del curso curricular y el cupo maximo de los mismos es de ocho alumnos. Ademés, el
ritmo de avance estard pautado por el trabajo del estudiante, por lo que es posible que cada
uno complete el cursado en plazos diferentes (esto deberd ser tenido en cuenta para los ajustes
administrativos que sea necesario llevar a cabo), sin embargo, a todos los estudiantes se les
exigird una participacién minima para permanecer en el curso, consistente en aprobar al menos
una prueba cada tres semanas. La asistencia se registrard en al menos una clase de consulta
semanal con el tutor del curso, en las cuales el estudiante deberd evidenciar algtin grado de
avance, a partir de la presentacién de tareas o la discusion sobre las dudas que las lecturas
le hayan generado. Finalmente, la aprobacién del curso se conseguird cuando el estudiante
apruebe todas las evaluaciones previstas.

Para aclarar un poco mads el sistema de evaluacién a continuacién se transcriben otras nor-
mas formales que organizan este tipo de modalidad de cursado.

1. Cada ficha de lectura serd objeto de una evaluacién mediante una prueba especifica.

2. La evaluacién del curso consistird en el conjunto de pruebas generado a partir del plan
de lecturas y se tomardn a demanda del estudiante, en la forma y con las restricciones
siguientes:

a) Las pruebas a demanda las solicitara el estudiante cuando crea que ha dominado un
tema.

b) Estas pruebas serdn corregidas inmediatamente por el profesor, y devueltas al estu-
diante.

c) La aprobacién de cada prueba es condicién necesaria para avanzar en los contenidos
del curso, y solicitar rendir prueba de los temas siguientes.

d) Cada estudiante dispondra de un maximo de tres intentos para aprobar cada prueba.
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e) En el caso de no aprobar una evaluacién a la tercera vez, se suspendera el cursado
del estudiante y se pondré en conocimiento del coordinador de la carrera correspon-
diente, para que se estudie de manera especial la situacién.

f) Se propondréan dos parciales.

g) La calificacién final del curso se compondrd sumando el 70 % del promedio ponde-
rado de los dos parciales y el 30 % del promedio de las pruebas sobre las fichas de
lecturas.

La experiencia recogida en los cursos implementados de esta manera muestra que esta forma
de trabajo es una alternativa vélida siempre y cuando el estudiante la asuma con compromiso
constante y en forma disciplinada.

Los estudiantes que no muestran regularidad en la asistencia a las consultas, o que no se
ajustan a un cierto calendario personal para dar las pruebas, terminan por abandonar el curso,
dado que no consiguen los aprendizajes suficientes para superar las pruebas o bien acumu-
lan retrasos tan grandes que hacen inviable la continuacién de la participacién en el curso. En
cambio, los que abordan las tareas compensatorias que los docentes proponen, participan regu-
larmente de las consultas y adquieren un ritmo personal para rendir con seguridad las pruebas
de evaluacién, consiguen finalmente aprobar el curso.

Como cierre de esta seccién, se muestra informacién correspondiente al curso de Calculo III
llevado a cabo por primera vez en 2015 y al que concurrieron 10 alumnos. Este curso correspon-
de al primer semestre del segundo afio de las carreras de Ingenieria en Electrénica, Telecomu-
nicaciones, Sistemas Eléctricos de Potencia, Industrial o Alimentos. El material se organizé en
14 fichas (ver Tabla 1). Como se dijo anteriormente, no se puede continuar con la ficha siguiente
sin haber aprobado la evaluacién correspondiente a la ficha anterior.

Tabla 1. Temas de las fichas del curso de Cdlculo III.

Ficha Tema
1 Cuerpo de los nimeros reales e induccién
2 Sucesiones
3 Series
4 Integrales propias
5 Series de funciones y convergencia uniforme
6 Series de potencias y Taylor
7 Series de Fourier
8 Parametrizacién de curvas por longitud de arco
9 Triedro de Frenet
10 Integrales de linea de funciones escalares/vectoriales
11 | Funciones potenciales
12 | Integrales de superficies
13 | Integrales de superficies de funciones escalares y vectoriales
14 Teoremas de Green, Stokes y Gauss.

En la Tabla 2 se presenta una relaciéon del ntimero de veces que se tuvo que presentar cada
estudiante para poder continuar con las fichas posteriores.

Como se puede observar en la Tabla 2, dos estudiantes, estudiantes 7 y 10, no terminaron
el curso debido a que no lograron obtener una nota aceptable en tres evaluaciones (calificacién
mayor o igual que 60 en 100) sobre una misma ficha, fichas 5 y 4, respectivamente. De los 8
estudiantes que terminaron el curso todos tuvieron que dar al menos dos veces alguna de las
fichas que consta el curso y 4 de ellos tuvo que dar al menos tres veces la evaluacién de alguna
ficha (estudiantes 2, 5, 8, 9). Esta evidencia no hace pensar que estos estudiantes en un curso
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Tabla 2. Desemperio de los Estudiantes, donde se registra el niimero de pruebas necesarias para obtener una calificacion

aprobatoria.
1 ] Fichas |

Fl1 |F2 | F3|F4|F5 | F6 |F/|F8 | F9 | F10 | F11 | F12 | F13 | F14

11 2] 1 1 11 2 2] 1 1 1 1 1 2 2 1

20 2 2 1 2] 1 1 1 1| 3 2 3 1 1 2

31 2| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2

wl| 4] 2 1) 2] 1] 2] 1 1 1] 2 1 1 2 1 1
2l 5] 2] 1 11 2] 2] 1 1] 2] 1 1 1 3 1 1
g 6| 2 2| 1 1 1 2 1} 2| 2 1 1 2 2 1

< 7] 2| 3] 3] 3|R

8| 3] 1 1 1] 3| 2 2] 3| 1 1 1 1 1 2

9| 3| 2| 2| 1| 2] 2| 1 1 1 1 1 1 1 1

10 3| 3| 3|R

curricular de Célculo III hubieran tenido los mismos inconvenientes que han tenido antes de
comenzar la tutoria.

De los 8 estudiantes que terminaron el curso podemos reportar que hubo una diferencia de
finalizacién de las evaluaciones de 2 meses, entre el primero con obtener notas satisfactorias en
las 14 fichas hasta el dltimo. Esta evidencia sugiere que en un curso curricular estos estudiantes
habrian tenido inconvenientes para cubrir el material

Varios de estos cursos ofrecidos en esta modalidad estdn en desarrollo en estos momentos.
Por eso, solo podemos ofrecer conclusiones preliminares, sujetas a una revisién sistematica una
vez que se hayan completado suficientes instancias de esta estrategia de ensefianza.

Una primera consideracién es que muchos estudiantes fracasan sistematicamente en apro-
bar una ficha de lectura en la primera oportunidad, y frecuentemente llegan a la tercera opor-
tunidad. El hecho de que las pruebas se proponen sobre un tema relativamente poco extenso,
lleva a que necesariamente se repitan algunos de los instrumentos de evaluacién, porque no
hay mucha diversidad de la cual seleccionar.

Esto plantea la pregunta acerca de si el estudiante ha efectivamente modificado de alguna
manera su forma de aprender Matematica o estd aprobando por simple repeticién de pruebas
donde finalmente termina por encontrar ejercicios parecidos a algunos de los que ya enfrenté
en otras instancias.

La segmentacién de contenidos plantea otra cuestion: jse puede, con este sistema, tener una
razonable seguridad de que el estudiante ha conseguido adecuadas conceptualizaciones? ;Serfa
necesario incluir algunas instancias de evaluacién globalizadoras?

El tercer aspecto que emerge de estas experiencias es la dificultad que muestran algunos
de los estudiantes para mantener un ritmo de trabajo constante; es frecuente que se constaten
discontinuidades en las asistencias a las consultas o en la presentacién a pruebas. Cuando se
interroga a estos estudiantes, es comtn que contesten con explicaciones que indican una inca-
pacidad para organizar el uso del tiempo personal.

4. Algunas estrategias de ensefianza

Una de las estrategias que se han implementado es la denominada Just in Time Teaching
(JiTT). Una de las caracteristicas de esta metodologia es la propuesta de lecturas previas a la
clase. A poco de comenzar a aplicarla, result6 claro que una de las dificultades asociadas a su
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uso era la falta de costumbre de los estudiantes a leer textos matemaéticos [14].

Por este motivo, una de las tareas que se ha propuesto a los estudiantes en la ejecucién de
ciertos procedimientos que orientan a una lectura de un texto matemaético y su comprension. Pa-
ra el desarrollo de estos procedimientos, han servido de orientacién conceptos generales acerca
de lectura [4] y otros especificos acerca de lectura en Matematica [8], ademads de algunos an-
tecedentes donde se elaboré una gufa de lectura para orientar a los estudiantes y se recogié
evidencias sobre como la usaron, que mostré que en general abordan la lectura con superficia-
lidad (ignoran la presencia de simbolos con significados especiales, no articulan informacién
presentada en diferentes registros: gréficos, algebraicos, numéricos, o no prestan atencién las
estructuras deductivas usadas) [5]; hay otra instancia exploratoria de uso de JiTT, en la que ade-
mads de recoger evidencias similares a las mencionadas, resulto claro que es necesario incorporar
las actividades de lectura en el sistema de evaluacién de la asignatura como forma de estimular
la participacién de los alumnos [6].

Una tarea cualquiera de lectura estd basada en capitulos o secciones de un texto matema-
tico, o en documentos elaborados por los docentes acerca de algtn contenido especifico, y la
intencién es promover un tipo de lectura reflexiva, llamando la atencién sobre algunos aspectos
destacables y planteando algunas interrogantes.

Para esto, se proporciona a los estudiantes la guia de lectura que se transcribe a continuacién.

CONSIGNA

1. Lea las secciones X del libro de texto recomendado.

2. Luego de la primera lectura, confeccione una lista de dudas o de aspectos que siente que
debe revisar nuevamente.

3. Vuelva al texto con la lista de dudas y ensaye alguna de estas acciones para intentar supe-
rar la duda:

a) Trate de expresar el texto leido de otra manera que crea equivalente.

b) Revisar el contexto, para asegurarse de que estd comprendiendo la notacién simb6-
lica en forma adecuada.

c¢) Desarrolle con cuidado los ejemplos, completando los pasos que eventualmente pu-
dieran faltar.

4. Vaya a la secciéon de ejercicios, identifique los que tengan que ver con sus dudas, y trate de
resolverlos. Depure la lista anterior, eliminando las entradas que crea haber comprendido.
Elabore un resumen de la seccién, en el que destaque los elementos a su juicio mds rele-
vantes, indicando ademads cuadles le resultaron mds dificiles y cudles mads féciles y cudles
cree necesita atin saber. Este resumen se vera enriquecido si sefiala vinculos entre lo que
ha leido y temas anteriormente estudiados.

A modo de ejemplo, se muestra el trabajo realizado por un alumno que expone la lista de du-
das depuradas de las secciones 8.1 y 8.3 del texto [12], temdtica ntimero complejo (Figuras 1y 2).

Otra de las estrategias ensayadas se refiere a generar criterios de evaluacién de la produc-
cién propia. Es importante atender a esta cuestion, dado que es bastante frecuente que después
de instancias de evaluacién, al presentar las correcciones a los estudiantes, éstos manifiesten
asombro por los criterios utilizados. En general, esta reacciéon es auténtica y sincera, lo que de-
be interpretarse como un indicador de que los criterios con los que los estudiantes evaltan su
trabajo no coinciden con aquellos con los que son usados por sus profesores.

Para reforzar esta estrategia, el segundo curso de Algebra Lineal (Algebra II) que se ofrece
en el segundo semestre de primer afio, estd organizado sobre la base de estudio previo a la
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Lista de dudas:
Seccion 8.1:
a. ¢Por qué dos coordenadas polares diferentes pueden repr tar el mismo punto?

Leyendo nuevamente el texto y analizando el ejemplo 2, se puede apreciar que dado un
punto P de coordenadas (r,0), cualquier punto con coordenadas (-r, 6-+kn) (siendo £ un niimero
entero impar) o (r, 0+2nm) (donde n es cualquier entero) representan el mismo punto. Esto
implica que cada punto en el plano tiene un nimero infinito de representaciones en coordenadas
polares.

b. ;Por qué al convertir coordenadas rectangulares a coordenadas polares, puedo obtener
diferentes resultados? ;Como sé cudl es el resultado correcto?

Desarrollando el ejemplo 4, es apreciable que los resultados obtenidos al convertir
coordenadas rectangulares a polares, no determinan de manera unica a ry 6. Es por esto que se
debe prestar atencion al cuadrante donde se encontraba el punto definido en coordenadas
rectangulares, para expresar el resultado en coordenadas polares de forma correcta.

Figura 1. Trabajo realizado por un estudiante siguiendo la consigna anterior: lectura orientada sobre niimero complejo.

Seccién 8.3:
a. ;Por qué el argumento de un niimero complejo z, expresado en forma polar, no es uinico?

El argumento de un nimero complejo expresado en forma polar, es un dngulo 6. Volviendo
al ejemplo 1 de la Seccion 8.1, se puede apreciar que todos los angulos 0+2nz (donde n es
cualquier entero) tienen el mismo lado terminal que el angulo 6.

b. ¢ Por qué para calcular las raices n-ésimas de niumeros complejos no utilizamos el Teorema de
DeMoivre con n igual 1/n?

Analizando la demostracion se puede concluir que de utilizar el Teorema de DeMoivre con
n igual I/n, se obtiene una unica raiz. Como se busca calcular las n-ésimas raices, se debe
reemplazar 6 por 0+2krn (siendo k un nimero entero, que se sustituira por 0,1,2,....n-1),
pudiendo calcularse de esta manera las n-ésimas raices.

Figura 2. Trabajo realizado por un estudiante siquiendo la consigna anterior: lectura orientada sobre niimero complejo.

clase de los materiales que se han desarrollado sobre los contenidos del curso. Estos materiales
estan elaborados de manera que incorporan instrucciones precisas para contribuir a mejorar
la lectura de textos matemdticos. Los lugares elegidos para dar estas sugerencias responden a
criterios tales como: indicar la presencia de signos especiales, proponer la identificacién de la
estructura deductiva que se haya usado, explicitar el resultado conceptual que permite ejecutar
un cierto algoritmo, completar detalles de un cierto desarrollo.

Maés all4 de que esto podria deberse a un problema de comunicacién, lo que es necesario pro-
mover es el desarrollo de habilidades en los estudiantes que pongan en condiciones de valorar
su trabajo de acuerdo a estandares externos.

En este sentido, se han disefiado tres tipos de tareas, que se describen a continuacién.

La primera es un trabajo en equipos, en tres fases. La inicial consiste en la entrega de una
consigna que cada equipo debe responder; la solucién elaborada debe ser escrita de la manera
que el equipo considera una correcta presentaciéon. La segunda fase consiste en el intercambio
entre los equipos de las soluciones, con la finalidad de que cada equipo corrija con sus propios
criterios la produccién realizada por otro equipo. La fase final de esta tarea consiste en un ana-
lisis hecho por el profesor de cada solucién y de cada correccién, marcando aciertos y errores
en cada una de esas tareas.

La elaboracién de este tipo de tareas surge del comprender que el espacio donde se apren-
de, es un espacio compartido con otros sujetos, donde no solo estan en juego los saberes, sino
ademas las distintas relaciones que se establecen con los otros y con uno mismo [7]. El disefio
de este tipo de tareas se enmarca en lo que se conoce como tutorfas entre pares, las cuales se
pueden llevar a cabo de diversas maneras y con distintos fines, pero sea cual sea la manera,
en cualquier caso es una estrategia de ensefianza que se apoya en el compromiso que asumen
algunos estudiantes con otros, generandose un ambito de solidaridad [7]. Muchas veces, en la
confrontacién y la validacién con otros sujetos es cuando se produce el saber y por eso aposta-
mos cuando pensamos en tareas de este estilo.

A modo de ejemplo, mostramos a continuacién una tarea propuesta en el curso denomina-
do introduccién al adlgebra dictada en nuestra facultad; en la primera fase cada equipo debia
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resolver un sistema de ecuaciones mediante operaciones elementales sobre las filas de la ma-
triz aumentada asociada al sistema. En la segunda fase la consigna de la tarea fue realizar la
correccién de la tarea que realiz6 el otro equipo, la cual consistié en resolver un sistema (otro)
de ecuaciones, mediante el mismo método. Ademds, debian utilizar la siguiente tabla para rea-
lizar la correccién. Para cada tipo de error, si lo hubiera, debian elegir uno de los tres juicios y
explicar todas las correcciones realizadas.

Tabla 3. Correccidén entre pares

Tipo de error-Juicio Insuficiente | Aceptable | Satisfactorio
Al escribir la matriz aumentada

Al aplicar operaciones elementales

Al operar

Al especificar las operaciones elementales
Al escribir la solucién

Al clasificar

Ademés, se garantizé que cada equipo resolviera un sistema de ecuaciones compatible de-
terminado y que corrigiera uno del tipo compatible indeterminado o viceversa.

Una variante de esta actividad es proporcionar dos consignas y en el intercambio de solucio-
nes asegurar que cada grupo corrige una solucién de la consigna en la que el grupo no trabajo.
Esto agrega dificultad en la fase de correccién, dado que debe analizarse una situacién en la que
no se ha trabajado previamente.

La segunda es una actividad en dos fases. Comienza con la propuesta de una consigna al
grupo entero. Luego de unos minutos de andlisis personal, el profesor comienza a dirigir la
buisqueda de la solucién, tomando las iniciativas de los estudiantes y generando debates sobre
sus intervenciones. En esta fase, el docente no es selectivo y toma cada propuesta y la registra
en el pizarrén, deliberadamente en forma desordenada. Cuando finalmente se consigue una
solucién, termina esta fase. La segunda es individual, y consiste en organizar el registro del
pizarrén, para escribir una solucién correcta. Para conseguir esto, el estudiante debe estable-
cer una secuencia adecuada, eliminar los elementos que no son funcionales a esa solucién y
completar con comentarios pertinentes la articulacién de las diferentes partes que recopil6 para
producir la solucién.

Enla tercera tarea la propuesta es también en dos fases. La primera corre a cargo del profesor,
que resuelve en forma ordenada un problema de cierta complejidad, poniendo énfasis en la
estructura de la solucién. La segunda es grupal, donde se propone un problema no idéntico al
resuelto, pero con cierta similitud, de manera que sea posible resolverlo adaptando la solucién
dada al primer problema. Adaptar no significa simplemente ejecutar la misma secuencia con
cambios solo en los calculos con diferentes datos, sino que debe requerir en algtin momento
que los estudiantes hagan algo que no se hizo en la solucién expuesta por el profesor.

En cualquier caso, el tiempo total de cada tarea se extiende a un médulo de 80 minutos.
Estas estrategias fueron pensadas inicialmente para los cursos curriculares, sin embargo, son
facilmente adaptables a los cursos basados en lecturas orientadas o tutorias. La puesta en prac-
tica dependera de la cantidad de estudiantes que haya en cada grupo, lo que es determinante
para poder trabajar en equipos.

5. Consideraciones finales

El Departamento de Matematica de la Universidad Catélica del Uruguay pretende, con es-
te trabajo, aportar ideas, que han ido surgiendo en la labor cotidiana de los docentes que la
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integran, con el fin de mejorar la ensefianza de la Matematica en las aulas de las carreras de
Ingenieria, y ademds buscar remedios alternativos para aquellos estudiantes que manifiestan
algtn tipo de dificultad

Algunas de estas medidas se siguen desarrollando y adecuando de acuerdo con la expe-
riencia que se va recogiendo por lo que se podré tener una evaluacién sobre ellas con mayor
evidencia empirica en breve plazo.
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Resumen

En este articulo llevamos a cabo una propuesta didactica, con los alumnos del Master de
Formacién del Profesorado en Ensefianza Secundaria y Bachillerato de la Universidad
Complutense de Madrid, de la especialidad de Matematicas. Dicha propuesta consiste en la
programacion en Scratch del Algoritmo de Euclides para el Maximo Comun Divisor. Esta
metodologia de trabajo, que mezcla matematicas y programacién, permitira trabajar con los
alumnos elementos propios del Pensamiento Matematico Avanzado como son la
abstraccién, la formalizacién y la generalizacion, entre otros.

Palabras Clave: Matematicas, programacion, algoritmo, didactica.

Abstract

In this article we carry out a didactic proposal with the students of the Master which
name is “Teacher training in E.S.O and Bachillerato” at Complutense University in Madrid,
in the Maths speciality. This proposal consists in the Scratch programming of Euclides
Algorithm for the Greatest Common Divisor. This methodology which mixes Maths and
programming, let the students work with the main elements of Advanced Mathematical
Thinking such as abstraction, formalization and generalization.

Keywords: Mathematics, programming, algorithm, didactics.

1. Introduccion

La introducciéon de las TIC en la escuela abre un amplio campo de posibilidades que

intenta responder a las necesidades que plantea esta nueva sociedad de la informacién. Este

hecho va a llevar emparejado una serie de cambios; Pérez (1998) sugiri6é reconceptualizar el
alcance de lo educativo, reformular el curriculo e innovar en las estrategias educativas.

El uso de las nuevas tecnologias ha supuesto un esfuerzo en formacién por parte del
profesorado. Pascual (1998) advierte que el uso del ordenador no supone una mejora si no va
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acompanado de un adecuado planteamiento metodolégico; el uso que hagamos del ordenador
en el aula, tiene que formar parte de una actividad que haya sido disefiada por el profesor.

Carvajal, Font y Giménez (2014) hacen alusion a que, pese a que los alumnos del Master
de Secundaria en Matematicas poseen una sélida formacién en competencia digital, pocos de
ellos utilizan las TIC en su periodo de practicas en el centro de Secundaria. La principal razén
que argumentan los estudiantes es la falta de infraestructura y recursos generales en el centro.

Ricoy y Couto (2012) sefialan los beneficios, controversias y cambios o mejoras que puede
aportar la introduccion de las TIC en el aula. Entre las dificultades que puede suponer su
utilizaciéon senalan, ademas de la desmotivacion de ciertos docentes ante su uso, la escasez de
medios tecnoldgicos en algunos centros. Por el contrario sefialan como beneficios, el desarrollo
de la comunicacion bidireccional y la atencién a la diversidad.

En el caso de las matematicas, son muchos los programas que han surgido en los ultimos
afos y que pretenden ser una herramienta 1til en la ensefianza de las mismas. Fernandez y
Muiioz (2007) realizan un barrido sobre los programas matematicos que mas suelen emplearse
en un aula de matematicas. En la seleccién que proponen encontramos: Wiris, Geogebra, Cabri
y Derive, asi como paginas que aportan informaciéon y ejercicios sobre como trabajar
contenidos matematicos. Se presentan actividades para trabajar con estos programas, aunque
son bastantes mecanicas y no promueven una reflexion sobre los contenidos que se estan
trabajando. De hecho, no encontramos entre las actividades propuestas, aquellas que permiten
la programacion de aplicaciones.

Scratch es un software libre desarrollado por Lifelong Kindergarten Group de los
Laboratorios Media-Lab en MIT. Se trata de un lenguaje grafico que permite programar
uniendo bloques predefinidos. Esta facilidad hace que pueda iniciarse en él a edades muy
tempranas. Son muchas las funcionalidades que pueden aplicarse a Scratch y que son objeto
de investigacion en la actualidad. Carralero (2011) sefiala como funcionalidad importante el
hecho de manejar la programacién implicita en Scratch para trabajar un contenido de primaria
y secundaria. Es decir, propone no trabajar la programacion directamente, sino elegir un
concepto y disenar qué elementos de la programacion son necesarios para llegar a definir este
concepto. Asimismo sefiala que para abordar determinados elementos de la programacion
(por ejemplo los bucles), es necesario que los alumnos se encuentren al menos en 32 0 4° de la
ESO, ya que a esa edad los alumnos empiezan a poseer un pensamiento logico-abstracto. En la
construccion del programa a desarrollar, puede ser necesaria la resolucion de algoritmos,
elementos importantes en el desarrollo de las matematicas.

Adoptamos la siguiente definiciéon de algoritmo:

“Un algoritmo es una sucesion finita de reglas elementales, regidas por una prescripcion
precisa y uniforme, que permite efectuar paso a paso, en un encadenamiento estricto y
riguroso, ciertas operaciones de tipo ejecutable, con vistas a la resolucion de los problemas
pertenecientes a una misma clase” (Ifrah, 2008, p. 1616)

En la misma linea se manifiestan Gairin y Sancho (2002); es claro que si la Matematica
tiene como objetivo prioritario resolver problemas y encontrar soluciones a cuestiones cada
vez mas dificiles, parece que la necesidad de utilizar algoritmos esta totalmente justificada.

Por otro lado, el progreso en matematicas exige la automatizacion de los procesos
elementales para concentrar la atencion en las nuevas ideas, las cuales, a su vez, necesitaran
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transformarse en automaticas para poder abordar otras mas complejas y asi sucesivamente
(Skemp, 1993).

La consecuencia mas natural que se extrae de estos argumentos es la necesidad de ensefiar
a los alumnos algoritmos en la escuela. Usiskin (1998), por su parte, enumera hasta nueve
razones diferentes por las que es til saber y ensefiar algoritmos matematicos: son eficaces,
fiables, precisos, rapidos, proporcionan un registro escrito, establecen una imagen mental, son
instructivos, pueden ser utilizados en otros algoritmos y pueden ser objetos de estudio.

En este documento llevaremos a cabo una propuesta didactica que pretende trabajar el
Pensamiento Matematico Avanzado, en el sentido de Tall (1991), con los alumnos del Master
de Secundaria y Bachillerato de la Universidad Complutense de Madrid (especialidad de
Matematicas) a través del desarrollo de situaciones didacticas. Para ello se trabajara el
Algoritmo de Euclides para el calculo del Maximo Comun Divisor, utilizando la herramienta
Scratch.

El documento se organiza en torno a seis apartados. Un primer apartado de introduccion,
un segundo en el que sefialamos los objetivos principales y secundarios de la investigacion. En
el tercero, denominado marco tedrico, describiremos dos teorias para el aprendizaje y
enseflanza de las matematicas, que determinan los principios didacticos sobre los que
basaremos nuestra metodologia: el Pensamiento Matematico Avanzado y la Teoria de las
Situaciones Didacticas. En el cuarto apartado describimos la metodologia que vamos a
utilizar. En el quinto mostramos los resultados obtenidos y por ultimo, en el sexto, sefialamos
las principales conclusiones obtenidas, asi como las perspectivas futuras que abordaremos.

2. Objetivos

En esta investigacion pretendemos introducir a los alumnos en el Pensamiento
Matematico Avanzado dando respuesta a la siguiente cuestion: “Disefiar e implementar un
algoritmo en Scratch que permita calcular el M.C.D de dos niimeros naturales”. Los objetivos
que pretendemos son:

O1. Trabajar con los alumnos del Master el razonamiento 16gico-matematico a través del
disefio del algoritmo de Euclides para el cédlculo del M.C.D. Queremos observar qué
dificultades surgen durante el disefio de dicho algoritmo y cdmo éstas son resueltas. Una vez
comprendido el algoritmo por parte de los alumnos, estos tendran que disefiar el diagrama de
flujo del mismo para estructurar cudles son las instrucciones que deberan implementar
posteriormente en Scratch. El uso del lenguaje Scratch para potenciar el desarrollo del
pensamiento algoritmico en estudiantes fue trabajado también por Vidal, Cabezas, Parra y
Lopez (2015) quienes sefialaron las virtudes de esta nueva metodologia de ensefianza que usa
la programacion para trabajar conceptos matematicos. Entre estas sefialaban: la motivacion del
alumno, la participacion activa de los alumnos en la buisqueda de soluciones y el analisis de la
solucién obtenida, la cual podrian probar y mejorar.

O2. Potenciar en los alumnos el uso de la abstraccion a través de la traduccién a Scratch
del algoritmo disefiado. Es decir, se potencia la abstraccion a través de la implementacion del
algoritmo para el M.C.D en Scratch. Una vez disenado el diagrama de flujo para el algoritmo
de Euclides, los alumnos deberan implementarlo en Scratch. La idea de trabajar la
programacion con Scratch en alumnos que seran futuros profesores de matematicas, a partir
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de los algoritmos disefiados previamente, constituye una herramienta muy util que permite
resolver cualquier problema matematico que se presenta en secundaria (véase Barrera, 2013).

O3. Formular hipétesis que permitan ser contrastadas a través del algoritmo disefiado e
implementado. Una vez que el algoritmo haya sido programado, los alumnos tendran que
formular hipdtesis para comprobar si el algoritmo llega a resultados correctos. En este
momento usaran el método tradicional para calcular el M.C.D de dos ntimeros y también la
aplicacién disefiada. Los resultados en ambos casos deben ser iguales; si no fuera asi, el
algoritmo no estaria bien disefiado o implementado y tendrian que buscar una solucién al
problema.

O4. Trabajar el concepto de generalizacién a partir de la comprobacién de casos
particulares en la aplicaciéon creada. En la comprobacion del algoritmo disefado, es
importante empezar por la realizaciéon de casos particulares con numeros pequefios para
probar después con nimeros grandes. Esto permitird una aproximacion intuitiva al concepto
de generalizacidn, consiguiendo con ello que el alumno adquiera un cierto grado de certeza
sobre la aplicacion construida. Kidron y Dreyfus (2014) denominan a este proceso “imagen
demostracion”, que emerge en la construccion de la demostracién de una afirmacién o
problema. En nuestro caso, los alumnos tendran la imagen demostracion de que la aplicacién
construida funciona para cualquier par de ntimeros, ya que seran capaces de aproximarse a la
generalizacion de los resultados parciales obtenidos.

O5. Valorar el concepto de modelo matematico. Se incentivard a los alumnos a que
conciban el programa diseflado como un modelo matematico que permite calcular el M.C.D y
el M.C.M de dos ntimeros naturales y se incidira en que dicho modelo puede ser mejorado.
Con este objetivo pretendemos que los alumnos valoren el concepto de modelo matematico
como un elemento que tiene una funcién local, pero que puede ser ampliado, para que
permita resolver nuevos problemas. Por ejemplo, se pueden anadir instrucciones al programa
del M.C.D para que también calcule el M.C.M (utilizando la propiedad que asegura que el
producto de dos niimeros naturales coincide con el de su M.C.D por su M.C.M).

3. Marco Teorico

Nuestro marco tedrico se sustenta en dos pilares: el Pensamiento Matematico Avanzado
(PMA) y la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD).

La primera teoria se usara para determinar los procesos implicados en el disefio e
implementacion del algoritmo de Euclides para calcular el M.C.D con Scratch. Nos basaremos
en ella para elegir el contenido y la secuenciacién de las actividades. A su vez, éstas estaran
disefiadas siguiendo la Teoria de Situaciones Did4cticas.

3.1. Pensamiento Matematico Avanzado (PMA)

En 1985, en el seno del grupo Psicologist Mathematic Education (PME), se cre$ un grupo
de trabajo cuyo objetivo era estudiar la naturaleza del “Pensamiento Mateméatico Avanzado”.
Dicho grupo pretendia profundizar en los procesos cognitivos de ensefianza y aprendizaje de
temas relacionados con el calculo infinitesimal (Dreyfus 1990 y Tall, 1991).

A partir de este momento, el interés en didactica de la matematica se empieza a centrar en
la problematica del aprendizaje en términos de procesos cognitivos y no como una simple

46 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen VII, Nitmero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410


mailto:mbaeza@ucm.es
mailto:fclaros@ucm.es
mailto:teresasanchez@uma.es
mailto:monica.arnal@urjc.es

Pensamiento Matemdtico Avanzado y Scratch: El Caso del Mdximo Comiin Divisor M.A. Baeza, F.]. Claros, M.T. Sianchez, M. Arnal

adquisicion de competencias y habilidades. También se produce una evolucidon en las
investigaciones, que empiezan a ocuparse de tdpicos que por su naturaleza y complejidad se
situarian dentro de una matematica superior (el limite y la derivada, entre otros). Entre los
procesos involucrados en el Pensamiento Matematico Avanzado citamos en primer lugar, por
su importancia, la abstraccidn y la generalizacién.

La abstraccién es definida como un proceso de construccién de objetos mentales a partir
de objetos matematicos (Dreyfus, 1991). Para este autor, la generalizacion es definida como la
derivacién o induccion de particulares, para identificar generalidades y expandir los dominios
de validez.

Robert y Swarzenberger (1991) sefialaron una serie de diferencias entre el pensamiento
elemental y el avanzado: (1) En el Pensamiento Matematico Avanzado los alumnos tienen que
aprender mas conceptos en menos tiempo y ademas estos son presentados de manera formal.
(2) Los conceptos ensefiados llevan asociadas las siguientes propiedades: generalizacion,
abstraccién y formalizacién; propiedades que pueden entrar en conflicto con el conocimiento
anterior que se tenia sobre el concepto. (3) Los alumnos se enfrentan a una amplia gama de
problemas que nacen de una variedad de contextos, los cuales no pueden ser discutidos en
todo detalle.

Estas diferencias entre el pensamiento elemental y el pensamiento avanzado propuestas
por Tall (1991) y Robert y Swarzenberger (1991) son rebatidas por Edwards, Dubinsky y
McDonald (2005); los cuales, ademds de proponer una definicion alternativa de Pensamiento
Matematico Avanzado, sefialan que un concepto se considerard dentro del Pensamiento
Matematico Avanzado dependiendo de los aspectos que se traten.

Edwards, Dubinsky y McDonald (2005; pp.17-18) proponen la siguiente definicién de
Pensamiento Matematico Avanzado:

“Pensamiento que requiere deductivo y rviguroso razonamiento acerca de mnociones
matemdticas que no nos son enteramente accesibles a través de los cinco sentidos”.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, si se realiza un tratamiento procedimental de un
concepto, dicho concepto quedara fuera del Pensamiento Matematico Avanzado, a pesar de
que sea uno que por su naturaleza debiera formar parte de él.

Todo esto nos induce a pensar que el concepto de M.C.D de dos numeros naturales,
abordado a través del disefio e implementacion de un algoritmo en Scratch, puede permitir la
aparicion de procesos cognitivos que forman parte del Pensamiento Matematico Avanzado
(véase Tall (1991) y Robert y Swarzenberger (1991)). Estos procesos, como anteriormente se ha
explicitado son: la abstraccion, la generalizacion, la formulacion de hipétesis, la verificacion de
dichas hipotesis y la formulacion formal del concepto, expresada ésta a través de la aplicacion
creada.

3.2. Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD)

La teoria de las situaciones diddcticas aparece en 1970. Nacié como un método simple de
descripcion y de interrogacion matematica de los dispositivos psicoldgicos y didacticos. Dicha
teoria se fundamenta en varias ideas:
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O “[...] los conocimientos se manifiestan esencialmente como instrumentos de control de
las situaciones” (Brousseau, 1997, p.3). Es decir, el conocimiento se adquiere mediante
una adaptacién al medio. El sujeto se enfrenta con un medio que le plantea una
dificultad que tiene que superar. Si lleva a cabo esta tarea con éxito, el resultado es un
nuevo conocimiento.

[0 Asociado a cada conocimiento existe una situacion caracteristica tal que el sujeto, al
actuar sobre ella e intentar controlarla, adquiere el conocimiento con el que se
corresponde.

Segtin Brousseau (2011), la teoria de las situaciones didacticas modeliza las condiciones
bajo las cuales los seres humanos producen, comunican y asimilan los conocimientos
matematicos. Estas condiciones son modelizadas por sistemas llamados “situaciones”, que
conducen a agentes en interaccion con ellas a manifestar este conocimiento. Son pues
especificas del conocimiento en juego.

Algunas situaciones requieren de un conocimiento previo para poder tener éxito en
alcanzar el nuevo conocimiento, pero hay otras situaciones en las que el sujeto puede construir
por si mismo el conocimiento requerido sin recurrir a ningtin conocimiento anterior.

Brousseau (1998) distingue, en el campo de la ensefianza de las matematicas, dos tipos de
situaciones: las didacticas y las a-didacticas (generalmente incluidas como una fase, dentro de
las situaciones didacticas).

Una situacién didactica es una situacion que contiene intrinsecamente la intencion de que
alguien aprenda algo. Esta intencion no desaparece en la situacion o fase a-didactica; la no
intencionalidad contenida en este concepto se refiere a que el alumno debe relacionarse con el
problema respondiendo al mismo en base a sus conocimientos, motivado por el problema y
no por satisfacer un deseo del docente, y sin que el docente intervenga directamente
ayudandolo a encontrar una solucién.

En las situaciones didacticas es el profesor el que transmite el saber al alumno ignorando
las relaciones entre los otros elementos de la situacion. En las situaciones a-diddcticas la
intencionalidad del profesor queda oculta. El profesor no interviene didacticamente, sino que
disefia un medio en el que el alumno tiene que actuar, eligiendo sus acciones libremente, sin la
direccién del profesor. Son estas acciones que realiza el alumno, las que determinaran si es
capaz de obtener el nuevo conocimiento. Esta situacion debe ser disefiada de forma que el
alumno no sepa qué saber va a adquirir. Se dird que el alumno tiene éxito en dicha situacion
cuando ha adquirido el conocimiento que el profesor pretendia.

Se distinguen tres tipos de situaciones: de accién, de formulacién y de validacién que
pueden darse en el proceso de ensefianza-aprendizaje (véase Brousseau, 1997).

Al finalizar cualquier situacion didactica o a-diddactica, es necesaria una
institucionalizacion del saber alcanzado. En esta institucionalizacién se devuelve la
responsabilidad al profesor, el cual define las relaciones que pueden tener Ilos
comportamientos o las producciones “libres” del alumno, con el saber cultural o cientifico que
se ha trabajado y con el proyecto didactico. El profesor realiza una revision de las actividades
realizadas y le da un estatus oficial. En ese momento el contenido matematico pasa a formar
parte del saber de la clase.
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4. Metodologia

El trabajo se organiza en torno a 7 fichas que se llevan a cabo con los alumnos del Master
de Formacién del Profesorado en Ensefianza Secundaria y Bachillerato de la Universidad
Complutense de Madrid (especialidad de Matematicas). El trabajo se desarrolld en la
asignatura “Innovacién Docente e Iniciacion a la Investigacion en Educacién Matematica”.
Cada ficha de trabajo es una situacion didéctica que pretende mostrar los elementos del
Pensamiento Matematico Avanzado. Antes de comenzar con las fichas de trabajo, se dividi6 a
los dieciocho alumnos en nueve grupos de dos integrantes cada uno; no se utilizé ningiin
criterio para la division en grupos, simplemente la disposicién usual de los alumnos en clase.
De los dieciocho alumnos, catorce son Licenciados en Matematicas, uno Doctor en
Matematicas, uno Ingeniero en Informatica, uno Licenciado en Fisicas y un tltimo licenciado
en Administracion y Direccion de Empresas.

Las fichas de los diferentes grupos con las tareas propuestas realizadas, son recogidas por
el profesor al acabar el tiempo destinado a cada una.

La ficha 0 tiene como objetivo familiarizar a los alumnos con el lenguaje de programacion
Scratch. Para ello se llevo a cabo una sesion introductoria a Scratch en el aula de informatica
de la Facultad de Educacion. Ninguno de los alumnos conocia previamente la herramienta,
por lo que esta sesion introductoria fue esencial. Durante los 40 primeros minutos, la sesién
fue conducida por el profesor, explicando nociones generales del programa y realizando
ejemplos que todos pudieron visualizar con ayuda del proyector. Posteriormente se dedicaron
50 minutos para que los alumnos realizasen las tareas propuestas en la ficha 0.

La ficha 1 tiene como objetivo trabajar con los alumnos la nocién de algoritmo, sefialando
la importancia que estos tienen en las matematicas que se trabajan en la Ensefianza Primaria y
Secundaria (algoritmo de la divisidn, multiplicacidn, etc.). La ficha se inicia con la explicacion
del algoritmo de Euclides para el maximo comun divisor. Se facilitan dos ejemplos resueltos
sobre como llevarlo a la practica y a continuacién se pide a los alumnos que realicen 4
ejercicios de aplicacion del mismo. La duracion asignada a esta ficha fue de 30 minutos.

La ficha 2 va encaminada a que los alumnos sean capaces de disefar diagramas de flujo a
partir de un determinado algoritmo. Estos diagramas son un instrumento til y previo a la
programacion de una aplicacion. La ficha comienza presentando tres ejemplos concretos sobre
como realizar el diagrama de flujo para tres algoritmos que se muestran. A continuacién se
propone que cada grupo realice el diagrama de flujo correspondiente al algoritmo de Euclides.
La duracion asignada a esta ficha fue de 30 minutos.

En la ficha 3 los alumnos trabajan con la aplicaciéon Scratch. La ficha comienza mostrando
el codigo en Scratch de los tres algoritmos que se utilizaron en la ficha anterior para
ejemplificar los diagramas de flujo. Los alumnos deberédn introducirlos en Scratch y validar su
funcionamiento ejecutandolos varias veces. Esta labor, junto con la realizada en la ficha 0,
intentard conseguir que los alumnos se familiaricen con el lenguaje del programa. A
continuacion se les pide que intenten programar en Scratch el algoritmo de Euclides. Para ello,
deberan hacer uso del diagrama de flujo que disefaron en la ficha 2. La duracién asignada a
esta ficha fue de 70 minutos (30 minutos para los ejercicios iniciales y 40 minutos para la
implementacidn del algoritmo de Euclides).

La ficha 4 supone la institucionalizacion del disefio del algoritmo de Euclides a través del
diagrama de flujo. Los alumnos tienen que comparar el diagrama de flujo que se les entrega
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en esta ficha con el que realizaron en la ficha 2 para subsanar los posibles errores que
cometieran. El objetivo de esta ficha es intentar conseguir que todos los alumnos sean capaces
de implementar bien el programa en Scratch. La duracién asignada a esta ficha fue de 10
minutos.

La ficha 5 supone la institucionalizacidon del programa en Scratch que permite calcular el
M.C.D de dos nuiimeros. En dicha ficha se hace entrega del cddigo que permite programar el
algoritmo de Euclides. Los alumnos tienen que compararlo con el suyo y corregir los posibles
errores que tuvieran. A continuacion se presentan tres ejercicios en los que se les pide calcular
el M.C.D de varios pares de niimeros; ademas, también se solicita que contesten a cuestiones
relativas sobre los resultados que se esperan. La duracién asignada a esta ficha fue de 10
minutos.

La ficha 6 supone una mejora de la aplicacion creada en la ficha 5, ya que permite calcular
tanto el M.C.D como el M.C.M. Se les pide que disefien el diagrama de flujo que permite
calcular el M.C.M y también el codigo del programa que realizara en Scratch el calculo del
M.C.M de dos nimeros. La ficha acaba con varios ejercicios para que los alumnos prueben la
aplicacion creada. La duracion asignada a esta ficha fue de 50 minutos.

5. Resultados

A lo largo de los siguientes parrafos, se hara alusién a los resultados obtenidos en las
diferentes fichas sefialadas en el apartado “metodologia”.

Respecto a la ficha 0 sefialamos que aunque en algunos grupos se observo mayor facilidad
que en otros para comprender el lenguaje y realizar los algoritmos que se pedian, todos
finalizaron con éxito dicha ficha.

La siguiente sesidén de clase (22 sesion) se dedicé a la realizacidn de las fichas 1 y 2. La
ficha 1 (manejo del algoritmo) resulté muy sencilla para ellos. Los alumnos leyeron y
comprendieron rapidamente el algoritmo y no tuvieron ninguna dificultad para realizarla.
Tras los 30 minutos establecidos, todos los grupos tenian la ficha finalizada correctamente;
dicha ficha fue recogida por el profesor para su analisis. No se encontré ninguin error en la
misma. El profesor creyd conveniente, antes del inicio de la ficha 2, entablar una conversacion
con los alumnos para analizar la ficha 1. En dicha conversacion, los alumnos detectaron por
ellos mismos que los pares de niimeros elegidos en cada uno de los ejercicios de la ficha 1,
constituian una variable didactica, ya que cada par encerraba una situacién distinta de la
anterior.

Una vez resuelta la ficha 1 y acabada la conversacion antes descrita, se repartié a los
alumnos la ficha 2. En esta ficha debian comprender qué es un diagrama de flujo y representar
el diagrama de flujo para el algoritmo de Euclides. Esta ficha supuso muchas dificultades para
algunos grupos, mientras que para otros resultd algo muy sencillo. Para analizar los
resultados de la ficha 2, se disefié una tabla de categorias (Tabla 1) que pensamos, permite
clasificar cada una de las respuestas que se obtuvieron.
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Tabla 1. Tabla de categorias para el andlisis de la ficha 2

Categorias

Subcategorias

Cl-.
representaciones del diagrama
de flujo

Identificacion de las

C1.1-. Los poligonos del diagrama de flujo no se corresponden en absoluto con la
instruccion que deben representar.

C1.2-. Falta algtin poligono o alguno de ellos no es el que debiese ser (por ejemplo:
aparece un cuadrado donde debiese ser un rombo o un romboide).

C1.3-. Todos los poligonos del diagrama de flujo se corresponden con el tipo de
funcién que desempenian (Inicio/Fin, Entrada/Salida de datos, Proceso o Decision).
Ademas, aparecen todas las lineas de flujo.

C2-. Realmacenamiento de las
variables si N1<N2

C2.1-. No realiza este paso en el diagrama de flujo.
C2.2-. Realmacena las variables, pero lo hace de forma incorrecta.

(C2.3-. Realmacena las variables de forma correcta.

C3-.
condiciéon de parada

Identificacion de la

C3.1-. No aparece en el diagrama de flujo ninguna decisién que se corresponda
con una condicién de parada.

C3.2-. Identifica que existe un bucle y establece una decisién de parada, pero esta
es incorrecta.

C3.3-. Identifica correctamente la existencia de un bucle y su condicién de parada
correspondiente.

C4-. Reasignaciéon de las

variables dentro del bucle

C4.1-. No existe reasignacion de variables dentro del bucle.

C4.2-. Se reasignan variables dentro del bucle, pero esta reasignacion es
incorrecta.

C4.3-. Se reasignan las variables correctamente dentro del bucle.

C5-. Devolucion del MCD

C5.1-. El programa no devuelve correctamente el valor del MCD.

C5.2-. El programa devuelve correctamente el valor del MCD.

C6-. Nivel de Eficiencia

C6.1-. El programa no funciona. Por tanto, no tiene sentido hablar de eficiencia.
C6.2-. El programa funciona, pero se crean mas variables de las necesarias.

C6.3-. El programa funciona con el nimero minimo de variables posibles.

Una vez establecidas las categorias, procedimos a analizar los resultados de cada grupo.

Se ha asignado una subcategoria a cada grupo para cada una de las categorias. Cada categoria

lleva asignada una puntuacién para cada grupo. Asi, la categoria C1 puede tomar los valores
1,2 0 3 dependiendo de que la respuesta se clasifique como C1.1, C1.2 o C1.3. Entendemos que
1 es la puntuacion mads baja y 3 la puntuacién maxima. Las demas categorias funcionan de
igual forma, a excepcion de la categoria C5, que solo puede tomar los valores 1 o 2
dependiendo si se le asigna C5.1 o C5.2, respectivamente. Las tablas que contienen los
resultados obtenidos se muestran a continuacion:
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Tabla 2. Tabla de resultados por grupos de la ficha 2

Categoria

Grupo 1

Grupo 2

Grupo 3

Grupo 4

Grupo 5

Grupo 6 | Grupo 7 | Grupo 8

Grupo 9

C1-. Identifica
correctamente las
representaciones del
diagrama de flujo

C1.3

C1.2

C1.2

C13

C1.3

C1.3 C13 C1.3

C1.3

C2-. Realmacena
correctamente las
variables si N1<N2

Cc2.2

c21

C2.3

C2.3

C2.3

C2.3 Cc23 C23

C23

C3-. Identifica
correctamente la
condicién de parada

C3.3

C3.3

C3.3

C3.3

C3.3

C3.3 C3.3 C3.3

C3.3

C4-. Reasigna
correctamente las
variables dentro del
bucle

C4.2

C4.2

C4.3

C4.2

C4.2

C4.3 C4.3 C4.3

C4.3

C5-. Devuelve
correctamente el valor
del MCD

C5.1

C5.1

C5.2

C5.1

C5.1

C5.2 C5.1 C5.2

C5.2

C6-. Nivel de Eficiencia

C6.1

C6.1

C6.3

C6.1

C6.1

C6.3 Cé6.1 C6.2

C6.3

Tabla 3. Tabla de resultados globales de la ficha 2

Grupo

Grupo 1

Grupo 2

Grupo 3

Grupo 4

Grupo 5

Grupo 6 | Grupo 7 | Grupo 8

Grupo 9

Puntuacion
Global

12

10

16

13

13

17 14 16

17

Como muestra de las respuestas, se adjuntan las de los grupos con mayor y menor

puntuacion (tabla 4 y Figura 1 respectivamente).

Tabla 4. Resultados de la ficha 2 de los grupos con mayor puntuacion

Grupo 6

Grupo 9

Se pide
Por

s tenéis que intentar

Euclides. Escribe dicho diagrama de flujo aqui

ofiar e diagrama de flujo para el Algoritmo de
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Figura 1. Resultados de la ficha 2 del grupo con menor puntuacion

Se pide
S far ol dingrama = {0 para 81 Alortma de

En la siguiente sesion de clase (32 sesidn) se realiz6 la ficha 3. Los 30 primeros minutos de
la sesién se dedicaron a que los alumnos realizasen los tres primeros ejercicios de la ficha. Los
alumnos resolvieron y enviaron correctamente los mencionados ejercicios en el tiempo
pactado; los 40 minutos restantes se dedicaron a la realizacion del ejercicio 4 (traducir al
lenguaje de Scratch el diagrama de flujo del algoritmo de Euclides que cada uno de los grupos
habia creado en la sesidn anterior). Se indicé a los grupos que si detectaban algtn error en el
diagrama de flujo, tras introducir el algoritmo en Scratch, podian intentar solucionarlo. Tal y
como se ha indicado en la tabla de resultados anterior, los algoritmos (en forma de diagrama
de flujo) de los grupos 1, 2, 4, 5 y 7 no proporcionaban un valor correcto del maximo comun
divisor. Los resultados que se obtuvieron fueron:

El grupo 1 no consiguid hacer funcionar el algoritmo. En la segunda rama del condicional,
no reasignaron el valor del resto dentro del bucle. Por tanto, el algoritmo ingresa en un
proceso infinito y no devuelve una respuesta. El diagrama de flujo de este grupo no fue
correcto.

El grupo 2 tampoco consiguié hacer funcionar el algoritmo. En este caso, una mala
reasignacion de la variable divisor antes de iniciar el bucle, hace que el programa no devuelva
correctamente el valor del MCD. El diagrama de flujo de este grupo tampoco fue correcto.

El grupo 3 consiguié que su algoritmo funcionase. Su diagrama de flujo fue correcto.

El grupo 4 consigui6 que su algoritmo funcionase, pese a que su diagrama de flujo no era
correcto en un principio.

El grupo 5 tampoco consiguid hacer funcionar el algoritmo. En este caso, las variables que
hay que intercambiar dentro del bucle, las intercambian fuera de este, dentro del condicional.
Ademas, se intercambian de forma incorrecta. El diagrama de flujo de este grupo tampoco fue
correcto.
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El grupo 6 consiguié que su algoritmo funcionase. Su diagrama de flujo fue correcto.

El grupo 7, al igual que el grupo 4, consiguié que su algoritmo funcionase, pese a que su
diagrama de flujo no era correcto en un principio. Cabe destacar que los errores en el
diagrama de flujo de este grupo fueron el devolver por pantalla el valor del dividendo en
lugar del divisor, en el caso en el que el resto sea 0 (por lo que puntuaron 1 en la categoria C5)
ademas de introducir un condicional, en el caso en que el resto sea distinto de cero, cuya
condicion es que el dividendo sea mayor que el resto, algo que siempre ocurre (por lo que
puntuaron 1 en la categoria C6). Estos errores fueron subsanados en la elaboracion del
algoritmo en Scratch.

El grupo 8§, pese a tener un diagrama de flujo correcto, no fue capaz de hacer funcionar el
algoritmo. En este caso, aunque el algoritmo es aparentemente correcto, no han comprendido
‘cambiar” en lugar de “fijar”

Iz

la diferencia en Scratch entre “cambiar” y “fijar”. Al utilizar
dentro del bucle, el algoritmo ingresa en un proceso infinito y no devuelve, por tanto, un valor
para el maximo comun divisor.

El grupo 9 consigui6 que su algoritmo funcionase. Su diagrama de flujo fue correcto.

Podemos por tanto concluir que, de los cuatro grupos que disefiaron bien el diagrama de
flujo, solamente tres han conseguido implementarlo correctamente. Ademas, dos grupos, de
entre los cinco que no disefiaron correctamente el diagrama de flujo, han conseguido
implementarlo correctamente. Llama la atencién que cuatro grupos, de entre los nueve, no
hayan conseguido que su algoritmo funcione correctamente en Scratch, lo que supone un
44,44% de los alumnos. Es necesario mencionar que el tiempo no fue un obstaculo. Todos los
alumnos terminaron los programas en el tiempo establecido. Como peculiaridad mostramos
que el grupo 8, aunque tenia el algoritmo terminado, al probarlo detectaban que lo tenian mal;
aunque lo intentaron solucionar, fueron incapaces en el tiempo que les facilitamos. Quiza si
hubiesen tenido 10 minutos mas, hubiesen solucionado el problema que tenian en la
asignacion de las variables dividendo y divisor dentro del bucle.

Los algoritmos de cada uno de los grupos se muestran en la tabla 5:

54 | Revista “Pensamiento Matemtico” Volumen VII, Nitmero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410


mailto:mbaeza@ucm.es
mailto:fclaros@ucm.es
mailto:teresasanchez@uma.es
mailto:monica.arnal@urjc.es

Pensamiento Matemdtico Avanzado y Scratch: El Caso del Mdximo Comiin Divisor M.A. Baeza, F.]. Claros, M.T. Sanchez, M. Arnal

Tabla 5. Resultados del ejercicio 4 de la ficha 3

Grupo 2 Grupo 3

BP0y o decir ol MCD de dos numeros |l R ]
preguntar v esperar

fijar N1 a respuesta

el Dime otro numero mayor qus 0 TS

fijar N2 a respuesta : [e—

s N1 < N2 _ entonces : ar o fiar N2 8 respuesta

dec EETTPTTTTETIEAS] por € segundos

decir (unie (B W3 por €9 sequndos
» fijar rests a2 NI mod N2

fijar N2 a N1
b simo

decir unir (B3 N2  por € sequndos N dr alk
= dividende - resta  f divisar I
fijar wsta 2 W2 mod N

fjar NI 2 WE

decir | unir (¥ #1  por @ segundos

fiar voriablerests @ Hi mod | N2
fjor resal @ restn

repetir hasta que  variableresto = [ \

7 Far s 3 i mod restal

ar N N2

fiiar N2 2 variableresta fijar diy 3 restal

fijar varisbleresto 3 | N1 mod | N2

decir uair EQTTFR wir Wi woie B woic N2 unie B dv  por @ sequndes

al presionar
P et programa te dars ol MCD de dos nimeros. | ood undos
[T DAME EL PRIMER NUMERC RUESSR St o Es soiE) o
preguntar [T IHIEEIGIT v eperar
filar A a respuesta

LT DAME EL SEGUNDG NUMERO LRt .
prew AL o preguntar [FIPETPMITRMUEG] v esperar

fijar B 2 respuesta fijar numers2 a3 respuesta
= > B _entonces = numersz > numerol entonces
dnidendo mod divisor =[] est
ar DIVIDENDO a A fiiar numers?  a mumers2
deck wsie EEFTTTIY dvisor e e

fijar numerol  a  numerod

jar DIVISOR 2 B
sino

fjar DIVISOR  a A
1 fijar resto 2 numerol mod
fijar DIVIDENDO a3 B

filar RESTO a  DIVIDENDO mod =DIVISOR decir (ante ENTERECN (imesea)) por € sequndos

repetic hasta que  RESTO = [
jar DIVIDENDO  a  DIVISOR
jar DIVISOR  a RESTO fi numers2  a resto
b
fijar RESTO a2 DIVIDENDO mad DIVISOR fiar resto 3 numerol mod mumero2
=

decir | umir [EMIERY=] DIVISOR = por €F) segundos

En la siguiente sesion de clase (4* sesidn) se realizaron las fichas 4, 5 y 6. Antes de
comenzar la sesion, se dedicaron 5 minutos para indicar en alto qué grupos habian sido
capaces de programar correctamente el algoritmo y cuales no. Tras este tiempo, se comenzd
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con la ficha niimero 4. Se dedicé a ella tinicamente 10 minutos. El objetivo de esta ficha fue el
de facilitar a los alumnos el diagrama de flujo correcto para el algoritmo de Euclides e intentar
que con éste, todos los alumnos fueran capaces de realizar bien el programa en Scratch. El
grupo 1 se dio rapidamente cuenta de su error en el algoritmo; comentaron que no llegaron a
probar el algoritmo para pares de numeros en el que el primero fuese mas grande que el
segundo. Comentaron que en el caso en que lo hubiesen hecho, habrian entregado el
algoritmo correcto. El grupo 2 no conseguia detectar qué estaba mal en su algoritmo. Lo
probaban para casos concretos y si les funcionaba y para otros casos no. No fueron capaces, ni
tan siquiera con el diagrama de flujo correcto, de implementar bien el algoritmo. El grupo 5
localizé su error y supo subsanarlo. El grupo 8 ya sabia donde estaba su error antes de ver el
diagrama de flujo. Pensaban que “fijar” y “cambiar” variable significaba lo mismo. Buscaron
por la red y encontraron su fallo antes de asistir a clase.

Tras los 10 minutos dedicados a la ficha 4, se repartio la ficha 5. En ésta se les facilita el
cddigo del algoritmo de Euclides para que todos puedan programarlo correctamente
(solamente el grupo 2 no lo tenia bien programado previamente) y responder a una serie de
preguntas que se proponen a continuacion. De nuevo se dedica a esta ficha 10 minutos de
clase. Todos los grupos responden correctamente a las preguntas que se hacen; en este caso
son preguntas muy sencillas para alumnos de Master. No obstante, resultan llamativas las
respuestas que dan los alumnos que integran el grupo 2, en comparacion a las dadas por el
resto de los grupos; sobre todo a las preguntas 1 y 3 (véase tabla 6).

Tabla 6. Resultados de los grupos 1y 2 a la ficha 5

Grupo 1

Grupo 2

PREGUNTA 1:

Ejecuta el programa y calcula el MCD de
a) 15y30
b) 25y12 A
©) 150y450 > 1

£Qué resultados obtienes? ,Qué observas?

PREGUNTA2:

Ejecuta el programa y calcula el MCD de:
a) 49y75 -
b) 36y125 -
) 1024y81 ~ 1

4 Qué resultados obtienes? ;Por qué crees que ocurre esto?

PREGUNTA 3:

Ejecuta el programa y calcula el MCD de:
a) 50y 50
b) 1358y 1358
¢Qué resultados obtienes? ; Qué conclusion oblienes?
¢

PREGUNTA 1:
Ejecuta el programa y calcula el MCD de

a) 15y30

b) 257125

c) 150y 450
£Queé resultados obtienes? ;Qué observas?

S R €

PREGUNTA 2:
Ejecuta el programa y calcula el MCD de:
a) 49y75 -
b) 368y 125
o 1024y81—>/
£Qué resultados obtienes? ¢ Por qué crees que ocurre esta?
. O AUASAL 0SS & YA QOO \C

Y ORUS CONE Sy

PREGUNTA 3;
Ejecuta el programa y calcula el MCD de:
a) 50y50 —> ®t
b) 1358y 1358 — >\
£Qué resultados obienes? (Qué conclusién obtenes?
Sy v T

Transcurridos los 25 primeros minutos de la 4* sesion, se comienza con la ficha 6. Se
dedican 50 minutos a la misma. En esta ficha, se pretende que los alumnos hagan una
modificacién al algoritmo para que éste muestre también el M.C.M. En la ficha se pide el
diagrama de flujo del algoritmo, el programa en Scratch y la respuesta a una serie de
preguntas. Los resultados a dicha ficha se comentan a continuacién:

El grupo 1 disena correctamente el diagrama de flujo, traduce correctamente dicho
algoritmo a Scratch y responde correctamente a las preguntas que se efectiian.
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Tabla 7. Resultado del grupo 1 a la ficha 6

Grupo 1

Diagrama de flujo

Algoritmo

Conclusiones

—Tewuue

solo calcule el MCD, sino también el MCM.

Representa el nuevo diagrama de fiujo aqui

B |
49) Modifica al diagrama de flujn del algoritmo da Eucides para que el programa no

3°) Caleula el MCM de los siguientes pares de numeros, haciendo uso del programa
creado:

a) 15y30 -+ 30

b) 25y125 = 1S

) 150y 450 15
Qué resultados obtienes? ¢ Qué observas?

remss of ook oS Aoty

gt
" Vv

¢ 49y75  3¢1%
d) 36y125 » “150¢
) 1024y81

£Qué resultados oblienes?

Obkaemss

P TR

MED - MO =

f) 50ys0 — &
o) 1358y 1358 4 1553
£Qué resultados obtienes? ,Qué conclusion obtienes?

Bl akive. ABES e G

El grupo 2 es uno de los grupos que mas dificultades ha tenido a lo largo del desarrollo de

las tareas. Dicho grupo no logra disefar correctamente el diagrama de flujo. Sin embargo,

logra traducir su pensamiento correctamente a Scratch y consigue que finalmente funcione el
algoritmo. Las respuestas a las preguntas que aparecen en la ficha, son también correctas, pero

no argumentan el porqué. Se limitan a dar respuestas escuetas y sin justificacion (tabla 8).

Tabla 8. Resultado del grupo 2 a la ficha 6

Grupo 2

Diagrama de flujo

solo calcule el MCD, sino también el MCM,

Representa el nuevo diagrama de fiujo aqui
[S=

Algoritmo

Conclusiones

%) Modfica el diagrama g fiujo del algorimo 66 EUCIdes para que &l programa no

pripunth ETETLI LI ETT TP | cypeee
e Tt
propunte SR T EP P PP y espera

e s 3 a1 med 02
fjor ka8 2

s reto =0 entances

aecr arEEEE 12 por® segundos]

far 02 2 diviser
I
fjar a4 restn

Fjar =t a2 0.2 mod! divisar
. )

Gk a8t b

decir unidEEEET mult [ diviser  par®) sequndes

creado
) 15y30 —> W& 30
b) 25y125—> A5
©) 1504505
¢Qué resutados obienes? 4 Qué observas?

CE SO O \CS A aE L

s

o a9yl7s —» #E -

d) 3y12s 2 B K
6 2251

©) (102481 — ELTAN

Qué resultados obtienes? .
o ' meune de GV

f) 50y50 — =
o) 1358y 1358 —> AR
4 Qué resuitados obtienes? ¢ Qué conclusion obtienes?
[SERMENE) IR N S

3%) Calcula el MCM de los siguientes pares de nimeros, haciendo uso del programa

ATETS

El grupo 3 no disefia correctamente el diagrama de flujo ya que olvidan marcar en un
rectangulo la condicidon que esta dentro del bucle, ademas de faltarles la linea de flujo que
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regresa esa condicion al inicio del mismo. No obstante, traducen correctamente el algoritmo a
Scratch y responden correctamente a las preguntas que se efecttian (tabla 9).

Tabla 9. Resultado del grupo 3 a la ficha 6

Grupo 3

Diagrama de flujo

Algoritmo

Conclusiones

Se pide
L 1°) Modifica el diagrama de flujo del aigoritmo de Euclides para que el programa no

solo calcule el MCD, sino también el MCM. [

Representa el nuevo diagrama de flujo aqui ‘

A 2= Nihg)
By

Ty

T wo,  NGENg

B [P
= i,

Thex2= dox2 / Ny |
MCO =N 2 / |

MCM = Aok 2
29\ Madlific l radine del alnnritma de Euclides en Scratch para que el programa no

MHedes

3% Calcula el MCM de los siguientes pares de nimeros, haciendo uso del progran
ereado
a) 15y30
b) 25y 126
©) 150y 450
£0u8 resuicn chienes? Qb obseras?
Uco: T (0: 25 o
a) s 30 ‘O)Mm:\}s“’ MCK: 4TD
Gionds e Siude 0L ko, @ MCD 02 & jequitd
\3 o0 MOk e Melyes

<) 49y75
d) 36y 125
e) 102481
£Qué resuitados obtienes?
Y SR A
335 U%C
Qe tusado Qon Ritksen eufe 8 o&% M e, 4
Y et lem €r [N w\\ﬁr&:cu:& =t de aulos

Mot 4
) Mck g qye

f) 50y50
g) 1358y 1358
¢ Qué resuttados obtienes? ; Qué conclusion obtienes?
W, So o 1359
N D) hew \35®
Quie wsade Sea el Make Msse  (sadde
Yauwksed con €0 MCM 4 QR e,

El grupo 4 disena correctamente el diagrama de flujo, traduce correctamente dicho
algoritmo a Scratch y responde correctamente a las preguntas que se efecttian (tabla 10).

Tabla 10. Resultado del grupo 4 a la ficha 6

Grupo 4

Diagrama de flujo

Algoritmo

Conclusiones

Se pide

solo calcule €] MCD, sino también el MCM

Representa el nuevo diagrama de flujo aqut

719 Modifica el diagrama de fiujo del algoritmo de Euciides para que el programa no

deci IS E TRl por€) segundos)
preguntaERTENE LT Tl y esperar

preguntarE el y esperar
jar 8 respuests
NZ < Ni _ entuness
fjar cvidsnz:
o
sow

Fijar dvizen

fijhr v

3°) Calcula el MCM de los siguientes pares de nimeros, haciendo uso el programa

creado:

a) 15y30 =37
b) 25y 1253405
<) 150y 450 34450
LQué resuitados cbtienes? ;Qué observas?

Coondo wn wikrier ex nlhple de ol <4 ‘

HeH

c) 49y75

d) 36y125 U BOO

e) 1024¥61 32 GuY
£Qué resuitados obtienes?

Curdo f McDes 4 of MEM os odpolud

fi s0ys0 —>5C
o) 1358y 1358 = 4358
4Qué resultados obtienes? ¢ Qué conclusion obtienes?
Coomds oy mimerot Som iqusles

| e

o5 el weyor ‘

%75 |

A MeR oy
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El grupo 5, sin embargo, devuelve el peor resultado de entre todos los grupos. Disefian
mal el diagrama de flujo, ya que, al utilizar continuamente las variables a y b y no guardar los
valores iniciales pedidos en dos variables distintas, utilizan dichas variables pasadas por el
bucle, para calcular el M.C.M. Por tanto, el algoritmo no devuelve el M.C.M de forma correcta.
Ademas de esto, la escritura en el diagrama de flujo no es nada clara. Como consecuencia,
arrastran este error al implementar el algoritmo en Scratch. A la hora de dar las respuestas,
denotan que saben que su algoritmo es incorrecto; no obstante, no saben argumentar el
porqué (tabla 11).

Tabla 11. Resultado del grupo 5 a la ficha 6

Grupo 5

Diagrama de flujo Algoritmo Conclusiones

Representa el nuevo diagrama de flujo aqu ) Catcula ol MM da fox sicacles pases 86 AUMETSS, RATIoRA L et pengrams
creado

8 15y30 — 2C

b 2y 125 D (LS

o 180y480 M 5O
4ub resttados obtienes Qua observas?
G e\ wdiware  wusior 2o My \\’Lv[{
A\ o oD =D e €5 el

PGS
Nowe.re r‘r\gk-lﬁé ‘-

gams =D (o teny o d=s
d) By 125 =3 )., k ~ Thos ok
o 10858 =

e o9
£Qué resutagos obtienes? i Ji,
i [ AN a Py N
Hermos witho  Se Ser ; c
= e G
| a8 exoneo qoe  \2¥ Veo =
|
Ton Cowlsiansio
n soys —O SO
| s
‘ Cooro  Soe f]x"—\-' > €S \
‘ M AGaao |, éa e
A e e ceno,les vorakes
we 3en o Cowbiec Festeucawaute

El grupo 6 disefia de forma incorrecta el diagrama de flujo ya que la condiciéon para
ingresar en el bucle es incorrecta. No obstante, implementan de forma correcta el algoritmo en
Scratch y responden a las preguntas de forma correcta y argumentada (tabla 12).
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Tabla 12. Resultado del grupo 6 a la ficha 6

Grupo 6

Diagrama de flujo

Algoritmo

Conclusiones

Liad = T
1% Modifica el diagrama ge fiujo Gel aigommo de EUCiides para que el plograma no
soia caleule el MCD, sino también el MOM ‘

Representa el nuevo diagrama de fuio aqul
Tnco)
/_t_'__lh'L— / |

[@fw«w W v w‘:@*—fj

/ [ 1.7

Resto =Dr kel
Duor = Ratsd

decir uniEEEEM wnic N1 unickd wnic 42wl g

decir unilEEEIEM unir N1 unicl unic N2 unidlS0 mem

fjar c=ta @ N2 mod N1

‘ B - -5
fijar ral 4 reste
Bjr rsta a div awed retol

|
} A s reotal
|

fijr mem 4 N1 ¢ MZ / div

por® seguades

parl) segundas

3%) Calewia el MCM de los siguientes pares de nimeros, haciendo uso del programa
creada;

) 15y 30 R
by 25y125  ALS ‘
o 150yas0 45D

+Qué resuitados obtienes? ¢Ous obsenvas? ) |

Qux €@ vy cfends el wager Muens ‘
ek C

A e prefe, R P e lnphes <« we

Al st |

|

o s8y7s 36 M |

o y125 oo |
e) 1024y81 W24y

L Qué resultados obtienes?
Go s & puge Bn GpYEs

e
el prdindS R

f 50%50 So |

) 13seyiase (35T |
£Qué resultados obtienes? ¢Qué conclusion obtienes? . |
|

ks

Qu e o wio nis (5o db -
" R B s

L ‘\G-d’ﬂ'*w“'f"’ o ~ I

e Mcin = taced ) 7 el 6 d

{ Zv—y |

El grupo 7 disefia correctamente el diagrama de flujo, traduce correctamente dicho
algoritmo a Scratch y responde correctamente a las preguntas que se efecttian (tabla 13).

Tabla 13. Resultado del grupo 7 a la ficha 6

Grupo 7

Diagrama de flujo

Algoritmo

Conclusiones

4% Modifica el diagrama de flujo del algoritmo de Euciides para que el programa no
solo calcule el MCD, sino también el MCM.

Representa el nuevo diagrama de flujo aqui

[Peki ypivn u*

P
S e __PED

I

preguntar VLR EANIST] v esperar
fijar A a2 respuesta
LU PYY DAME EL SEGUNDO NUMERC SREERETS
fiiar 8 a respuesta
Dy
fijar DIVIDENDO  a A
fijar DIVISOR a B
sino
fijar DIVISOR & A
+

filar DIVIDENDO a B

DIVISOR

fijar RESTO  a  DIVIDENDO mad

repetie hasta que  RESTO = I
fijar DIVIDENDO a DIVISOR
\

fijar DIVISOR  a RESTO

fijar RESTO  a  DIVIDENDO mod = DIVISOR

decir | unie ENIISRES] DIVISOR  por € segundas

decir wnr EIESA A * B / DIVISOR  por @ segundos

3 Galcula 6 MCM dé los siguientes pares de niMeros, haciendo uso del programa:
creada

a) 15y30
b} 25y125
o 150y 450
4 Qué resultados ebtienas? ; Qus observas?
&) 30 Al yer el wngor wn ~cltgls
AREY del  mewsw, of MM ey
SR siempre el magos
9 4y75 |
d) 36y 125
&) 1024 y 81
+Qué resulados obtenes?
[ARISH Al see lor pues pri~es
2} st entee 2 (Mebot)  of
S\ gt MEM o o predwfe e
ambhes
1 50ys0
g) 1358 y 1358

£Qué resuitados obtisnes? ;Que canclusidn abtenes?

s 5 ge fmbn de dos  avhe-es
o ayes fposles, el A coimde
o~ el valor

El grupo 8 disena correctamente el diagrama de flujo, traduce correctamente dicho
algoritmo a Scratch y responde correctamente a las preguntas que se efecttian, aunque no
queda muy claro el argumento que dan en la pregunta 1 (tabla 14).
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Tabla 14. Resultado del grupo 8 a la ficha 6

Grupo 8

Diagrama de flujo Algoritmo Conclusiones
1) Modifica el dagrama oe fujo el algortmo de Eucides para que el programa no | = = ————— s
5000 calcule ¢l MCD, sio también ¢/ MCM - — Sl s/
conto
Representa el nuevo diagrama de fluo aqu a) 15y
y b) 25y 125
(T

o) 150450
¢Qué resultados obtienes? ; Qué observas? I
W@ ze | D luweie ke o lhplos e cade aire, @
b) A5 J

o el .
s peqeo g comesde Touy y}w;é i
c) aso )

(A e s lov dos ) yoamsa—seeon

es el ijld winerw e se wes

) 4975
d) 3By 125
o) 1024y81
LQué resuttados obtienes?
¢ %3S Come &= nimeos no Keww diwisames
d) wsoo Gmuaes, €\ cmem  es Qa tws thpliedsi

e) s244Y da los  des

f 50y50
) 1358y 1358
4Qué resultados obtienes? ¢ Qué conciusion obtienes?
e M sec e\ wiseme admeo, ¢ oem

a) lasg, e & mismo

m * m j dwser par ) sequndos

El grupo 9 disefia correctamente el diagrama de flujo, a excepcion de una linea de flujo
que falta uniendo la condiciéon SI del condicional, con el resto del programa. Traduce

correctamente dicho algoritmo a Scratch y responde correctamente a las preguntas que se
efecttan (tabla 15).

Tabla 15. Resultado del grupo 9 a la ficha 6

Grupo 9

Diagrama de flujo Algoritmo

Conclusiones
| B cox S . e — ]
SN SN e S R0 o8 ships Farn ghe o pRgtmIAYS 3¢) Calcula el MCM de 66 sigliantas pares de numeros, haclendo uso del programa
500 caiuie & MCD, o tamoién 6 MCA
creado:
a 1By
£ ; 25
Representa el nuevo diagrama de flujo aqui 5 128 e ‘
o 150y450 450
B . £ Qué resuktados obtienes? ;Qué observas? N ‘
G withde A4 du, b mer g oiChe
A /
(st}
»
. o 49y75  °TS
W= d) 36y125
" €) 1024yB1 1444
2 ‘ £Qué resultados obtienes? Aqs o Cnes [0 wd
proate. 2
|
5( ‘
7R | ) S0yS50 -
& N e | [ s o1 o unwrez o) 1388y 1358 1358
¥ = - | 4Que resuitados obtienes? ;Qué conclusién obtienes? %, -l
Ty \ o Ao il A us M
Gy ede Lthune R o .
g doci wri XTI urmera por® wegunden | o o e
y 3 =i s bavlowrde ¢ o e L proge MRS
ke ! decir| univ I | pdbaMINZ 1 numeraZ por€) segundes

6. Conclusiones y perspectivas futuras

En este documento se ha trabajado el M.C.D, un concepto que aparece por primera vez en
5° de primaria y que por su naturaleza y el tratamiento que se realiza habitualmente del
mismo en el aula, se puede situar dentro de lo que denominamos pensamiento matematico
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elemental. A pesar de esto, podemos sefialar que este concepto, tratado como se ha hecho en
este documento, forma parte del Pensamiento Matematico Avanzado. Las razones que
justifican este hecho son:

0 Se ha trabajado el razonamiento logico-matematico y la formalizacién a la hora de disefiar
el diagrama de flujo para el algoritmo de Euclides. Esto puede observarse a través de la
ficha 2 y de los resultados que se obtuvieron de la realizaciéon de la misma (véase tabla 2
del documento). Como consecuencia de esto podemos sefialar que se ha cumplido el
objetivo 1.

[0 Se ha potenciado la abstraccion a la hora de traducir el diagrama de flujo para el algoritmo
de Euclides al lenguaje de programacion Scratch. Este hecho se constata a través de la
realizacion y los resultados de la ficha 5. Por este motivo podemos decir que se ha
cumplido el objetivo 2.

O Se han formulado hipdtesis que han podido ser contrastadas mediante la ejecucion del
programa para diversos casos particulares. Este hecho se puede observar a través de la
comprobacion que hacen los alumnos de la aplicacion creada en la ficha 5. En cualquier
caso, la formulacién de hipoétesis ha sido un elemento presente durante todo el proceso de
implementacion del algoritmo de Euclides en Scratch. Como consecuencia de lo anterior
podemos senalar que se ha cumplido el objetivo 3.

O Se ha trabajado el concepto de generalizacion. Los alumnos han podido inferir resultados
generales, a partir de la ejecucion del algoritmo para diversos casos particulares. Esto se
observa tanto en la ficha 5 como en la ficha 6. Por ello podemos decir que se ha cumplido
el objetivo 4.

0 Ha supuesto un duro trabajo para alumnos con una sélida formaciéon matematica. Tal y
como se ha detallado en el apartado resultados, no todos los grupos han sido capaces de
llevar a cabo de forma satisfactoria todas las fichas.

O Por ultimo sefialamos que los alumnos han valorado el algoritmo implementado en
Scracth como un modelo matematico que, una vez probado y verificado, permite calcular
el M.C.D y el M.C.M de cualquier par de nimeros naturales. Esto, que se observa una vez
que los alumnos han completado las fichas 5 y 6, implica la consecucion del objetivo 5.

Como perspectivas futuras, se encuentra la puesta en practica de esta secuencia de
actividades con alumnos de 3° ESO, en la asignatura de Matematicas para las Ensefianzas
Académicas. Tal y como senala Carralero (2011), a partir de este curso los alumnos empiezan a
poseer un desarrollo 16gico-abstracto que permitiria desarrollar en ellos algunos elementos del
Pensamiento Matematico Avanzado. Cabe sefialar que los tiempos dedicados a cada una de
las fichas que se han trabajado en este documento deberan ser modificados y adaptados a los
alumnos de secundaria, pero el contenido de las mismas prevemos permanecera intacto.
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Resumen

En este articulo se estudian los métodos infinitesimales para el calculo de tangentes desa-

rrollados por Fermat y Barrow a mediados del siglo XVII, incluyendo algunos ejemplos que
ilustrardn al lector sobre su aplicaciéon. Asimismo, se estudia el método de Fermat para el
célculo de méximos y minimos. En todos los casos se indaga sobre la base tedrica de los pro-
cedimientos, contrastando las opiniones de diversos autores que han tratado la materia.

Palabras Clave: Fermat, Barrow, Calculo de tangentes, Maximos y minimos, Métodos infi-
nitesimales.

Abstract

In this paper we study the infinitesimal methods to calculate tangents developed by Fer-

mat and Barrow in the XVII century. Several examples to ilustrate the methods are given.
Moreover, we show the Fermat’s method to obtain maxima and minima. Discussions about
the theoretical basis of the methods, given by some authors, are commentated.

Keywords: Fermat, Barrow, Tangents, Maxima and minima, Infinitesimal methods.

Introduccion.

El problema de hallar la tangente a una curva habia sido considerado por los matemaéticos
desde la antigliedad. Ademads de los mdltiples resultados sobre la tangente a la circunferen-
cia que podemos encontrar en Los Elementos de Euclides, Apolonio (262-190 a.C.) estudi6 de
manera exhaustiva las tangentes a las conicas en su obra Cénicas. Esta memoria, que consta de
siete libros, dedica el Libro Il a estudiar las tangentes a las cénicas y el Libro V realiza un estudio
sobre méximos y minimos y sobre trazado de tangentes y normales a secciones conicas. Poste-
riormente Arquimedes construy¢ la tangente a la espiral. Sin embargo, el punto de vista griego
era estdtico, de forma que la tangente se consideraba como la recta que cortaba a la curva en un
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s6lo punto, “dejandola a un lado”, sin que hubiera un proceso de paso al limite ni ninguna otra
consideracién de cardcter infinitesimal.

En este articulo vamos a tratar los métodos infinitesimales para el calculo de tangentes a
curvas planas que fueron desarrollados por Fermat y por Barrow a mediados del siglo XVII.
Esta eleccién no es casual. Los métodos de Fermat y Barrow son, posiblemente, los que mas
contribuyeron al alumbramiento del célculo diferencial y asf lo sefiala el Marqués de L’'Hopital
en el prefacio de [6, pdg.18-19], el primer libro de texto que se publicé sobre la materia:

Poco tiempo después de la publicacién del método del Sr. Descartes para las tangentes, el Sr.
de Fermat encontré también uno que finalmente el mismo Sr. Descartes confesé que es mds
sencillo que el suyo para miiltiples usos. Sin embargo, es cierto que no era todavia tan sencillo
como el del Sr. Barrow, al considerar mds de cerca la naturaleza de las poligonales [...] El
Sr. Barrow no se quedé ahi: inventd también una especie de cdlculo propio de este método;
sin embargo, para auxiliarse de ello hizo falta, igual que en el del Sr. Descartes, quitar las
fracciones y eliminar todos los signos radicales.

Y a renglén seguido afiade:

El vacio de este cdlculo lo cubrié el del célebre Sr. Leibniz; este sabio gedmetra comenzo
donde el Sr. Barrow y los otros habian terminado. Su cdlculo lo ha llevado a regiones hasta
ahora desconocidas; y ha hecho descubrimientos que son la admiracién de los mds hdbiles
matemdticos de Europa.

El célculo de tangentes era un tema de intenso estudio en la época y fueron muchos los
matemdticos que establecieron procedimientos, mds o menos generales, para calcularlas. Me-
rece la pena destacar el método de Descartes para el calculo de la normal y, por tanto también
de la tangente, a una curva algebraica, pero no nos detendremos en él pues no estd basado en
procedimientos infinitesimales, sino en consideraciones sobre la existencia de raices dobles en
ecuaciones algebraicas.

También desarrollaron procedimientos para el calculo de tangentes Torricelli y Roberval.
Para el calculo de la tangente a la cicloide ambos matemaéticos utilizaron una composicién de
movimientos que recordaba la determinacién de la tangente a la espiral, que ya habia realizado
Arquimedes dos mil afios antes. La similitud de los procedimientos ideados por ambos autores
y el hecho de que Torriceli no mencionara en su trabajo a Roberval motivé la airada protesta
de éste y la consiguiente acusacion de plagio. La idea de Roberval para el cdlculo de tangentes
es muy simple. Dado que una curva es trazada por un punto en movimiento, la tangente en
cualquier punto era para Roberval la recta de velocidad instantdnea en ese punto. Asf escribia:

La direccién del movimiento de un punto que describe una curva es la tangente a la curva en
cada posicién de ese punto.

Desarrollando esta idea Roberval calcul6 la tangente a la pardbola y a otras cénicas, que ya
habian sido obtenidas por los griegos, y, asimismo, abordé el estudio de la familia de las concoi-
des, partiendo de la concoide de Nicomedes, la espiral de Arquimedes, la cisoide, la cuadratriz
de Hipias y, por supuesto, la cicloide, con lo que hace un recorrido exhaustivo por la mayor
parte de las curvas consideradas en su tiempo.

Gilles Personne de Roberval (1602-1675) fue uno de los pocos matematicos profesionales
franceses del siglo XVII que destacé por sus investigaciones, particularmente sobre la cicloide.
Perteneci6 al circulo de Mersenne y fue muy amigo de Fermat con el que mantuvo una fluida
correspondencia a lo largo de muchos afios. Obtuvo la cdtedra de Ramus en el College Royal
de Paris en 1634 y, a pesar de que este puesto se convocaba cada tres afios a concurso publico,
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mantuvo su empleo hasta su muerte. Dado que el concurso consistia en un examen competitivo
en el que las cuestiones se las proponian entre si los opositores, Roberval adopté la costumbre
de no publicar nunca sus descubrimientos, con objeto de utilizar esos conocimientos en la opo-
sicién para batir a sus contrincantes. Sin duda tuvo éxito en su empefio, pero a cambio, al no
publicar sus resultados, se vio envuelto en multiples controversias relativas a la prioridad de
los mismos, una de las cuales es la ya citada con Torricell.

Resultados similares a los de Roberval fueron obtenidos también por Torricelli, su rival,
como decimos, en la invencién del método de determinacién de tangentes por medio de velo-
cidades instantdneas. En relacién con estos dos autores, y sin perjuicio de a quien corresponda
la prioridad del descubrimiento, lo mds interesante es sefialar el gran paso que dieron en la di-
reccién de considerar la tangente no ya s6lo como la recta que corta a la curva una tinica vez,
al menos en un entorno del punto de tangencia, sino como el limite de las rectas secantes en
el punto de tangencia cuando el otro punto de corte se aproxima tanto como se quiera al de
tangencia.

También se ocuparon del cdlculo de tangentes otros matematicos de la época, como Philippe
de Lahire, Johann Hudde y René Francois Walter, Baron de Sluse, entre otros, pero nosotros nos
centraremos en los métodos de Fermat y de Barrow que fueron, segiin parece, los que ilumi-
naron a Newton y a Leibniz para el desarrollo del célculo infinitesimal. Por lo que se refiere
al método de Fermat, este es una aplicacién del procedimiento de adigualdad que desarrollé
para el calculo de maximos y minimos. El articulo lo iniciaremos con el estudio de este método
que, ademads de estar en la base del procedimiento de Fermat para el cdlculo de tangentes que
desarrollamos en la siguiente seccién, tiene interés por si mismo. Finalizaremos el articulo exa-
minando el método de Barrow para el cdlculo de tangentes, que no es més que una mejora del
de Fermat segtin reconocié Newton.

2. El método de Fermat para la determinacién de maximos y
minimos.

Pierre de Fermat (1601-1665) fue, junto con Descartes, el matemdtico mds destacado de la
primera mitad del siglo XVII pero, como tanto otros en su época, incluido el propio Descartes,
no fue un matematico profesional. Fermat estudi6é Derecho en Toulouse, para incorporarse mas
tarde a las tareas del parlamento local, primero como abogado y mds tarde como miembro
del consejo. Fue sin duda un hombre polifacético: poliglota, fil6logo, jurista, poeta,... Pero sin
duda donde su genio brill6 a mds altura fue en las matematicas. Como matematico realizé
importantes contribuciones en casi todos los campos, desde la geometria analitica al célculo
infinitesimal, pero también a la teorfa de ntimeros, quizds su tema favorito y al que su nombre
se halla mas asociado en la actualidad, o a la teorfa de probabilidades de la que fue cofundador
junto con Blaise Pascal.

Fermat desarroll6 el primer método general para la determinacién de méximos y minimos
en su obra Methodus ad disquirendam maximam et minimam o, en castellano, Método para la in-
vestigaciéon de maximos y minimos, escrita entre 1629 y 1637 y que comenz a circular a partir
de esta dltima fecha entre los matematicos franceses gracias a las artes del padre Mersenne. El
método de Fermat traduce algebraicamente la idea, ya observada por Oresme y Kepler, relativa
a que la variacién de las cantidades en un entorno de un extremo se hace imperceptible. Fermat
disefia un método para la determinacién de esos valores, sin perjuicio de que, como afirma Paul
Tannery, editor de las Oeuvres de Fermat, es muy posible que éste no dispusiera de los trabajos
de aquellos.

Como han sefialado numerosos autores, el método de Fermat es digno de mencién no sélo
porque constituye el primer procedimiento general para la determinacién de maximos y mini-
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mos, sino también porque en él aparece por primera vez la fructifera idea de incrementar una
magnitud asimilable a lo que ahora es la variable independiente de una funcién, incremento
que constituye la esencia del célculo diferencial. Veamos el método tal como el propio Fermat,
en poco mas de medio folio, lo explica en su obra:

“Toda la teorfa de la investigacion de mdximos y minimos supone la consideracién de dos
incognitas y la tinica regla siguiente:

[L.] Sea A una incégnita cualquiera del problema (que tenga una, dos o tres dimensiones,
segiin convenga al enunciado).

[II.] Se expresara la cantidad maxima o minima por medio de A en términos que pueden ser
de cualquier grado.

[III.] Se sustituird a continuacién la incégnita original A por A + E y se expresard la cantidad
maxima o minima por medio de A y de E, en términos que pueden ser de cualquier grado.

[IV.] Se adigualard, para hablar como Diofanto, las dos expresiones de la cantidad méxima
o minima. [La adigualdad viene a significar algo asi como “tan aproximadamente iguales como
sea posible” o, para eliminar en principio cualquier connotacién infinitesimal, quizds serfa mas
fiel al pensamiento de Fermat entenderla como una pseudoigualdad [7, padg. 51]. Fermat utiliza
la palabra “adaequo”, que podria traducirse como “hacer adigual”].

[V.] Se eliminaran los términos comunes de ambos lados, tras lo cual resultard que en los dos
miembros habré términos afectados de E o de una de sus potencias.

[VL] Se dividiran todos los términos por E, o por alguna potencia superior de E, de modo
que desaparezcala E de, al menos, uno de los términos de uno cualquiera de los dos miembros.

[VIL] Se suprimiran, a continuacién, todos los términos donde todavia aparezca la E o una
de sus potencias, y se igualara lo que queda, o bien, si en uno de los dos miembros no queda
nada, se igualard, lo que viene a ser lo mismo, los términos afectados con signo positivo a los
afectados con signo negativo. [Es curioso, para nosotros, como se enuncia esta regla. Puede
verse aqui como la utilizacién del dlgebra simbélica todavia precisaba de una explicacién].

[VIIL] La resolucién de esta tltima ecuacién dard el valor de A, que conducird al maximo o
minimo, utilizando la expresién original”.

Una vez enunciadas las reglas que componen su método, Fermat lo ilustra con el siguiente
ejemplo, que no es mds que un caso particular de la proposiciéon 27 del Libro VI de Los Elementos
de Euclides:

Ejemplo 2.1. De todos los rectdngulos de perimetro 2B, el que tiene mayor drea es el cuadrado de lado
B/2.

En efecto, consideremos un segmento de longitud B y dividdmoslo en dos trozos de longi-
tudes A y B — A. Apliquemos el método de Fermat para la obtencién del maximo buscado:

Iy II: Tenemos, por tanto, que hacer méxima la expresion A(B — A).
III. Sustituyendo en la expresién original A por A + E obtenemos: (A + E)(B— A —E).
IV. Adigualamos: A(B— A) ~ (A+E)(B—A—E).

V. Operamos y eliminamos los términos comunes de ambos lados y queda:
AB— A®> ~ AB— A — AE+EB—EA—E> <= EB—-2AE—E*~ 0

VI. Dividimos por E y queda: B—2A — E ~ 0.

VIL Suprimimos los términos donde aparece la E e igualamos: B —2A = 0.

68 | Revista “Pensamiento Matemitico” Volumen VII, Niimero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410


mailto:jayerbe@us.es

Los métodos infinitesimales para el cdlculo de tangentes José Maria Ayerbe Toledano

VIII. La resolucién de la ecuacién nos da el valor de A que conduce al méximo, esto es,
A = B/2. O

Una vez obtenido el resultado y a modo de epitafio Fermat, con una envidiable seguridad
en sf mismo, apostilla: “nec poteft generalior dari methodus” o, en cristiano, “es imposible dar
un método mds general”.

A pesar de la tltima afirmacién, el método de Fermat para la determinacién de maximos y
minimos, debido al laconismo y a la falta de fundamentacién tedrica con que fue descrito en el
Methodus, atrajo una ardiente atencién de la comunidad cientifica del momento, lo que oblig
a Fermat, en contra de su costumbre, a escribir cinco memorias breves, asi como numerosos
comentarios epistolares, detallando los fundamentos de su procedimiento y resolviendo nume-
rosos ejemplos. No obstante, la aparente contradiccién que suponia dividir por E y después
hacer E = 0 no qued6 nunca suficientemente aclarada. De hecho en [7, pag. 50] se sefala que
Fermat nunca estuvo en posesiéon de una verdadera prueba de su método. En cualquier caso,
para Fermat siempre fue méas importante comprobar que el método funcionaba en la practica
que dar una demostracién exacta del mismo, muy en linea con el cambio de mentalidad que
se iba abriendo paso en el siglo XVII y que, en general, primaba el descubrimiento frente a la
demostracién impecablemente légica del resultado.

No obstante, resulta inevitable, aunque sin duda anacrénico y peligroso, pues puede condu-
cir a conclusiones erréneas, reproducir el método de Fermat con notacién moderna, poniendo
A = x, E = Ax y la cantidad a hacer mdxima o minima igual a f(x). Con esta terminologia la
regla de Fermat nos dice:

L. x es la variable independiente del problema de extremos.

II. f(x) es la funcién a maximizar o minimizar.

III. f(x + Ax) es lo que se obtiene al sustituir en la funcién x por x + Ax.
IV. Adigualamos: f(x) ~ f(x + Ax).

V. Eliminamos los términos comunes de ambos lados: f(x) — f(x + Ax) ~ 0.

fo) = fla+dr)

VI. Dividi Ax:
ividimos por Ax Ax

VII. Hacemos Ax = 0.
Ax=0

Ax

Los apartados VII y VIII podriamos escribirlos con notacién actual como:

VILy VI lim [f(x) —flrt Ax)] =0.

Ax

Con esta interpretacién podemos llegar a la conclusién, quizés engafiosa, de que el método
de Fermat viene a decir que la derivada de la funcién en el extremo vale cero, es decir, lo que
hoy llamamos la condiciéon necesaria de extremo. En este sentido se manifiesta C. Boyer en [1,
pég. 440] sefialando que

resulta completamente justo, por lo tanto, reconocer la razon que asistia a Laplace [otro fran-
cés, por cierto] al aclamar a Fermat como el verdadero descubridor del cdlculo diferencial.

Y mads atin, anade:

Obviamente Fermat no disponia del concepto de limite, pero salvo esto, su método para de-
terminar mdximos y minimos sigue un camino completamente paralelo al que podemos ver
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hoy en los libros de cdlculo, excepto en la minima diferencia de que hoy se suele utilizar el
simbolo h o Ax en vez de la E de Fermat para el incremento de la variable. El procedimiento
de Fermat, que consiste en cambiar ligeramente el valor de la variable para considerar va-
lores proximos a uno dado, ha constituido desde entonces la verdadera esencia del andlisis
infinitesimal.

La opinién de otros autores es, sin embargo, diferente. Asf I. Grattan-Guinness sefiala en [5,
pég. 39] que esta interpretacién

significaria extrapolar demasiado el contenido estricto del método. En primer lugar, Fermat
no pensaba en una cantidad como una funcion, y en sequndo lugar no decia nada acerca de
que E fuese un infinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequefia, y el método no implica
ningiin concepto de limite, sino que es puramente algebraico; en tercer lugar, la condicion
VI no tiene sentido en esta interpretacion en cuanto que siempre dividimos por E en primer
grado simplemente; sin embargo, como se puede ver por sus ejemplos, el dividia en ocasiones
por potencias mds elevadas de E, y la razén para esto era que si la cantidad considerada
contenia una raiz cuadrada, elevaba al cuadrado la adigualdad antes de aplicar las 1iltimas
etapas del método. Nétese ademds que no se hacia ninguna referencia a que el método da sélo
una condicién necesaria.

En este mismo sentido se manifiesta Gonzalez Urbaneja en [4, pag. 81] al afirmar lo siguiente:

Un estudio exhaustivo de la Investigacion analitica [se refiere a la obra de Fermat Investi-
gacion analitica del método de mdximos y minimos, en la que se establecen los fundamentos
tedricos del procedimiento] nos mostrard la falta de base de esta anacronica interpretacion del
método de Fermat. Veremos que el Methodus no se basa en ningiin concepto infinitesimal,
sino en conceptos algebraicos puramente finitos derivados de la teoria de ecuaciones de Viete.

Efectivamente, el propio Fermat sefiala en la Investigacion analitica del método de maximos
y minimos [manuscrito sin fecha ni titulo que en [7] se argumenta que fue escrito antes de agosto
de 1638, aunque la mayor parte de los autores lo datan en el periodo 1640-44] que el algoritmo
se le ocurri6 estudiando el método de la Syncrisis y de la Anastrophe de Vieta y combindndolo
con lo que Pappus denomina puntos tinicos y singulares. A continuacién da un ejemplo para
ilustrar lo que quiere decir. Veamoslo:

Un segmento de longitud B debe ser dividido por un punto de forma que el producto de los
segmentos resultantes sea mdximo. Ya sabemos que el punto buscado es el punto medio [este
fue, como hemos visto, el problema de extremos que resolvié en el Methodus] que hace el

. . ] B2
mdximo igual a .
Sigue Fermat diciendo:

Pero si uno se propone dividir el mismo segmento de longitud B de manera que el producto

de los segmentos sea igual a Z (deberd ser Z < %2 ) se tendrdn dos puntos satisfaciendo la
cuestion, situados a uno y otro lado del punto correspondiente al producto mdximo.

O sea, si consideramos la funcién f(x) = x(B — x) a maximizar y dibujamos la parébola
y = x(B — x) tenemos la siguiente situacion:
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Gréfica de la funcion y=x(B-x)
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Ay E son las dos raices de la ecuaciéon x(B — x) = Z que como vemos son simétricas respecto
del punto B/2 donde esta el maximo. Ya que A y E son las dos raices de la ecuacién x(B — x) =
Z obtenemos, siguiendo a Vieta, que

A(B— A) =E(B—E) <= BA— BE = A2 — E?

Dividiendo ahora ambos miembros por A — E obtenemos que B = A+ E.

Contintia Fermat diciendo:

Si en lugar de Z se toma un valor mayor, aunque siempre inferior a BTZ, las rectas A y E
diferirdn menos entre ellas que las precedentes [ver el dibujo] y los puntos de divisién se
aproximardn mds al punto correspondiente al punto mdximo. EI producto de los segmentos
aumentard, mas al contrario disminuird la diferencia entre A y E hasta que desaparece com-
pletamente esta diferencia para la division correspondiente al producto mdximo; en este caso
no hay mds que una solucion vinica y singular [en términos de Pappus] y las dos cantidades
Ay E llegan a ser iguales.

Ahora bien, el método de Vieta aplicado a las dos ecuaciones correlativas anteriores nos ha
llevado a B = A + E; por consiguiente, si A = E, lo que sucede para el punto correspondiente al
méximo o minimo, se tendr4, en el caso propuesto B = 2A. Es decir, si se toma el punto medio
de la recta B, el producto de los segmentos serd maximo.

Como vemos en esta obra Fermat explica con mads detalle los fundamentos de su método de
maximos y minimos. La tinica diferencia con el algoritmo del Methodus es que en el manuscrito
Investigacién analitica las raices son A y E y debe dividir por A — E. Como esto puede ser
complicado, Fermat tiene la idea de tomar las dos raices A y A + E y dividir entonces por E,
para igualar finalmente las dos raices haciendo E = 0, lo que explica un poco més adelante en
esta memoria. Ademads, da dos ejemplos, de los cuales nosotros nos detendremos en el primero:

Ejemplo 2.2. Dividir la recta [el segmento] B de manera que el producto del cuadrado de uno de los
segmentos por el otro sea mdximo.

Apliquemos el método de méximos y minimos de Fermat:
I. Dividamos el segmento en dos trozos de longitudes Ay B — A.
II. La funcién a maximizar serd A%(B — A) en la variable A.
I1. Sustituyendo en la expresién original A por A + E queda: (A + E)?(B— A — E).
IV. Adigualamos: (A + E)>(B— A — E) ~ A%2(B — A).
V. Operando y eliminando términos comunes obtenemos:

(A2 4+ E> 4+ 2AE)(B— A—E) ~ A’B— A®

& —A’E+ E*B— E*?A— E° + 2ABE — 2AE? = 2A%E ~ 0
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VL. Dividimos por E y queda: —A? + EB — EA — E? + 2AB — 2AE — 2A% ~ 0.
VIL Suprimimos los términos donde aparece la E e igualamos: —A? +2AB — 2A% = 0.

VIII. Resolvemos la ecuacién y obtenemos A = % que es el maximo buscado. U

Tanta confianza tenia Fermat en su método, a pesar de la falta de rigor que ya hemos comen-
tado y que tantas criticas le acarred, sobre todo por parte de Descartes, que finaliza esta obra de
forma muy similar a como finaliz6 el Methodus, afirmando:

Es por consiguiente que afirmo hoy y siempre, con la misma confianza que antes, que la in-
vestigacién de mdximos y minimos se reconduce a esta regla inica y general, cuyo feliz éxito
serd siempre legitimo y no debido al azar, como algunos [en velada referencia a Descartes]
han pensado [...]. Si todavia hay alguien que considere este método como debido a un feliz
azar, puede intentar encontrar uno similar.

En [7] se argumenta que el método de Fermat basado en el criterio de la razén doble con-
tenido en la Investigacién analitica es anterior, cronolégicamente, al método, mas general, con-
tenido en el Methodus, sin perjuicio de que éste fuera el primero en hacerse ptblico. En dicho
articulo se analiza en profundidad el fundamento teérico de ambos métodos y esta interpreta-
cién podria sugerir la idea de una evolucién en el pensamiento de Fermat desde una concep-
cién puramente algebraica del problema de méximos y minimos, basada fundamentalmente en
Pappus y Vieta, hacia un planteamiento infinitesimal en linea con nuestra moderna visién del
cdlculo. Stromholm, no obstante, se muestra prudente a este respecto y, en este sentido, afirma
[7, pag.67]:

El [Fermat] fue en este caso particular bastante mds el iiltimo de los antiguos que el primero
de los modernos.

3. El método de Fermat para el calculo de la tangente.

Vamos ahora a analizar el método de Fermat para el cdlculo de la tangente a una curva.
El procedimiento aparece por primera vez en su obra Methodus, como una aplicacién del mé-
todo para la obtencién de méximos y minimos, y por tanto podemos considerar que Fermat lo
disefi6, en esta version inicial, en el periodo entre 1629 y 1637. La obra Methodus contiene dos
secciones. La primera, titulada Ad disquirendam maximam et minimam contiene el método para
la determinacién de méximos y minimos al que nos hemos referido en el apartado anterior. La
segunda seccion, titulada De tangentibus linearum curvarum, es decir, Sobre las tangentes a las 1i-
neas curvas, es la que propiamente contiene el método de Fermat para el cdlculo de la tangente
a una curva. Para familiarizarnos con él vamos a estudiar con detalle el ejemplo recogido en esa
memoria, que no es otro que el clculo de la tangente a la parabola.

Ejemplo 3.1. Cdlculo de la subtangente a la pardbola.

Consideremos la pardbola BDF y tracemos la tangente en un punto B que corta al eje de la
parabola en E. Sea O un punto cualquiera de la tangente que determina a su vez los puntos P e
I que aparecen en la gréfica.
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Gréfica de la parabola y su tangente
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Denotemos por 4 a la distancia CD, por a a la subtangente, esto es, al segmento CE y por
e a la distancia CI. Nosotros aqui hemos puesto estas tiltimas letras en mintisculas, pero Fer-
mat las denot6 con las letras en mayusculas, sin importarle el hecho de que entonces E o D
representasen tanto un punto del plano como la longitud de un segmento.

La propiedad intrinseca de la pardbola es (Apolonio, Cénicas, 1.11):

BC> CD BC? _ PI?

P2 ID CD  ID

Enla época de Fermat, antes de la invencién de la geometria analitica, era habitual definir las
curvas utilizando proporciones. En el caso de la pardbola la proporcién es la que acabamos de

sefalar que, l6gicamente, puede obtenerse inmediatamente de la ecuacion cartesiana. En efecto,

2

dada la pardbola y? = 4px se tiene que y? = 4p = constante.

Dado que O es exterior a la parabola se tiene que

CD - BC?
ID OI2
. . . BC I . .
Por otra parte, por semejanza de tridngulos, se tiene que CE = IE lo que implica que
I
BC = IO_ECE . En consecuencia
CD  CE? d a?

D T2 d-e —ep
—da—e)?>a(d—e)
< da® + de?® — 2dae > a*d — a®e

Ahora Fermat dice:

Adigualamos segiin el método precedente [el de mdximos y minimos]; se tendrd eliminando
términos comunes de® — 2dae ~ —a’e.

Dividiendo por e queda
de —2da ~ —a*

y haciendo e = 0 e igualando obtenemos 2da = a2, estoes, a = 2d, que es el resultado buscado.
O

Fermat comenta finalmente:
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Hemos probado de esta forma que CE es doble de CD, lo que es conforme a la verdad [el
resultado era conocido pues habia sido obtenido por Apolonio].

Y muy en su linea, como hemos visto en la seccién anterior, termina diciendo que
este método nunca falla y puede ser aplicado a un gran niimero de cuestiones muy hermosas.

Como vemos Fermat utiliza la propiedad intrinseca de la pardbola y luego plantea un pro-
blema que resuelve por su método de méximos y minimos. Pero realmente, ;cuél es el problema
de maximos y minimos que esta resolviendo? O dicho de otra forma, ;que cantidad extrema se
somete al método de maximos y minimos en el trazado de una tangente? Esta objecién a su
método le fue planteada por Descartes y realmente Fermat nunca dio una respuesta categérica
a la misma, a pesar de que, como hemos comentado en la seccién anterior en relacién con su
método de méximos y minimos, fueron muchas las ocasiones en que volvié sobre estos temas.

Gonzélez Urbaneja aventura en [4, pdg. 124-128] una hipétesis sobre el problema de extre-
mos que hay detrds del de tangentes. Aplicado a la tangente a la parabola se sefiala que

BC? _ [OI?
oo = min {ﬁ : O € tangente BE}
Teniendo en cuenta que, si llamamos m = BC _ ol entonces BC? = ma:  OF =
. . que ~ CE ~ IE’ co 4 Y DI~
%, adigualando resulta
2.2 20, N2
ma Nm(a ¢) —a?(d—e) ~d(a—e)?

d d—e
que es la misma adigualdad a la que lleg6é Fermat.

Sin perjuicio de la veracidad o no de la hipétesis de Gonzalez Urbaneja, lo que subyace en el
método, aunque quizés en este caso Fermat no incide en ello especialmente, es la sustitucién del
punto P de la parabola por el correspondiente punto O sobre la tangente. En efecto, el elemento
clave del procedimiento es la sustitucion del segmento PI por el segmento OI en la propiedad

BC> CD BC? CD

intrinseca de la pardbola, transformando la igualdad — = — enla adigualdad — ~ —.
p & pz ~ p " AANENaEat on Y p

Sobre este punto volverd a insistir Fermat, como veremos, en posteriores memorias. En esta, sin

embargo, el punto P sobre la pardbola ni siquiera es sefialado por Fermat en el dibujo original
con el que ilustra este ejemplo.

En cualquier caso Gonzalez Urbaneja sostiene su hip6tesis sobre los fundamentos del méto-
do de Fermat, en su version original, alegando que en la fecha en que este escribe la memoria
Methodus no habia desarrollado atin la geometria analitica y, por tanto, no era posible una inter-
pretacion de la recta tangente en términos de extremos de la variacién de su coeficiente angular.
Concretamente Gonzélez Urbaneja [4, pag. 162] sefiala que

en el cdlculo de una tangente Fermat busca y encuentra simplemente la longitud de la sub-
tangente, pero todavia no llama especialmente la atencion sobre el dngulo determinado por el
eje y la tangente -lo que para nosotros es la pendiente de la recta tangente-. Fermat ni siquie-
ra considera la tangente como limite geométrico de las secantes determinadas por el punto de
tangencia y los puntos de la curva préximos a él.

En esta misma linea en [4, pag. 119 y siguientes] se afirma lo siguiente:
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Hay que considerar que hasta los avances que su propia geometria analitica y su lectura de
la Geometria de Descartes provocaron en su propio pensamiento sobre extremos y tangentes,
las curvas se manejaban mediante proporciones. [. .. ] La invencién de la geometria analitica
es posterior a la invencién del método de tangentes de Fermat. Algunas interpretaciones del
método de tangentes pasan por alto este detalle, que segiin veremos es crucial para entender
la futura evolucion del método.

Y mds adelante se apostilla:

Sélo cuando a toda curva -de las que nosotros llamamos algebraicas- se le puede asignar una
ecuacion, que le corresponde univocamente y que implicitamente contiene todas sus propie-
dades, tiene interés generalizar, en el mds amplio sentido, todo método algebraico de tangen-
tes. Por consiguiente, la discusién del método de tangentes de Fermat posterior a 1635-36
ofrecerd poca ayuda al historiador que busque los fundamentos de su método original.

No es de esta opinién, sin embargo, Boyer que en [1, pag. 439-440] afirma:

Es muy posible que Fermat estuviera ya en posesion de su geometria analitica en una fecha
tan temprana como el afio 1629, puesto que por esta época hizo dos importantes descubri-
mientos que estdn estrechamente relacionados con sus trabajos sobre lugares geométricos. EI
mds importante de ellos lo expuso unos afios mds tarde en un tratado, que tampoco se publicé
durante su vida, titulado Methodus ad disquirendam maximam et minimam.

Y més adelante sefiala:

Durante los mismos afios en que Fermat se encontraba desarrollando su geometria analitica,
descubrié también cémo aplicar su procedimiento de los valores préximos de la variable, para
hallar la tangente a una curva algebraica de ecuacion y = f(x).

De forma mads clara se pronuncian Rey Pastor y Babini en [8, pag. 76] al afirmar que

Fermat utiliza este método en la determinacion de las tangentes a las curvas planas, conci-
biéndolas como las rectas que, entre todas las secantes que pasan por un punto fijo del eje,
determinan el mdximo o el minimo coeficiente angular.

En este mismo sentido en [2, pag. 452] se recoge:

El [Fermat] indica, por cierto, que para encontrar una inflexién, nosotros debemos encon-
trar un mdximo o un minimo del dngulo que forma la tangente con una direccion dada, y
esto quiere decir encontrar un mdximo o un minimo de su cotangente, y eso quiere decir
maximizar o minimizar a/y, donde a es la subtangente.

De acuerdo con este punto de vista, podemos suponer que Fermat concebia la tangente a
una curva plana como la recta que, entre todas las secantes que pasan por el punto de tangencia,
determina el maximo o el minimo coeficiente angular o, lo que es lo mismo, la minima o maxima
subtangente. El método de Fermat es entonces una aplicaciéon de su método de maximos y
minimos y podemos explicarlo de la siguiente forma:
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Gréfica de la curva y=f(x) con tangente y secante

En el caso del dibujo podemos observar que la recta tangente ¢ es, de todas las secantes r
que pasan por P(xg, o) y por Q(xo + E, f(xo + E)), siendo E una cantidad pequefia mayor que
cero, la que tiene mayor coeficiente angular y menor subtangente s = AB. Vamos a calcular la
recta r secante a la curva y = f(x) que pasa por los puntos Py Q. Sera:

y — f(xo) X=X

f(xo+E)— f(xo) x+E—xo
< x(f(xo+E) — f(x0)) —yE + f(x0)E — xo(f(x0 + E) — f(x0)) =0

Esta recta tiene de pendiente

f(xo+E) — f(xo)

r

E
f(x0) . Aplicamos ahora el método de méximos y

y la recta tangente tiene de pendiente m; =

minimos adigualando la pendiente maxima que buscamos m; con las pendientes de las rectas
que pasan por los puntos de coordenadas (xo, o) y (xo + E, f(xo + E)), es decir, adigualando
m; y m,. Obtenemos entonces

f(xo) _ flxo+E) = f(xo)
S E

Siempre que la expresion de la funcion f permita desarrollar la expresion f(xg + E), elimi-
nando la cantidad E que aparece en el denominador, haciendo luego E = 0y transformando la
adigualdad en una igualdad, de acuerdo con las reglas de Fermat para el cdlculo de méximos
y minimos, podemos hallar s, que es lo que buscaba Fermat, o la pendiente #; como hacemos
hoy en dia.

Ejemplo 3.2. La tangente a la pardbola x> = 4py en el punto de abscisa x = 3 es la recta 6x — dpy —
9=0.

En efecto, de acuerdo con el procedimiento serd

fB)  fB+E)-fB)

~

S E

y sustituyendo obtenemos
9 (B+E?2-9
4ps 4pE
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Operando y simplificando queda

9E ~ E2s + 6Es

Dividiendo por E, haciendo E = 0 e igualando queda 9 = 6s, es decir que la subtangente
s = 3/2. Una vez obtenida la subtangente, que es lo que buscaba Fermat, la pendiente no es

mads que
_fB)_3

s 2p

y, por tanto, la ecuacién de la tangente serd

9 3

y—@:ﬂ(x—3)<:>6x—4py—9zo

que es el resultado buscado. g

Es de destacar el argumento infinitesimal utilizado por Fermat. En efecto, él obtiene la sub-
tangente estudiando la modificacién producida al perturbar infinitesimalmente la variable con
la cantidad muy pequefia que represent6 con la letra E y luego haciendo E = 0, lo que podria
interpretarse como una rudimentaria forma de paso al limite. Si, como en el caso de los extre-
mos, interpretamos el método de Fermat en términos de limites y derivadas con la notaciéon
actual tendremos que la adigualdad

fx0) _ flxo+E) = f(x0)

~

S E

la escribiriamos hoy en la forma

fxo) _ flxo+Ax) — f(xo)
S Ax

y, aplicando el método de maximos y minimos, obtendriamos la igualdad

f(xo) _ [f(xo+Ax) — f(x0)

S Ax Ax=0

Teniendo en cuenta que m; = e interpretando el corchete en términos de limites se-

fx0)
S

guirfa la férmula

s = 1 (x0) = pim £000 2~ 50

Como hemos sefialado, el método de la tangente de Fermat se recogié por primera vez en
su memoria Methodus como un corolario del procedimiento para la obtencién de méximos y
minimos. No obstante, ya hemos indicado que de la explicacién de Fermat no quedaba claro en
absoluto cudl era el problema de extremos al que se estaba aplicando el procedimiento, lo que
fue puesto de manifiesto por Descartes y provocé una agria polémica entre ambos. En realidad
la polémica tuvo su origen en unas ligeras criticas que Fermat hizo a la Diéptrica de Descartes,
obra que se publicé como apéndice al Discurso del Método. Descartes no tardé en contraatacar
descalificando el método de tangentes de Fermat con estas injustas y poco corteses palabras:

Car premiérement la sienne (c’est-a-dire celle qu’il a eu envie de trouver) est telle que, sans
industrie et par hasard, on peut aisément tomber dans le chemin qu’il faut tenir pour le
rencontrer.
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Como consecuencia de ello Fermat escribié numerosos documentos para justificar su méto-
do, entre los cuales uno de los mds significativos es el llamado Methode de maximis et minimis
expliquée et envoyée par M. Fermat a M. Descartes, de junio de 1638. En esta memoria Fermat con-
testa a algunas objeciones de Descartes e intenta justificar, aunque de forma no muy clara, que
el método de tangentes efectivamente deriva del de maximos y minimos. Descartes habia in-
terpretado esta insistencia en el sentido de que la tangente era encontrada por Fermat como la
recta que, en algtn sentido, da el médximo desde un punto del eje de abscisas a la curva. Sin em-
bargo Fermat en esta obra saca a colacién sorprendentemente la normal, posiblemente influido
por los trabajos del propio Descartes que habia establecido un procedimiento general para el
calculo de la normal a una curva algebraica. Fermat calcula ahora la normal caracterizdndola
como la recta que da la longitud minima. En efecto, dado un punto P sobre la curvay = f(x),
si calculamos el punto O del eje de abscisas de forma que la distancia OP sea la més corta desde
O hasta la curva, entonces la recta OP es la normal a la curva en P.

Gréfica de la curva y=f(x) con su normal
P

De acuerdo con el dibujo, si P(A, f(A)),O(B,0)e I(A —E, f(A — E)), entonces el problema
se resuelve escribiendo la adigualdad

(B— A2+ f(A)? ~ (B—A+E)?+ f(A—E)?

y aplicando el método de maximos y minimos para obtener el minimo buscado. De manera
que, sin que en el Methodus se hubiese dicho nada al respecto, Fermat se saca ahora de la chis-
tera que el vinculo entre méximos, minimos y tangentes se establece a través del minimo que
proporciona la normal y, para justificarlo, escribe:

Es ast [mediante la normal] como aplicaba mi método para encontrar tangentes, pero reco-
nozco que tenia su defecto, a causa de que la linea O1, o su cuadrado, son dificiles de calcular
por esta via.

Como el método de la normal presentaba este problema, Fermat afiade que
era necesario encontrar uno que resolviera estas dificultades

y asi llegd a su método de tangentes. Ademads en esta obra calcul6 la tangente al “folium” de
Descartes, un problema dificil que el propio Descartes no habia podido resolver y que nosotros
veremos enseguida. Fue a raiz de este trabajo que Descartes reconoci6, bien que a regafiadientes,
la validez general del método de Fermat para las tangentes. Finalmente en su obra Doctrinam
tangentium de 1640 Fermat no afiade nada nuevo al algoritmo pero pone por escrito el pro-
cedimiento, en unas cortas pero significativas palabras, con una claridad incomparablemente
superior a la de las dos memorias anteriores. Asi escribe:
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Nosotros consideramos de hecho en el plano de una curva cualquiera, las rectas dadas en su
posicion, de las que una se puede llamar didmetro y a la otra ordenada. Nosotros supone-
mos la tangente ya encontrada en un punto dado y consideramos mediante la adigualdad la
propiedad especifica de la curva, no sobre la curva misma, sino sobre la tangente a encontrar.

Y més adelante continta:
Eliminando siguiendo nuestra teoria de mdximos y minimos los términos que sean nece-
sarios, llegamos a una igualdad que determina el punto de contacto de la tangente con el

didmetro. Es decir, la tangente misma.

Veamos como podemos aplicar este procedimiento a una curva F(x,y) = 0 cualquiera.

Gréfica de la curva F(x,y)=0 con su tangente

7

o - —\v

De acuerdo con la gréfica, sea P(xg, o) el punto de tangencia, C(x(,0), A = OC la subtan-
gente y E una cantidad positiva que podemos suponer tan pequefia como queramos. Denote-
mos por ¢t la tangente a la curva en el punto considerado y sea B la ordenada sobre la tangente
del punto de abscisa xg + E, esto es, la ordenada de Q. Por semejanza de tridngulos se tiene que

o_ B _ E
AA+E‘:’By0<1+A>

Dado que cuando E es pequefio la ordenada B correspondiente a la abscisa xy + E sobre la
tangente serd proxima a la que corresponde a esa abscisa sobre la curva F(x,y) = 0, esto es, la
ordenada del punto R, la idea de Fermat es plantear la adigualdad

E
F(x0+E,B)~O<:>F<x0+E,yO (HZ)) ~0

y a ella aplicarle su método de maximos y minimos ya que cuando E se hace pequefio el pun-
to (xo +E, o (1 + %)) se acerca a (xg,Yo) y los valores F (xo,yo (1 + %)) se acercan a cero

manteniendo, ademds, valores positivos o negativos seguin sea F(x, ) mayor o menor que cero
en el semiplano determinado por F(x,y) = 0 donde esté la tangente.

A propésito de la evolucién operada en el método de Fermat a lo largo de los afios y que
puede sintetizarse en la forma de explicarlo en las tres memorias que hemos mencionado, Gon-
zélez Urbaneja sefiala en [4, pag. 130] que

la adigualdad empezaba a tener una vida propia, al comenzar una lenta transicion entre la
adigualdad como disfraz para ocultar los verdaderos fundamentos de los métodos de mdximos,
minimos y tangentes, y la adigualdad como pseudo-igualdad, cuasi-igualdad o aproximada-
mente igual en el camino hacia lo infinitesimal.
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Esta evolucién comenzaria en el documento Methode de maximis et minimis expliquée et envoyée
par M. Fermat @ M. Descartes y se harfa meridiana en la obra Doctrinam tangentium. Esta memoria
representa por su contenido la més sofisticada versién del método de las tangentes, obtenien-
do las tangentes a las curvas cldsicas cisoide, concoide y cuadratriz, asi como la tangente a la
curva mds famosa del momento, la cicloide, que Fermat llama la curva de Roberval pues habia
sido estudiada intensamente por este, donde se aprecia en todo su esplendor la potencia de su
método (Ver [4, pag. 148-153]).

No obstante los éxitos de Fermat, el método en puridad tiene una aplicacién limitada, ya
que la expresion de la curva F(x,y) = 0 debe ser tal que permita el desarrollo de las opera-
ciones que deben realizarse para implementar el método de méximos y minimos, en particular
la cancelacion de la cantidad E. Esto en principio no era posible para las curvas llamadas me-
cdnicas, aunque como hemos dicho Fermat fue capaz de obtener la tangente para algunas de
ellas. Nosotros vamos a ver, para terminar esta seccién, dos importantes ejemplos realizados
por Fermat: la tangente al “folium” de Descartes y la tangente a la elipse.
nxy — 3y°

Ejemplo 3.3. La subtangente al “folium” de Descartes x*> +y° = nxy es A = 37—y

En efecto, si (x,y) es un punto cualquiera de la curva para el que queremos calcular la
subtangente, debemos escribir, de acuerdo con el método,
E )

3
F(x+E,y (1+%)> ~0 <= (x+EP+y° <1+§> ~n(x+E)y<1+

|

Desarrollando queda:

3E  3E%* E® E nE?
3 2 2 3 3 y
x° +3x°E+3xE“°+E” +y <1—|——+—2 +—3) ~ nxy +nxy— +nky + —=

Teniendo en cuenta que (x,y) es un punto de la curva y, por tanto, x> + 3> = nxy y agru-
pando términos obtengo:

33 33 3
P ) e (e S e ()

Dividiendo por E, haciendo luego E = 0 e igualando a cero obtenemos:

30 nx
2 0y My
3x° + a 2 ny =0
2.3
de donde sigue que A = M U
3x%2 — ny
Ejemplo 3.4. La subtangente a la eli sex—Z—i—y—2 =les A= —ﬁ
] P Al g p ﬂz bz - - bzx‘

En efecto, si (x,y) es un punto cualquiera de la curva para el que queremos calcular la
subtangente, debemos escribir, de acuerdo con el método,

E Grpp ¥+5)
X
F(x+E,y(1+Z)>~O<:> ) + ) ~1

80 | Revista “Pensamiento Matemitico” Volumen VII, Niimero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410


mailto:jayerbe@us.es

Los métodos infinitesimales para el cdlculo de tangentes José Maria Ayerbe Toledano

Desarrollando queda:

x> E?2 2xE y* y*E*> 2y°E

2tet ettt !

x2 ]/2

Teniendo en cuenta que (x, y) es un punto de la curva y, por tanto, ) + 25 = lyagrupando

B2
2x  2y? (1 a
E<a2+Ab2)+E <a2+b2A2 0

Dividiendo por E, haciendo luego E = 0 e igualando a cero obtenemos:

términos obtengo:

2x 212
242 —o
2 T an

a
de donde sigue que A = — Ty U
b?x
Para finalizar debemos mencionar que el método de tangentes de Fermat tuvo una enorme
importancia para la invencién del cédlculo infinitesimal por parte de Newton. En una carta de
este descubierta en 1934 escribe [3, pag. 107]:

La indicacion [para la invencion del cdlculo] me vino del método de Fermat para las tangen-
tes. Aplicdndolo a las ecuaciones abstractas directa e inversamente, yo lo hice general.

4. El método de Barrow para el calculo de la tangente.

Isaac Barrow (1630-1677) fue el predecesor de Newton en la catedra lucasiana de la Uni-
versidad de Cambridge y, como tal, fue maestro de Newton. Las frecuentes discusiones entre
maestro y discipulo y la mutua colaboracién entre ambos, que puede verse por ejemplo en el
hecho de que Newton revis6 y corrigié una de las ediciones de las Lectiones Geometricae de Ba-
rrow, fueron hechos que sin duda contribuyeron al posterior desarrollo por parte de Newton de
las ideas que le llevaron a su método de fluxiones, lo que hoy llamamos el célculo infinitesimal.

Barrow recibi6 las 6rdenes sagradas, pero dedicé gran parte de su vida a la ensefianza de las
matematicas, ocupando en 1662 una plaza de profesor de geometria en el Gresham College de
Londres y, a partir de 1663, la mencionada catedra lucasiana de la Universidad de Cambridge,
siendo, de hecho, el primero en ocuparla. Desde el punto de vista matematico Barrow reivin-
dicaba el regreso al rigor de la geometria cldsica, considerando que el adlgebra deberia formar
parte mas de la l6gica que de la propia matemaética. Esta admiracién por la matematica griega
le empujé a realizar ediciones de las principales obras de Euclides, Arquimedes, Apolonio y
Teodosio, a las que acompafiaba con numerosos comentarios.

Al mismo tiempo Barrow preparaba sus propias obras, las Lectiones opticae de 1669 y las Lec-
tiones geometricae de 1670. En esta tiltima ya colaboré, como hemos sefialado, su joven alumno
Isaac Newton. En estas obras Barrow ofrecié una panordmica de la situacién de los métodos
infinitesimales en su época, obteniendo numerosos teoremas geométricos, en parte nuevos, que
representaron en conjunto un gran avance para el cdlculo. Allf encontramos problemas de cua-
draturas, de tangentes o de rectificacién de curvas, asi como la primera demostracién de lo que
hoy llamamos el teorema fundamental del célculo integral, es decir, el cardcter inverso de los
problemas de tangentes y cuadraturas.

Debido a su reticencia al proceso de algebrizacién de la matemética que se estaba produ-
ciendo en su época, Barrow apenas utiliza en sus obras el simbolismo algebraico y aritmético
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tan caracteristico de otros autores contemporaneos suyos. De esta forma renuncié al gran avan-
ce que suponia la geometria analitica y se impuso un lenguaje geométrico oscuro y dificil que
terminé por ocultar la importancia y el cardcter novedoso de los resultados que obtuvo. Esto
ha restado crédito a su reconocimiento, por parte de algunos historiadores de la matematica,
como el principal precursor, junto con Fermat, del cdlculo infinitesimal. Nosotros pensamos, sin
embargo, que de todos los grandes matematicos del siglo XVII anteriores a Newton y a Leibniz,
Barrow fue posiblemente el que mas cerca estuvo de alumbrar el cdlculo infinitesimal y si no lo
hizo fue precisamente por su desprecio del dlgebra y, en particular, de la geometria analitica.

En esta seccién vamos a desarrollar el método de Barrow para la determinacién de tangentes,
un algoritmo singular en su obra precisamente por su enfoque algebraico. El método de Barrow,
que podemos llamar diferencial, utiliza el famoso tridngulo que Leibniz llamé caracteristico, ya
utilizado antes por Torricelli y Pascal, entre otros, y que es la piedra angular del desarrollo del
calculo de Leibniz. El método de tangentes de Barrow se incluye como apéndice a la Leccién X
de sus Lectiones Geometricae, que encabeza, bastante modestamente, con las siguientes palabras:

Simplemente a esto afiadiremos, en forma de apéndice, un método de cdlculo para hallar
tangentes utilizado frecuentemente por nosotros, aunque no sé muy bien si después de tantos
métodos bien conocidos y muy trillados de los tipos anteriores, hay o no alguna ventaja en
hacerlo. No obstante, lo hago siguiendo el consejo de un amigo [posiblemente Newton], y de
buena gana, puesto que parece ser mds 1itil y general que los que he expuesto.

Y a continuacién Barrow pasa a explicar su método de la siguiente forma:

Sean APy PM dos lineas rectas dadas, PM cortando a la curva dada en M, y supongamos
que MT corta ala curvaen My ala recta AP en T.

Gréfica de la curva f(x,y)=0 con su tangente

fix.y)=

M

:

I

I

I

I

I

1
---R

I

I

I

I

I

I

I

I

I

A TQ P

“En orden a encontrar el segmento PT [es decir, la subtangente] consideremos un arco de la
curva MN infinitamente pequerio. Tracemos NQ y NR paralelas, respectivamente, a MPy AP.
Sean MP = m, PT = t, MR = ay NR = e otros segmentos determinados por la naturaleza
de la curva. Comparamos MR con NR por medio de una ecuacién obtenida por el calculo. A
continuacién observamos las siguientes reglas:

Regla 1. En el célculo omitiremos todos los términos conteniendo potencias [superiores a
uno] de a o ¢, o productos de ellos.

Regla 2. Después de formar la ecuacion, desecharemos todos los términos que consisten en
letras significando cantidades determinadas o conocidas, o términos que no contienen a o e
(estos términos pasandolos a un lado de la ecuacion serdn siempre igual a cero).
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Regla 3. Se sustituye m (0 MP) poray t (o PT) por E, de aqui se encontraré la cantidad PT”.

Analicemos las reglas de Barrow. Si denotamos AP = p, entonces, las coordenadas de los
puntos M y N serdn, respectivamente, M (p,m) y N(p —e, m —a). Dado que ambos puntos estdn
sobre la curva f(x,y) = 0 deberdn verificar que

f(pym)=f(p—em—a)=0

A continuacién vamos a aplicar las tres reglas:

Regla 1. De la ecuaciéon f(p —e,m —a) = 0 vamos a eliminar todos los términos que con-
tienen potencias superiores a uno de e o de a, asi como los productos de ellos (incluidos los
productos de e y a). El motivo para esta regla es que estos términos se consideran infinitesima-
les respecto de los restantes y, por tanto, pueden ser despreciados.

Regla 2. Se ignoran todos los términos que no contienen e o a, puesto que esos términos son
los obtenidos de f(p, m) que ya sabemos que es igual a cero.

Regla 3. Se sustituye m por a y t por e, de aqui se encontrard la cantidad PT. Se utiliza aqui
que el tridngulo M TPy el tridngulo infinitesimal MN R son semejantes y, por tanto, a/e = m/t
de donde, teniendo en cuenta que m es un dato del problema, podemos hallar la subtangente
t. Merece la pena mencionar que si N estd en la curva, el tridngulo MNR no es “exactamente”
semejante a MTP y realmente estamos identificando el punto N con el punto sobre la tangente
que corta al segmento NR y que estd “muy proximo” a N. Esta idea, que es la esencia de su
método, Barrow la expresa de la siguiente forma:

Si el arco MN es infinitamente pequefio, podemos sustituir con seguridad dicho arco por un
pequefio trozo de la tangente.

Vemos, por tanto, como Barrow estd aplicando el tridngulo caracteristico bajo la idea de que
la tangente es la posicion limite de las secantes cuando a y e se aproximan a cero (o sea, cuando
N se aproxima a M), aplicando el limite en el paso 1 cuando elimina los infinitésimos de orden
superior.

Barrow aplicé su método de tangentes a un gran ntimero de curvas. Nosotros veremos, para
ilustrar el método, dos ejemplos: la kappa curva y el folium de Descartes.

vA(r* - )

Ej lo 4.1. La subt tealak 2241y ) =12yl est = L L2
jemplo a subtangente a la kappa curva x=(x* 4+ y*) = ry=es 22 1 1)

En efecto:

Regla 1. Partimos de
(x=e)? (k= +(y—a)?) =y —a)®
y desarrollando queda
(x% +&* — 2xe) (x* + € — 2ex + y* + a* — 2ya) = r*y* + r’a* — 2r’ay

Eliminamos los términos que contienen potencias superiores a uno de e y de 4, asi como
productos de e y a o sus potencias. Queda entonces:

xt—axle + xzyz — 2x2ya — nyze = r2y2 — ZrZay
Regla 2. Dado que x* + x?y? = r?y? ignoramos estos términos y queda:
—dx3e — 2xyPe = 2x°ya — 2ray <= a(2x%y — 2r%y) = e(—4x> — 2xy?)
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Asi
a_ 4+ x(2¥% 447
e 2ry—2x%y  y(r2—x?2)

Regla 3. Obtenemos finalmente que si llamamos m a la pendiente de la tangente se tiene que

y a  x(2x®+y?)
m==-=-= -
toe  y(rr—x?)
2042 _ 42
de donde se obtiene que t = M O
x(2x2 +y?)
_ 3,3
Ejemplo 4.2. La subtangente al “folium” de Descartes x> +y3 = nxy es t = %

En efecto, partimos de
(x—eP’+(y—a)P’=n(x—e)(y—a)
Desarrollando queda:
x® —3x%¢ + 3xe? — € +y° — 3y*a + 3ya® — a® = nxy — nxa — ney + nea

Eliminamos los términos con potencias superiores a uno de e o de 4, asi como los productos
de ey a o sus potencias. Queda:

x> —3x2%e +y® — 3y*a = nxy — nxa — ney
Teniendo en cuenta que x° + y* = nxy sigue que

—3x%¢ — 3y%a = —nxa — ney <= a(nx — 3y*) = e(3x* — ny)

es decir,

a _ 3x%2—ny

e nx—3y?

Asi finalmente obtenemos que
a 3x*—n
LYy _a_3-—ny
t e nx—3y?
nxy — 3y3 . o

dedonde t = 37—y que es la férmula buscada y que légicamente coincide con la que mds
de veinte afios antes que Barrow habia obtenido Fermat. U

Como vemos, el método de célculo de tangentes de Barrow es ya, esencialmente, el que uti-
lizamos en nuestro célculo diferencial, donde las letras a y e han sido sustituidas por dy y dx
o Ay e Ax, respectivamente. Pero la mecénica del algoritmo es muy parecida a la de Fermat en
la forma que se recoge en su obra Doctrinam tangentium que comentamos en la seccién anterior.
Segtin todos los indicios, Barrow no conocia directamente la obra de Fermat, al que no cita en
ningin momento, pero es razonable pensar que le llegaran noticias de su trabajo a través de
otros matematicos. En cualquier caso, el propio Newton que, como hemos dicho, trabajé muy
estrechamente con Barrow, reconocia que el algoritmo de este no era més que el de Fermat lige-
ramente mejorado. Pero sin duda, formalmente, el procedimiento de Barrow es ya la antesala
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del célculo diferencial, pues en él juega un papel esencial el tridngulo caracteristico, concebido
como un tridngulo de lados infinitesimales, que es la clave sobre la que Leibniz construyé poco
después su teoria. Debemos sefialar, asimismo, que tanto el método de Fermat como el de Ba-
rrow presentan serias dificultades conceptuales, problemas que fueron luego comunes a todo
el célculo infinitesimal y que precisaban para su formalizacién de la introduccién del concep-
to de limite, que no se produjo hasta el siglo XIX. Afortunadamente estos problemas de rigor
no detuvieron a los grandes matemaéticos de los siglos XVII y XVIII que estaban seguros de la
veracidad de sus resultados, aunque no pudieran dar demostraciones de los mismos impeca-
blemente 16gicas como se hacia en la matemaética griega.

Para terminar debemos insistir en que tanto el método de Barrow como el de Fermat eran de
aplicaciéon limitada. Funcionaban bien en general, como hemos visto en los ejemplos que hemos
presentado, para curvas algebraicas, pero mostraban serios inconvenientes para las trascenden-
tes que, como hemos sefialado, habia que ir resolviendo con procedimientos especificos para
cada caso. Esta falta de generalidad en el algoritmo fue superada por el célculo infinitesimal,
pero eso no es objeto de este articulo. No obstante, Barrow obtuvo la tangente de algunas curvas
mecénicas. Como ejemplo, vamos a aplicar el método de Barrow a la curva y = tan(x).

tan(x)
Ejemplo 4.3. La subtangente a la curvay = tan(x) est = ———="——.
jemplo g y = tan(x) T tan2(x)
En efecto, partimos de

y—a=tan(x —e) <=y —a= 1tf1t(:r)1(;)t::r$(e€))

Desarrollando queda:

(y —a)(1+ tan(x) tan(e)) = tan(x) — tan(e) <
<= y+ytan(x) tan(e) — a — atan(e) tan(x) = tan(x) — tan(e)

Utilizamos ahora que para e pequerio es tan(e) ~ e y obtenemos que

y+yetan(x) —a — aetan(x) = tan(x) —e

Eliminamos los términos que contienen a ae y ya que y = tan(x) queda:
yetan(x) —a = —e <= a =e(1 + ytan(x))

es decir,
g =1+ytan(x) = 1+ tan?(x)

Asf finalmente obtenemos que
a
m==-= 1+ tan?(x)

tan(x)

dedondet = ———
¢ donde 1+ tan?(x)

, que es la férmula buscada. g

Obsérvese que si en lugar de t buscamos m, es decir, i/, lo que obtenemos es la féormula de
la derivada de la tangente ' = 1+ tan?(x). Por este motivo algunos autores consideran que
Barrow deberia ser acreditado como el primero que calcul6 las derivadas de las funciones trigo-
nométricas, crédito que habitualmente se atribuye a James Bernouilli, que calcul6 las derivadas
de las funciones tan(x) y sec(x), y a Roger Cotes que en su obra Harmonia mensurarum de 1722
calculé las derivadas de las seis funciones circulares.
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Resumen

En el siglo XIV hubo un gran interés por el estudio del movimiento, principalmente en
Oxford y Paris. Analizamos los trabajos de Thomas Bradwardine en Oxford y Nicolas
Oresme en Paris, quienes publicaron sendos libros esenciales acerca de estas cuestiones
mediante el estudio de las razones. Ademas, Bradwardine formulé una Ley del Movimiento
que tuvo un gran éxito y se utilizé como referencia, hasta el siglo XVL

Palabras Clave: Thomas Bradwardine, Nicolds Oresme, Razones, Ley del Movimiento.

Abstract

In the XIV* century ther was a great interest about the study of the motion, mainly in
Oxford and Paris. We analyze the works of Thomas Bradwardine in Oxford and Nicole
Oresme in Paris, who published two essential books on these questions using the theory of
ratios. Furthermore Bradwardine formulated a Law of Motion that had a great successand
was used until the XVI*" century

Keywords: Thomas Bradwardine, Nicole Oresme, Ratios Law of Motion.

Introduccion

A principios del siglo XI Europa comienza a disfrutar de una época de relativa

tranquilidad que también coincidié con un periodo de condiciones climaticas mas benignas.
Se pasa entonces por cambios sociales, politicos y econdomicos, que van a desembocar en el
llamado Renacimiento del siglo XIL. Los avances tecnologicos posibilitan el cultivo de nuevas
tierras y el aumento de la diversidad de los productos agricolas, que sostienen una poblacién
que pasa a crecer rapidamente. El comercio esta en franca expansion, tiene lugar el desarrollo
de rutas entre los diversos pueblos que reducen las distancias, facilitando no sélo el comercio
de bienes fisicos, sino también el cambio de ideas y corrientes entre los paises. Las ciudades
también van abandonando su dependencia agraria, creciendo en torno a los castillos y

87


mailto:jtarres@ucm.es
https://es.wikipedia.org/wiki/Sociedad
https://es.wikipedia.org/wiki/Político
https://es.wikipedia.org/wiki/Economía
https://es.wikipedia.org/wiki/Renacimiento_del_siglo_XII
https://es.wikipedia.org/wiki/Agricultura
https://es.wikipedia.org/wiki/Comercio
https://es.wikipedia.org/wiki/Carretera
https://es.wikipedia.org/wiki/Castillo
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/revistapm/

Juan Tarrés Historias de las Matematicas

monasterios. En ese ambiente receptivo, comienzan a abrirse nuevas escuelas a lo largo de
todo el continente, incluso en ciudades y villas menores.

En el campo intelectual, los cambios son también fruto del contacto con el mundo oriental
y arabe a través de las Cruzadas y del movimiento de Reconquista de la Peninsula Ibérica. Por
aquel entonces, el mundo islamico se encontraba bastante avanzado en términos intelectuales
y cientificos. Los autores arabes habian mantenido durante mucho tiempo un contacto regular
con las obras clasicas griegas (Aristételes, por ejemplo), habiendo hecho un trabajo de
traduccion que serfa muy valioso para los pueblos occidentales, ya que por este medio
volvieron a entrar en contacto con sus raices eruditas ya olvidadas. De hecho, ya sea en
Espafia (Toledo), ya sea en el sur de Italia, los traductores europeos van a producir una
cantidad considerable de traducciones que permitieron avances importantes en conocimientos
como la astronomia, la matematica, la biologia y la medicina, y que serian el caldo de cultivo
de la evolucién intelectual europea de los siglos posteriores. Se tradujeron al latin las obras
clasicas que habian sido traducidas al arabe y también obras originales griegas. Llegan a
Europa las obras de Aristételes; su filosofia sera dominante en estos siglos.

Alrededor de 1150 se fundan las primeras universidades medievales — Bolonia (1088),
Paris (1150) y Oxford (1167) — que en 1500 ya serian mas de setenta. Ese fue efectivamente el
punto de partida para el modelo actual de universidad. Algunas de esas instituciones recibian
de la Iglesia o de Reyes el titulo de Studium Generale; y eran consideradas los lugares de
enseflanza mas prestigiosos de Europa, sus académicos eran animados a compartir
documentos y dar cursos en otros institutos por todo el continente.

En el siglo XIII aparece un gran numero de pensadores. Es el siglo culminante de la
filosofia escolastica de la Edad Media. En él destacan figuras como Ramoén Llull, Tomds de
Aquino, Alberto Magno, etc. También en este siglo surgen dos figuras que van a cambiar el
rumbo del pensamiento de la época: Robert Grosseteste (1176-1253) y su discipulo Roger
Bacon (1214-1294). Son los precursores del Método Cientifico, pues utilizaban un procedimiento
empirico-matematico para estudiar los fendmenos naturales. Aunque eran aristotélicos
convencidos, con esta metodologia comenzaron a apartarse de los postulados de Aristdteles.

A finales del siglo XIII y durante la primera mitad del XIV nos encontramos en el Merton
College de Oxford un grupo de sabios que se conocian como los Calculadores. Se ocuparon del
estudio de la Filosofia Natural, especialmente de los problemas relacionados con el
movimiento de los cuerpos. Formaron parte de este grupo Thomas Bradwardine (1290-1349),
William Heytesbury (1313-1372), Robert Swineshead (fl. 1340-1354) y John Dumbleton (1310-
1349). Fruto de sus trabajos fue el llamado Teorema del Merton College sobre el movimiento
rectilineo uniformemente acelerado, que en lenguaje moderno expresa:

Un cuerpo en movimiento rectilineo uniformemente acelerado recorre, en un determinado
intervalo de tiempo, el mismo espacio que seria recorrido por un cuerpo que se desplazara

con velocidad constante e igual a la velocidad media del primero.

Este enunciado no pudo ser demostrado por los estudiosos de Oxford. Lo consiguid
Nicolas de Oresme (1328-1383), de la Universidad de Paris, en su obra Tractatus de Latitudine
Formarum. En esta obra, Oresme presenta una representacion de las intensidades de las
cualidades (figura 1). En particular, muestra un grafico relativo a la velocidad del movimiento
de un cuerpo en cada instante (longitudino) en el que representa el tiempo en una linea recta,
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dibujando en cada punto un segmento rectilineo perpendicular a la linea que representa la
velocidad del cuerpo en ese instante (latitudino):

latitudino

longitudino

Figura 1: Representacion de las intensidades de las cualidades

Esta representacion puede considerarse como precursora de la Geometria Analitica de
Descartes. Considera Oresme la linea continua que dibujan los extremos de las latitudes y
afirma que tal linea es caracteristica del movimiento estudiado. Por otra parte, se da cuenta de
que el drea limitada por la linea del tiempo y la que definen los extremos de las velocidades en
un determinado intervalo de tiempo es una medida del espacio recorrido por el moévil en
dicho intervalo de tiempo, avanzandose en mas de dos siglos a la teoria de los indivisibles de
Cavalieri y, por tanto, al calculo integral (ver figura 2):

velocidad

tiempo

v

recorrido correspondiente del mévil

Figura 2: Representacion de la velocidad en funcion del tiempo

Con estos presupuestos puede probar de una manera grafica el teorema de los
Calculadores de Oxford, pues un movimiento rectilineo uniformemente acelerado queda
caracterizado por una linea recta inclinada, como el segmento CD de la figura y, en
consecuencia, el espacio recorrido por el moévil se corresponde al area del trapecio ABCD.
Dicha area es igual a la del rectdngulo ABC'D’, en el que el segmento C'D’ representa la linea
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de la velocidad de un movimiento rectilineo uniforme cuya velocidad es la representada por
la latitud asociada a M, punto medio del intervalo AB (figura 3).

velocidad

<

tiempo

Figura 3: Prueba grdfica del teorema de los Calculadores de Oxford

Utilizando este método, Galileo consiguid establecer, dos siglos mas tarde, que el espacio
recorrido por un movimiento rectilineo uniformemente acelerado, en concreto, el movimiento

de la caida libre de un cuerpo, es proporcional al cuadrado del tiempo transcurrido. Para ello
utilizo el esquema de la figura 4.

velocidad

1 L’ 3 ) 7

tiempo
Figura 4: Prueba grdfica de un teorema de Galileo: S = K[1+3+ 5+ ..+ 2n—1)] =K - t?

Hasta el siglo XIV se admitia la teoria aristotélica del movimiento, segin la cual el
movimiento de un cuerpo se producia solamente por la acciéon de un motor, cuya potencia
daba lugar al movimiento, que seria frenado por la resistencia que pudiera afectar a dicho
movimiento. Por otra parte, la teoria de Aristoteles postulaba:

Si un motor mueve un movil con una cierta velocidad, un motor de potencia doble mueve
un movil que ofrece una resistencia doble con la misma velocidad.

Se deducia de esto que la velocidad es proporcional a la razén existente entre la potencia y

P
la resistencia:’ = K- R
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Inmediatamente aparecen paradojas fruto de esta definicion. Por ejemplo, si un motor
desplaza un mdvil en una cierta distancia, el mismo motor desplaza un movil de resistencia
doble a una distancia dos veces menor. Asi, un mismo motor puede mover un moévil de
resistencia cuadruple, etc ... hasta el infinito. En consecuencia, se puede mover cualquier
movil con independencia de la resistencia que éste ofrezca, tan grande como se quiera. Otra
paradoja: un motor cuya potencia es dos veces menor puede desplazar un mismo movil con
una rapidez también dos veces menor; asi, un hombre podria mover un barco que mueven
veinte hombres, aunque sea con una lentitud mucho mayor, pero la experiencia demuestra
que esto es imposible.

Uno de los problemas sobre el movimiento que habia en tiempos de Aristoteles era el del
movimiento de un proyectil. Sostenia el fildosofo que una vez el motor dejaba de estar en
contacto con el proyectil éste seguia moviéndose por el empuje del aire. Esto tenia muchos
inconvenientes y era motivo de multiples controversias, la mds importante de las cuales era
que impedia el movimiento en el vacio.

El primero en dar una respuesta a esta cuestion fue Juan Buridan (1300-1358), de la Universidad de
Paris. Defini6 el concepto de impetu, que es un precedente de las nociones de fuerza e inercia:

... Después de dejar el brazo del lanzador, el proyectil seria movido por un impetu
suministrado por el lanzador y continuaria moviéndose siempre y cuando ese impetu
permaneciese mds fuerte que la resistencia. Ese movimiento seria de duracién infinita en
caso de que no fuera disminuido y corrompido por una fuerza contraria resistente a él, o
por algo que desvie al objeto a un movimiento contrario.

2. Dos libros fundamentales

En este contexto, aparecen dos libros fundamentales para el estudio de los fenémenos del
movimiento, el Tratado de razones entre las velocidades de los moviles, de Thomas Bradwardine
(fechado en 1328) y el libro titulado Sobre las razones de razones de Nicolas Oresme (escrito
entre 1351 y 1360). Son dos textos fundamentales de la filosofia natural en el siglo XIV. Se
refieren a la relacién que existe entre la rapidez de un movimiento, la potencia del motor y la
resistencia del mévil. Este problema tiene su origen en los pasajes de la Fisica de Aristoteles
(en el libro IV, el libro VIII y en el capitulo V del libro VII) asi como en el tratado Sobre el Cielo,
del mismo autor.

La cuestion de dar una formulacién satisfactoria de una regla del movimiento aparecié
pues de manera natural en los numerosos comentarios que suscitaba la lectura de los tratados
aristotélicos, ya sea en el mundo arabe (por ejemplo, en los comentarios de Avempace o de
Averroes) como en el mundo latino.

Dice Bradwardine en el proélogo de su libro:

Puesto que todo movimiento sucesivo (continuo) es proporcional a otro en rapidez, la
filosofia natural, que se ocupa del movimiento, no debe despreciar el conocimiento de la
razon entre los movimientos y sus velocidades.

Para seguir:

Y como el conocimiento de esta razon es necesario y puesto que tal conocimiento es dificil
de alcanzar y, por otra parte, nunca ha sido tratado de manera completa en ninguna de
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las ramas de la filosofia, hemos compuesto esta obra sobre las razones entre velocidades y
movimientos.

Y también:

Y como, segiin el testimonio de Boecio en el primer capitulo de su Aritmética, estd claro
que quien desconozca las ciencias matemdticas arruinard cualquier conocimiento
filosdfico, hemos comenzado por presentar los conceptos matemdticos que necesitamos
para nuestros objetivos.

Su Tratado de las razones esta dividido en cuatro capitulos; el primero esta dedicado al
enunciado de las propiedades de las razones y las proporciones tutiles para su estudio. En la
segunda parte expone y discute cuatro tesis sostenidas por sus predecesores acerca de la
interpretacion que debe darse a la proporcionalidad existente entre la rapidez, la potencia y la
resistencia. El tercer capitulo esta consagrado a su regla del movimiento, que presenta como una
quinta opinién, a la que se adhiere y contra la cual ofrece algunas objeciones que él mismo
contesta. Finalmente, en el ultimo capitulo se pregunta por la medida de la rapidez segtin el
tipo de movimiento y termina su tratado con la cuestién de la proporcionalidad entre los
cuatro elementos (tierra, agua, aire y fuego) y hace un recordatorio de las herramientas
matematicas que son de utilidad en una primera parte.

El libro de Thomas Bradwardine tuvo un éxito inmediato, tanto en Inglaterra como en el
continente. Fue utilizado también como manual de ensefianza en varias universidades tanto
en la Edad Media como mas tarde en el Renacimiento como dan fe de ello las obras que
recogen muchas cuestiones que se refieren a él (por ejemplo, las Cuestiones sobre el tratado de las
razones del maestro Thomas Bradwardine, escritas a finales del siglo XIV por Blas de Parma) o
también las obras que presentan su contenido de manera simplificada (tenemos un ejemplo de
ello en el Tratado de las razones del maestro parisino del siglo XIV Alberto de Sajonia).

Nicolas Oresme fue un renombrado “maestro de artes” de la universidad de Paris a mitad
del siglo XIV. No sabemos si lleg6 a ensear la regla del movimiento con la ayuda del tratado
de Thomas Bradwardine; no parece que este ultimo esté necesariamente relacionado con la
ensefnanza de su tratado Sobre las razones de razones. La comprension de este texto requiere un
buen conocimiento de las nociones matematicas en las que se basa la teoria de las razones y las
proporciones y una excelente habilidad en la manipulacién de estos objetos. El fuerte interés
de Nicolas Oresme por las matematicas no sélo aparece en este tratado sino también en otras
obras suyas: sus Cuestiones sobre la geometria de Euclides, su tratado Ad pauca rescipientes, su
Tratado sobre la conmensurabilidad e inconmensurabilidad de los movimientos celestes, su famoso
Tratado sobre las cualidades y los movimientos, su Algoritmo de las razones, y también sus
Cuestiones sobre la fisica.

En el prélogo, Nicolas de Oresme afirma:

Todas las opiniones razonables sobre la velocidad de los movimientos dicen que esta
ultima se deduce de una determinada razén entre la potencia motriz y la resistencia o
potencia del movil, cuestion que doy por cierta, tal como lo han mantenido Aristdteles y
Averroes.

Y justifica el titulo de su tratado diciendo:

Como la rapidez queda determinada por una razén, la razén de velocidades se va a poder
formular como una razén de razones de la misma naturaleza. Asi, es de utilidad decir
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unas palabras sobre esta ultima cuestion, que constituye una ayuda inestimable no sélo
para los movimientos sino también para los misterios y las arduas tareas de la filosofia.

El libro Sobre las razones de razones de Nicolas Oresme, tal como ha llegado hasta nosotros,
estd organizado en cuatro capitulos. Parece que el texto original contenia dos capitulos mas,
que se han perdido. En efecto, al final del prdlogo, cuando Oresme presenta los diferentes
capitulos, habla de un quinto capitulo dedicado a la rapidez de los movimientos y también de
un sexto capitulo sobre la inconmensurabilidad de los movimientos celestes. Y en el cuarto
capitulo Oresme hace referencia a las conclusiones sobre la inconmensurabilidad de los
movimientos del cielo, cuestion que ya ha tratado en otra obra y expone su deseo de volver
sobre ese tema en lo que denomina “el ultimo capitulo”, en el que también se corrigen
resultados expuestos en una obra anterior: Ad pauca rescipientes. De los cuatro capitulos que
nos han llegado, tres estan dedicados a la teoria de razones y razones de razones. Oresme
desarrolla y amplia una teoria esbozada por Bradwardine. En el cuarto capitulo, expone la
regla del movimiento del maestro inglés y saca conclusiones acerca del movimiento de los
planetas y su conjuncidon a partir de la misma con el objetivo de atacar las bases de la
astrologia, de la que era acérrimo enemigo.

3. Lateoria de razones y proporciones de Thomas Bradwardine

En la época de Bradwardine existian varias fuentes disponibles para llevar a cabo el
estudio de las razones y las proporciones: en primer lugar, los libros V y VII de los Elementos
de Euclides, en la versiéon de Campano de Novara, escrita a mediados del siglo XIII; también,
la Aritmética de Boecio, que dio a conocer al mundo latino en el siglo VI la teoria de razones y
proporciones de Nicomaco de Gerasa. Bradwardine utiliza habitualmente la Arithmetica de
Jordano Nemorario. Cita también un opusculo del matematico de lengua arabe Ahmad
ibnYusuf (fallecido hacia el 912/913 en Bagdad), traducido al latin en el siglo XII por Gerardo
de Cremona.

Thomas Bradwardine recurre a Campano para dar la definicion clasica de razén como
relacion entre cantidades del mismo género. Siguiendo a Campano, presenta la division de las
razones en racionales e irracionales. Pero se aleja bastante de la linea de su predecesor al
introducir el concepto de denominacion para distinguir estos dos tipos de razones entre si.
Explica, en efecto, que las razones racionales se pueden denominar con un numero, como la
razon doble, entre 2 y 1, que queda denominada por 2, mientras que las irracionales
solamente se pueden denominar mediante otra razén, como la que forman la diagonal y el
lado de un mismo cuadrado, que se denomina “mitad de la razén doble”. Bradwardine no es
mas explicito en esto. De momento nos quedamos aqui, pero veremos mas tarde como Nicolas
Oresme desarrolla su teoria de razones de razones que permite dar un sentido a estas
expresiones.

Bradwardine prosigue dando las definiciones mas clasicas de las razones racionales y las
irracionales: racionales son las que tienen lugar entre cantidades conmensurables, es decir, las
cantidades que se pueden medir con una misma cantidad (por ejemplo 2 y 3 se pueden medir
conel 1, 02v2, V2 y 32, que se pueden medir por \/E),' e irracionales son las razones entre
cantidades inconmensurables, es decir las que no se pueden medir con una cantidad comun
como por ejemplo, 1y V2. Observemos que Bradwardine se aleja de la terminologia euclidea
al calificar las cantidades conmensurables de racionales y las inconmensurables de
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irracionales. Efectiia entonces una identificacién terminoldgica entre las cantidades y las
razones, que solamente es posible si se elige una cantidad de referencia. Si V2 es
inconmensurable con 1, V2 es conmensurable con 2v?2. Tiene que elegir una cantidad de
referencia, como por ejemplo 1, para poder decir que V2 es irracional.

Bradwardine contintia su exposicion tomando de Boecio la divisiéon de Nicoémaco de las
razones racionales en razones de igualdad (entre cantidades iguales) y desigualdad (entre
cantidades desiguales); después, las razones de desigualdad, en razones de desigualdad
mayor (entre Ay B con A > B) y de desigualdad menor (entre A y B con A < B); y finalmente,
las razones de desigualdad mayor en cinco especies:

Razones Multiples: entre Ay Bcon A=nB conn>1

1
Razones superpacientes: A = B + < B conk>1

Razones superparticulares: A = B + SB conp>1,q>1,p<q

1
Razones multiples superpacientes: A = nB + P B

Razones multiples superparticulares: 4 = nB + SB

Da la misma clasificacion en el caso de las razones de desigualdad menor.

La segunda parte del primer capitulo estd dedicada a las proporciones, es decir, a
sucesiones de cantidades que tienen igualdad de razones entre ellas, o de exceso. Asi, las
cantidades A, B, Cy D, con A> By C> D forman una proporcion aritmética si los excesos de A
sobre B y de C sobre D son iguales (A — B = C — D). La proporcionalidad es geométrica si las
razones de A a By de C a D son iguales (A : B = C: D). Finalmente, si se tienen tres cantidades
A, B, C tales que A > B > C y la razoén entre los extremos A y C es la misma que la de los
excesos de A sobre By de B sobre C (A : C=(A - B) : (B - ()), se tiene una proporcionalidad
armonica. La fuente de esta exposicion es la Institucion Aritmética de Boecio.

Prosigue Bradwardine distinguiendo para las proporciones aritméticas y geométricas las
que llama continuas y las que denomina discontinuas. Para ello, cita a Ahmad ibnYusuf. La
proporcionalidad de A, B, C, D es continua cuando A-B=B-C=C-D obien (A:B)=(B: ()
=(C: D). Es discontinuasi A—-B=C-D, pero A-B#B-C, obien que (A: B)=(C:D) pero (A
:B)#(B: ().

Ahmad habia remarcado que, en el caso de una proporcionalidad continua todas las
cantidades deben ser del mismo género mientras que en una proporcionalidad discontinua es
suficiente que lo sean A y B por un lado (por ejemplo, lineas) y C y D por otro (por ejemplo,
superficies).

Finalmente Bradwardine regresa a Euclides cuando presenta las distintas formas de
manipulacion de las proporciones geométricas

La permutacion: si (A : B) =(C : D) entonces (A :C)=(B:D).

La inversion: si (A : B)=(C: D) entonces (B: A)=(D:C).

La conjuncién: si (A : B) =(C: D) entonces (A+ B : B)=(C+ D : D).

La igualdad: se tienen dos series de cantidades A, B, Cy E, F, G tales que (A:B)=(E:F)
y(B:C)=(F:G).
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Anfade una mas, la reinversion: si (A : B) = (C: D) entonces (A+B:A)=(C+D:C).

Tras la exposicion de estas nociones Bradwardine pasa a estudiar algunas propiedades de
las razones y las proporciones, ttiles para su estudio del movimiento, en la tercera parte del
primer capitulo. Para ello se apoya en un pequeio opusculo atribuido erréneamente a Jordano
Nemorario del que extrae una hipédtesis segin la cual si se tienen dos cantidades A y B entre
las que se intercala una tercera cantidad C, entonces la razén de A a B esta compuesta de la
razén de A a C y la de C a B. Se puede generalizar este tultimo resultado intercalando varios
términos intermedios entre A y B. Veremos que esta propiedad juega un papel fundamental
en toda la obra.

Bradwardine introduce también las nociones de “doble de una razon”, “triple”,
“cuadruplo” etc. Explica, en efecto, que si se tienen tres cantidades proporcionales A, B, C con
A>B>C, larazéon de A a C es doble de la de A a B, y que si se tienen cuatro cantidades
proporcionales A, B, C, D con A>B > C> D larazéon de A a D es triple de la de A a B. No hay
que interpretar que el doble de la razén de A a B es dos veces la misma, sino esa razén
compuesta consigo misma; analogamente, el triple de una razoén es esta razén compuesta dos
veces con ella misma, y asi sucesivamente.

Es decir, cuando se dice que la razén octuple es triple de la razén doble no debe
interpretarse que es:

8:1)=(2:1)
en el sentido moderno de las potencias de una fraccion, sino que es:
8:1=(8:4)-(4:2)-(2:1)

Los términos intercalados entre los dos que forman una razén no tienen que ser
necesariamente niimeros enteros:

Cuando se dice que la razén entre la diagonal de un cuadrado y el lado del mismo es la
mitad de la razén doble no debe interpretarse como (2 : 1) * sino como (en lenguaje actual)

2:1=(2:v2)- (V2:1)

Por supuesto, ni Bradwardine ni Oresme se refieren a la media geométrica entre 2 y 1
como V2 sino que consideran la proporcionalidad de segmentos, tal como se expresa en la

figura 5.
D

B
Figura 5: AB : BC=(AB : BD) - (BD : BC) con AB=2BC

En lo que respecta a las razones de razones, Oresme pone como ejemplo la razoén entre la
razon Octuple (8 : 1) y la cuadruple (4 : 1): Comoes (8:1)=(2:1)3y (4:1)=(2: 1)? la razon
octuple es triple de la razén doble, mientras que la razén cuddruple es doble de la razén
doble. Asi, la razdn entre las razones dctuple y cuadruple es la razén sesquilatera:

Volumen VII, Niimero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matematico” | 95


mailto:jtarres@ucm.es

Juan Tarrés Historias de las Matematicas

8:1):(4:1)=3:2

Bradwardine ya habia hablado de una manera implicita de esta cuestion al afirmar:

La razon entre los voliimenes de dos esferas cualesquiera tiene, respecto de la razon de sus
superficies tomadas en el mismo orden, la razon sesquildtera.

Habia probado con anterioridad que la razon entre los volimenes de las dos esferas es
triple de la que hay entre sus didmetros respectivos, mientras que la de sus areas es doble de
la razon de tales diametros.

4. LaLey del Movimiento

Una vez planteadas las premisas matematicas, podemos pasar al estudio de la rapidez de
los movimientos. Este estudio se hace, como ya se ha dicho, en el marco de la filosofia natural.
Thomas Bradwardine cita a Aristdteles, y mas concretamente a su comentarista Averroes, al
enunciar su ley. Espera, en efecto, que su formulaciéon permita resolver las dificultades a las
que no podian dar respuesta las diferentes interpretaciones que se hacian de las afirmaciones
de Aristoteles y de los correspondientes comentarios de Averroes, que expresan que existe
una relacién entre la rapidez y la razon entre la potencia del motor y la resistencia del movil.

Bradwardine lleva a cabo esta tarea mediante la exposicién y la refutacién de cuatro
opiniones adversas, tras las cuales propone una quinta interpretaciéon de los enunciados
aristotélicos.

La primera opinion que analiza Bradwardine es la que Averroes atribuye a Avempace,

que afirma que:

La rapidez es consecuencia del exceso de la potencia del motor respecto de la resistencia
del objeto que se mueve

Esta opinion interpreta que la razon de la que hablan tanto Aristoteles como Averroes es
una razoén aritmética, es decir la diferencia o exceso P — R.
Bradwardine rechaza de un solo golpe la segunda opinidn, segun la cual:

La velocidad es igual a la razdn entre el exceso de potencia sobre la resistencia y la propia
resistencia:

V=((P-R):R)

Para él es inconcebible que la rapidez dependa del exceso de la potencia sobre la
resistencia y no de toda la potencia.

La tercera opinion afirma:
La razén entre las velocidades viene de la razén entre los sujetos pacientes o de los
mdviles, si los agentes o los motores son idénticos (hay que dar por cierto que la razén

entre las velocidades es inversa a la de las resistencias) y que proceden de la razon
entre los agentes si los pacientes son iguales.
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Bradwardine rechaza también esta hipotesis reprochandole en primer lugar su
insuficiencia: no permite tratar el caso general (agentes diferentes, lo mismo que los pacientes)
como deberia hacer cualquier ley del movimiento.

A continuacion da un argumento que se utiliza a menudo contra la ley de Aristoteles, por
la cual un motor puede mover un mdvil de una resistencia tan grande como se quiera sin
importar que el moévil se mueva a causa de una potencia tan pequefia como se desee.

La cuarta opinion,

. rechaza la idea de que pueda haber una razén o incluso un exceso entre la potencia
motriz y la resistencia.

En efecto, para quienes sostienen esta teoria, la potencia y la resistencia no son cantidades,
e incluso, si lo fuesen, no serian del mismo género, por lo que no podria haber ni una razén ni
un exceso entre ellas. Esta opinién se apoya en un comentario de Averroes segun el cual la
potencia no es una cantidad, finita o infinita, pues no es un cuerpo; la potencia se considera
entonces como una forma incorporada a un cuerpo o separada de €l.

Por su parte, Nicolds Oresme comienza su tratado con el enunciado de tres opiniones
acerca de la velocidad de los movimientos:

La primera se corresponde con la primera opinion rebatida por Thomas Bradwardine que
se expresa con la ayuda del exceso respecto de la resistencia.

La segunda corresponde a la tercera opinién que rechaza Bradwardine, que distingue los
casos en que los motores son iguales o bien hay igualdad en los moéviles.

La tercera opinion es la propia ley del movimiento enunciada por Bradwardine. Oresme
afirma que la considera valida y ni siquiera se plantea rebatir las otras dos.

Thomas Bradwardine expone su ley del movimiento por primera vez justo al comienzo
del tercer capitulo de su libro diciendo:

La razon entre las velocidades de los movimientos es consecuencia de la razon de la
potencia del motor respecto de la resistencia del mduvil.

Tras varias consideraciones acaba afirmando:

Las razones de las potencias motrices a las potencias resistentes y la de las velocidades
correspondientes a los movimientos respectivos son proporcionales en el mismo orden y
viceversa. Y debemos entender aqui que se trata de una proporcionalidad geométrica.

La formulaciéon que da Nicolas Oresme de la misma regla al comienzo del capitulo IV de
su libro es diferente, pero equivalente. En ella se encuentra también la referencia al enunciado
de Aristételes, pero la proporcionalidad estd dada en términos de razones de razones (primera
hipétesis del capitulo IV):

La velocidad es consecuencia de la potencia motriz al mévil o a su resistencia. De ahi que

la razon de una velocidad a otra es como la razén de la razén de la potencia de uno de los
motores a su movil respecto de la potencia del otro motor al suyo
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Por lo tanto, cuando la razén de la potencia a la resistencia se dobla en el sentido que han
dado a esta operacion Bradwardine y Oresme, es decir, que la razoén esta compuesta consigo
misma, la velocidad queda multiplicada por dos. Por ejemplo, si una potencia de 4 mueve un
movil de resistencia 1 con una velocidad igual a 3, una potencia de 16 mueve el mismo mévil
con velocidad 6.

En términos actuales se podria expresar esta ley como: V = K - lo gg

En el ambito de su teoria, para dividir la velocidad por dos es necesario que la razén entre
la potencia y la resistencia sea la raiz cuadrada de la razén inicial. Por ejemplo, si un motor de
potencia 1 mueve un moévil de resistencia R < 1 a la velocidad V, el mismo motor mueve a
velocidad V/2 un mévil de resistencia VR < 1 y el mismo motor mueve a velocidad V/4 un
mévil de resistencia VR < 1, y asi sucesivamente. De esta manera, el mismo motor mueve
moviles de resistencias cada vez mayores, pero que se mantienen siempre inferiores a la
potencia del motor.

En la primera parte del capitulo IV propone una serie de conclusiones que explican como
determinar uno de los términos que intervienen en la misma conocidos los restantes. Por
ejemplo, en la conclusidn 6 propone:

Determinar, en los casos en que sea posible, la potencia y la resistencia (salvo un factor de
proporcionalidad) conocida la velocidad

En este caso, supone que la velocidad es conocida gracias a la denominacién de la razén
que la origina. Subraya entonces que existen razones irracionales cuya denominacién es
desconocida (las que son inconmensurables a cualquier razon racional). Ahora, no se puede
determinar la potencia ni la resistencia, pero se puede saber si dicha razén es mayor o menor
que cualquier razén racional dada.

Si la razén que da lugar a la velocidad es racional, es posible determinar la potencia y la
resistencia a partir de la denominacion: En efecto, como la denominacién es de la forma n +
P for s (o .

Jonp<qy los términos que hacen la razén irreducible son ng +p y g, tenemos que la

potencia es ng + p y la resistencia, g.

La influencia de los tratados de Thomas Bradwardine y Nicolas de Oresme, en especial el
del primero, se expande desde el siglo XIV hasta el XVI. A partir de este momento, el estudio
del movimiento va a tomar una nueva direcciéon gracias, entre otros, a los trabajos de Galileo.
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Resumen

Para establecer la no numerabilidad de la recta real no es preciso recurrir a sesudos argu-
mentos adultos, tales como la estrategia diagonal de Cantor. Es tan sencillo como saltar a la
comba, un juego de nifos.

Palabras Clave: Recta real, no numerabilidad, teoria de juegos, sucesiones.

Abstract

As an alternative to the usual proofs, such as Cantor diagonal method, for proving the
uncountability of the real line, we present here an approach involving two children playing a
simple game.

Keywords: Real line, uncountability, game theory, sequences.

El juego

Se empieza eligiendo un subconjunto S del intervalo (0,1). Andrea y Blanca juegan una par-

tida con las reglas siguientes:

En primer lugar juega Andrea, eligiendo un nimero entre 0 y 1,0 < a1 < 1; a continuacién,
Blanca escoge otro ntimero entre 41 y 1, a7 < by < 1, y se van turnando, eligiendo alterna-
tivamente nimeros comprendidos entre los tltimos que se jugaran. Asi, en la jugada n-sima,
Andrea elige a, entrea, 1y b,_1,a,-1 < ay < b,_1 y Blanca responde con un ntimero situado

entrea, y b,_1,a, < by <by_q.

La observacion clave del juego es la siguiente: como la sucesion (a,) es estrictamente cre-
ciente y acotada, tiene un limite, /. También merece la pena advertir que a4, < I < by para

cualquier n.
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Descrita la mecénica del juego, falta decir lo esencial: quién gana. Pues bien, si el limite de
la sucesion (a,), I, estd en S, gana Andrea; en caso contrario, gana Blanca.

2. Estrategias

Como es natural, Andrea procurard escoger los ntimeros 4, de manera que se vayan acer-
cando a algdn ntimero de S, y Blanca tratard de impedirlo escogiendo los b, de tal forma que
corten por su derecha trozos del intervalo (0,1) que eliminen cuanto sea posible del conjunto S.
Como se desarrollan esas estrategias en conflicto dependerd de cuél sea S (y de la pericia de los
jugadores, claro esta).

Por ejemplo, si S fuera el intervalo comprendido entre 1/3 y 2/3, Andrea no debe elegir en
primer lugar un ntimero mayor que 2/3, porque entonces ella misma impide que el limite !
pertenezca a S, ni menor que 1/3, pues en ese caso Blanca podria escoger by = 1/3y ya habria
dejado todo S fuera del alcance de Andrea. En cambio, escogiendo a; entre 1/3 y 2/3, Andrea
se asegura la victoria.

Eso en el caso de que S sea como se ha dicho, pero ;qué sucede en otros supuestos?

La observacion siguiente no puede sorprender: si S es pequerio, Blanca se puede garantizar
la vistoria. Con mds precision:

5i S es numerable, Blanca tiene una estrategia que le garantiza la victoria.

Al ser numerable, sus elementos se pueden escribir en sucesién: s, sy, s3, - - - . La estrategia
de Blanca consistird en asegurarse en cada jugada de ir descartando un término de S; asi, elegira
b1 = s1, salvo que esa jugada sea ilegal, porque su rival haya escogido a; > s1 (en cuyo caso,
Blanca se puede permitir el lujo de elegir cualquier valor licito para by), y en general la eleccién
de b, serd b, = sy si a, es menor, y b, cualquier valor legal (por ejemplo, el punto medio entre
an 'y by—1) en caso contrario.

De ese modo, s, nunca estd situado estrictamente entre a, y b,. Y como hemos advertido
que | siempre estd comprendido entre esos valores, concluimos que I no coincide con ningtin
sn, luego no estd en S y Blanca gana.

Evidentemente, si S es finito, Blanca gana con mads facilidad atn, pues le basta seguir la
estrategia anterior hasta agotar los elementos de S.

3. Conclusion: R no es numerable

La conclusién es inevitable: si S es todo el intervalo (0,1), gana Andrea aun sin atender a
estrategia alguna. Por tanto, el intervalo (0,1) no puede ser numerable, y lo mismo le sucede a
la recta real R.
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Resumen

En esta seccién retomamos la publicacion de los cuentos presentados al Primer
Concurso de Relatos Cortos Matematicos “m-ensa” organizado durante el curso 2015-2016
por el Aula Taller de las Matematicas “m-ensa”. Toda la informacién puede consultarse en
la web del Aula: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas/. En este articulo se
presenta el relato que recibi6 la mencién de honor del jurado en la 2 categoria “estudiantes
de ESO”.

Palabras Clave: Cuentos con contenido matematico

Abstract

This issue continues with the publication of the awarded tales in the First Mathematical
Short Tales Contest “rt-ensa” organized by the Mathematics Museum Workshop Classroom
“m-ensa” during the 2015-2016 course. This tale has been awarded an honourable mention
in the secondary student category. All the information of the contest is available on the
website of the Classroom: http://innovacioneducativa.upm.es/museomatematicas.

Keywords: Tales with mathematical content.

El legado absoluto

“Adolescentes. Hablan de las matematicas como si se refirieran a algo insignificante. No
saben que cuando se les ensefia esta disciplina, aprenden a utilizar su cerebro para cosas mas
tatiles, llenando su mente con infinitos conocimientos, aunque no sepan apreciarlos debido a la
cantidad de hormonas que tienen en el cuerpo. ;Y qué hay de Aristoteles, Newton o Pascal?

Para ellos son simples autores de teoremas que consideran aburridos. Qué ignorantes...”

Y asi, dia tras dia, mi madre repite el mismo discurso, quejandose de los pubescentes, y de
su manera de ver el mundo. Entiendo su estrés y mal humor, ser reina de un lugar como este
no es nada facil. Aquellos que ven nuestro mundo desde fuera, lo describen como un objeto

con teclas que realiza calculos y le han asignado un nombre:
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Calculadora. A nosotros, los habitantes de ésta, nos llaman ntimeros y somos muy
distintos unos de otros. Por este motivo, nos organizamos en dos colonias, racionales e
irracionales, separadas por un gran signo de divisiéon, que tenemos terminantemente
prohibido cruzar, pues crearia un gran desorden en nuestro habitat. La vida aqui dentro es
muy curiosa. Vivimos en casas que fabricamos nosotros mismos con corchetes o paréntesis y
generalmente construimos cubos, aunque hay quienes prefieren utilizar formas mas complejas
y elaboran piramides o prismas de diferentes materiales, logrando resultados bastante
originales. Aunque para inédita la famosa cadena de restaurantes “Cocinando el producto”
cuyo salon nupcial esta adornado con figuras geométricas en color blanco y una lampara
colosal con cinco estrellas de dieciséis puntas. Es tanto un espectaculo culinario como
ornamental.

Tenemos unas grandes centrales con forma de cilindro en la zona periférica de cada
colonia, donde tomamos las decisiones mas importantes de calculo. Se identifican facilmente
porque tienen nombres de matematicos serigrafiados en su superficie y encada entrada, la foto
de los diferentes reyes que dirigieron “La calculadora” afios atras. Como medio de transporte
optamos por unas esferas ahuecadas, donde se han instalado asientos y comandos para dirigir
la velocidad a la que quieras rodar. Dichas esferas se conectan con las multiples ciudades por
una extensa red de funciones y puedes viajar por las lineales y afines, que te llevan de forma
mas directa a tu destino, o puedes elegir parabolas, que dan mas rodeo y se utilizan para fines
turisticos. Pero nuestros visitantes no solamente disfrutan con nuestro peculiar transporte,
también adoran las maravillas arquitectonicas y artisticas. Aqui han triunfado numerosos
artistas y escultores retratando al ocho, al que admiran por la perfeccion de sus circulos, o al 1,
del cual destacan su sencillez. Pese a esto, el nimero mas popular fuera de “La calculadora”
no es otro que el 0, que comenzo una gran polémica al aparecer dispuesto a renovar el mundo
de las matematicas, concediendo entrevistas exclusivas a la prensa rosa, llegando a ser de los
mas poderosos de aqui, pues tenia mas dinero en x que nadie. Te preguntaras qué son las
equis. Es nuestra moneda oficial y es muy peculiar. Para conseguirla, tuvimos que
profundizar en la base de datos de “La Calculadora” y obtener toda la informacion que
pudimos sobre el motivo por el cual existian letras del alfabeto en medio de aquella
inmensidad de nimeros y descubrimos que era la herramienta de pago perfecta. Podriamos
igualarla a 10 y decidiendo el exponente, puede adoptar el valor que deseemos. Por tanto a la
hora de mirar el precio en las tiendas y mercados, lo inico que hay que hacer es calcular una
potencia y jvoila! tienes el precio final del producto. He de afiadir que a pesar del prodigioso
transporte, los exquisitos alimentos gourmet y el éxito de algunos niimeros, hay que ganarse
la vida y no todo es tan idoneo. Desde pequefios vamos a “La ecuacion”, una escuela donde
nos ensefan a situarnos en las teclas de la calculadora y a ejecutar sumas y restas
correctamente. Segin avanza el nivel, conseguimos mas rapidez en nuestras operaciones y las
realizamos con mas precision: todo es cuestion de practica. Pero sdlo los mejores llegan a
conseguir realizar raices, logaritmos y bicuadradas. Incluso, ha habido en nuestra historia
numeros tan inteligentes que han pasado a ser lunaticos, tan obsesionados por prolongarse
infinitamente y ser eternos que se han agrupado formando ndmeros irracionales, como el
famoso sefior Pi. La reina decidié apartarlos de los racionales y no eliminarlos, han perdido la
cabeza pero al fin y al cabo siguen siendo niimeros y los necesitamos como a cualquier otro.
Todos somos imprescindibles. Incluso los nimeros que abandonan la escuela para ganarse la
vida de otras formas, o bien encargandose del mantenimiento o accionando palancas en caso
de problemas para que aparezca en la pantalla “sintax error”. Yo respeto la eleccion de cada
numero, al menos ellos son libres de escoger su futuro, sin embargo el mio ya esta escrito. Seré
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el proximo heredero de uno de los reinos de La calculadora. En unas semanas mi madre me
cedera el poder de la colonia de los racionales y a mi hermano, le corresponderan los
irracionales. El lo tiene mucho mas facil, por supuesto, los irracionales son felices buscando
numeros y no se meten en problemas ajenos a ellos, ya tienen suficiente con sus propias cifras.
El reto esta en mantener bajo control a los racionales, los rebeldes. La mayoria de ellos pronto
pasara a formarse y no solo hablo de instruccion matematica. Los nimeros también tienen
pubertad, y es peor que la de los humanos. Protestan por no tener libertad de calculo y tener
un valor asignado que no han escogido. Comienzan las grandes preguntas de su existencia y
analizan la vida dentro de aquel objeto aparentemente inanimado en el que vivimos. Y lo peor
de todo reside en la ciudad de ntimeros Enteros, que odian su signo y quieren cambiarlo. Si
nacen positivos, no tienen problemas, son mejores vistos y acceden a altos puestos. El
problema esta en los negativos, que son considerados “inexistentes” y cobardes, porque en las
rifilas siempre se esconden entre paréntesis, al tener miedo de que las multiplicaciones y
divisiones le arrebaten su signo. Llevamos casi un afio con estos problemas en la ciudad
“Enteros”, mi querida madre estd agobiada por los problemas y tiene miedo a dejar en mis
manos el reinado. Se equivoca. No tiene motivos para desconfiar, estoy mas que preparado
para ser un buen lider, para aceptar el desafio. No puedo permitir mas discusiones por el
signo porque como continuemos asi, esta disputa durara toda su vida y los nimeros son
infinitos, luego hablamos de un largo tiempo. Solucionaré de una vez los problemas del signo,
demostraré que valgo para dirigir esta colonia. Y entre pensamientos de victoria y liderazgo,
mis parpados se cierran lentamente, avisandome que llega el momento del descanso.

- Buenos dias- una voz dulce y femenina se aproxima para sacarme del profundo suefio en
el que estaba inmerso. Tras sus palabras, se dirige a la ventana y tira suavemente de la correa
de la persiana, permitiendo que entren unos rayos de luz solar que me impidan dormir de
nuevo. Inicio mi camino a la cocina y de pronto mi mente es bombardeada con el sinfin de
pensamientos que tuve ayer. Mi propdsito de ser un nimero de provecho vuelve a colocarse
en primer plano y no estoy dispuesto a retirarlo de esta posicién. Desayuno, me visto y
visualizo mi camino a la sede de los racionales, decidido no a provocar un cambio, sino a ser
el cambio. El camino hasta la central es ameno y disfruto de cada paso. Una vez en la entrada
del gran cilindro, me detengo en las fotos de los anteriores reyes y reinas, imaginando mi
rostro proximamente en uno de aquellos retratos. Entro en la sala de reuniones, llena de
numeros aparentemente sabios e inteligentes. Al fondo, unas camaras de video dispuestas a
retransmitir en todas las televisiones de la ciudad cada palabra de mi discurso. Me subo al
atril y ajusto el micréfono a mi antojo. Toda la sala enmudece y me mira con atencion. Esperan
un sermon con ideas para finalizar los problemas de la colonia “racionales”. Confian en mi y
en mis hipotéticos proyectos, pero les decepciono con mi silencio absoluto. No consigo
articular ni una palabra, no tengo ni la mas minima idea de qué hacer o cdémo solucionar el
problema. La tension me obliga a abandonar la sede, a huir como un cobarde. Al salir, me
golpea en la cara una bofetada de aire frio, haciéndome reflexionar sobre mis actos. Ya no hay
vuelta atras, toda la colonia ha sido testigo de mi fuga y nadie quiere ser regido por una
persona sin planes de mejora. Necesitan a alguien que sepa controlar a los habitantes de la
ciudad Enteros. Me dirijo de vuelta a casa, sumiéndome en la mas profunda tristeza y pienso
en lo desilusionada que se sentird mi madre al ver que mi alegato ha sido nulo. Comienza a
llover. Con cada gota que cae, una parte de mi orgullo cae con ella. Y como me suele pasar en
estas situaciones, empiezo a identificarlas con elementos que me resultan parecidos. Son
lagrimas que resbalan de las mejillas de quien llora, son ... jsignos de valor absoluto! Creia
que no volveria a tener ni un momento mas de lucidez, pero aqui estaba la prueba de mi error.
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Pasar a todos los habitantes de Enteros por la calculadora y anadirles un signo de valor
absoluto a cada uno anularia el signo. Adios a las constantes disputas entre ellos, todos serian
igual de nobles y podrian acceder a los puestos en igualdad de condiciones. Es la solucién
perfecta y la idea mas perspicaz de todas. Estoy dispuesto a reorganizar una rueda de prensa
para dar la noticia a los habitantes de que su futuro rey conseguira vencer.

Hoy es el dia definitivo. Acabo de salir de la sede y he dado un buen discurso,
convincente y con argumentos. Ambas colonias, racionales e irracionales, esperan mucho de
mi y creen en mi propuesta para solventar las dificultades de “Enteros”. Es el momento de
pasar a los nimeros por la calculadora y ejecutar el plan. A la perfeccién es el modo en el que
se desarrolla la operacién y pronto se ven los resultados. Al anadirles el valor absoluto, se
elimina por completo cualquier rastro de positivos y negativos, quedan nimeros equilibrados.
Ocurren cosas inéditas: antiguos negativos aparecen de la mano con antiguos positivos jqué
milagro! El resto de los espectadores me mira con asombro y surgen elogios y halagos hacia
mi. Mi madre se acerca, me planta un beso encada mejilla y murmura: “Mira qué lejos has
llegado a tu corta edad. La lucha hasta encontrar la solucién, el valor absoluto, servira de
ejemplo a las futuras generaciones y sera tu legado. Heredaran la constancia que tuviste y las
razones que te impulsaron hasta dar con la respuesta. Creo en ti y en tu capacidad de
cambiarlo todo.” En ese momento esa frase se hizo permanente en mi memoria. No pude
decirle que fue ella el motivo de mi constancia, fueron los valores que me inculcé los que me
harfan un gran rey, porque estaba conmocionado por sus palabras. O tal vez no quise
decirselo, porque sospechaba que ella lo supo desde el principio.
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Resumen

Este articulo presenta una resefa de la pelicula “Figuras Ocultas” dirigida por Theodore
Melfi, afio 2016. En ella se narra la vida real de tres mujeres afroamericanas que fueron
clave para que el proyecto, protagonizado por el astronauta John Glenn, de realizar la
primera drbita completa alrededor de la Tierra, se llevara a cabo con éxito.

Palabras Clave:Peliculas con contenido matematico.

Abstract

This paper presents a report about the movie “Hidden figures”, directed by Theodore
Melfi on 2016. The film relates the true story of three Afro-American women that worked in
a project whose aim was to perform the first complete spatial orbit around the Earth planet.
The leader of the project was an astronaut named John Glenn but the calculations of the
women were the key of the success of the mission.

Keywords: Movies with mathematics.

1. Ficha técnica

Titulo: Figuras ocultas
Director: Theodore Melfi

Reparto: Taraji P. Henson, Octavia Spencer, Janelle Monae,
Kevin Costner, Kirsten Dunst, Jim Parsons, Aldis Hodge y
Mahershala Ali.

Género: Drama, Biografia.

Pais: Estados Unidos.
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2. Resumen

La historia se desarrolla en Estados Unidos a principios de los afios 60 durante la guerra
fria y en plena carrera espacial de la NASA que en su intento de superar a los rusos busca
mentes privilegiadas para trabajar como auténticos ordenadores humanos.

Esta pelicula, basada en el libro de Margot Lee Shetterly, cuenta la historia real de tres
mujeres afroamericanas. Katherine Johnson, DorothyVaughan y Mary Jackson, victimas de la
segregacion racial,sirviéndose tan solo de sus lapices y unas sencillas maquinas de calcular,
aportaron los calculos necesarios para que el astronauta John Glenn realizara con éxito la
primera 6rbita completa alrededor de la Tierra.

Pero lo realmente sorprendente es que el nombre de estas tres mujeres ha permanecido
oculto para la Historia cuando en realidad su trabajo result6 indispensable en los avances que
permitieron al hombre pisar la Luna.

3. Sobre el director

Theodore Melfi es guionista, director y productor de cine estadounidense.

Su primera pelicula, St. Vincent (2014) estuvo protagonizada por Bill Murray y cuenta la
historia de un nifio de madre separada, victima de acoso en la escuela, que encuentra un
amigo en alguien mucho mayor que él. En este caso en lugar de hablar de la diferencia racial,
se habla de la generacional.

Ahora su ultima pelicula, Figuras ocultas, conté con una nominacién en la 892 edicién de
los Oscar como mejor pelicula, sin llegar a obtener el premio, en una gala que pasara a la
historia por la bochornosa confusion de sobres en la entrega de la estatuilla a la mejor pelicula.

4. Critica y opinion

Siempre he sentido admiracion por las mentes prodigiosas que son capaces de dar sentido
a nuestra existencia. Mentes que crean, construyen, sanan, sienten y que, en definitiva, hacen
que el género humano no sea tan predecible y lo elevan a una categoria superior.

Si no fuera por las mentes prodigiosas, no hubiéramos podido evolucionar hasta el punto
que lo hemos hecho, y el saber es lo que nos hace grandes.

Quiero recomendar esta pelicula porque, entre otras cosas, trata precisamente de eso: de
tres mentes prodigiosas que tienen género, porque son mentes de mujer, y tienen color,
porque son afroamericanas, pero que permanecieron en el anonimato al que muchas veces la
propia ciencia relega a las mujeres.

A lo largo de la Historia, han existido mujeres dedicadas al conocimiento, la investigacion,
el pensamiento... Pero, ;por qué no somos capaces, la inmensa mayoria de nosotros, de
enumerar con fluidez el nombre de al menos diez de esas pensadoras, cientificas,
investigadoras?

Quiza sea por lo de siempre. La ciencia ha sido desgraciadamente una parcela reservada
al hombre y donde la mujer siempre ha estado intentando hacerse un hueco.
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Las Figuras ocultas a las que hace referencia la pelicula, jugaron un papel crucial en la
carrera espacial de Estados Unidos, gracias a sus brillantes capacidades en el campo de la
Geometria Analitica y la Aerondutica. Para ello tuvieron que luchar y reivindicarse en una
sociedad machista y racista, en una época — los principios de los 60 — en la que la segregacion
racial en América era algo natural y asumido.

La pelicula se deja ver con amabilidad por parte del espectador. No deja sitio para la
sorpresa pero si para la reflexion.

El reparto es brillante. Las tres actrices protagonistas logran dar a sus personajes fortaleza,
seguridad, pero al mismo tiempo, les dotan también de sensibilidad y cercania. Porque son
mujeres de carne y hueso.

Por su parte, Kevin Costner, el protagonista principal masculino, hace un papel relevante.
Profesional inflexible y exigente, demuestra ser una persona justa y ecuanime que deja a un
lado los prejuicios sexistas y racistas para convertirse en el auténtico valedor de sus
empleadas.

Su contrapunto — en toda historia debe haber un villano — Jim Parsons, conocido por su
singular Sheldon Cooper en la serie Bing Band, es el prototipo de hombre al que le cuesta
reconocer que una mujer pueda llegar a ser tan inteligente o mas que €l, y personifica la
envidia profesional y la preponderancia masculina en el mundo cientifico.

En definitiva, pelicula reivindicativa que cumple con creces la labor de dar visibilidad a
estas tres heroinas, y muy apta también para ver en familia, porque puede ensefiar a las
nuevas generaciones que todo en la vida es posible con talento, trabajo y teson.
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Resumen

Francesco Mugelli, matemadtico de la Universidad de Florencia, adiestra a jovenes y a sus
maestros en los problemas de matemadticas. Su aficiéon a los problemas y retos de la matema-
tica elemental proviene de la infancia y hay que buscarlo en los libros que se guardaban en el
sotano de su casa. Aqui nos mostrard algunos divertidos secretos de su trabajo en el mundo
juvenil de las Olimpiadas Matemadticas y su funcionamiento en Italia.

Palabras Clave: Olimpiadas Matematicas, trabajo en equipo, retos matematicos.

Abstract

Francesco Mugelli is a mathematician at the University of Florence, expert in the Mathe-
matical Olympiads. His interest in problems and challenges of elementary Mathematics is
coming from childhood and must be sought in the books that were kept in the cellar of his
house. Here he will show us some fun secrets of his work in the youth world of the Mathe-
matical Olympiads, and their functioning in Italy.

Keywords: Mathematical Olympiads, Teamwork, Mathematical Challenges.

Introduccion

Francesco Mugelli naci6 en Florencia hace ya 50 afios, es seguidor (tifoso) de la Fiorentina, el

equipo de su ciudad natal, como yo soy seguidora del Real Madrid, encuentro aqui otra aficién

compartida, el ftbol, ademds de nuestro gusto por las matematicas.

Desarrolla su actividad como investigador en Andlisis Matematico en el departamento de

Matemaéticas de la Universidad de Florencia. Vive a las afueras de Florencia con su novia, Laura,

que lo “soporta” desde hace afios.

Su aficién por las matemaéticas desde la infancia se debe quiza al descubrimiento en el s6tano

de su casa de algunos viejos libros de matematicas. Objetos preciosisimos en afios en los cuales
las tinicas fuentes de informacién eran librerias o bibliotecas publicas. Enseguida la matematica

se transformo en una diversion y los problemas en desafios a “tiltima sangre”.
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De estudiante particip6 en las primeras ediciones de los concursos
organizados por el departamento de Matematicas de la Universidad
de Florencia, de los cuales desde hace casi 20 afios es uno de los orga-
nizadores.

Ya hace algunos afios se ocupa junto con algunos colegas de los en-
cuentros de preparacién del concurso de matematicas para estudiantes
de la escuela superior.

Desde 2006 es miembro de la Comisién de las Olimpiadas de la
Unién Matematica Italiana que organiza la fase nacional de las Olim-
piadas de Matematicas en Italia y varias actividades de formacién para
estudiantes o docentes entre las cuales se hallan los Encuentros Olim-
picos, de los cuales Francesco es el creador y director.

Figura 1. Francesco Mugelli.

1. Una charla sobre Olimpiadas Matematicas

- Francesco, me gustaria que contaras a los lectores interesados qué sentimiento, interés, pasion ...
despiertan las Olimpiadas Matemdticas en Italia.

Las Olimpiadas Matemaéticas en Italia son un movimiento muy amplio que implica a mu-
chisimas personas: cada afio participan en los “Juegos de Arquimedes”, la fase de instituto,
aproximadamente 220.000 estudiantes pertenecientes a casi 1.500 escuelas. De estos, cerca de
10.000 accederdn a la fase siguiente. Al contrario que en Espafia donde, si no me equivoco, las
primeras fases son regionales, en Italia también la fase de instituto se coordina a nivel nacional,
por tanto en todas las regiones de Italia se proponen los mismos ejercicios. Ademas de los chi-
cos, se implican al menos 1 o 2 maestros de cada escuela, como coordinadores locales a los que
hay que afiadir, en la primera fase, los profesores que realizan tareas de supervisién durante la
realizacién de la prueba.

Ten presente que todos los maestros que colaboran en las diversas fases de las Olimpiadas
Matemadticas lo hacen de forma gratuita y voluntaria. Todo lo que hacen, lo hacen sobre todo
porque tienen una gran pasién por los juegos matemaéticos y por las Olimpiadas. Sin embar-
go, hay casos, pocos por fortuna, en los cuales esta pasién se tropieza con la rutina escolar no
siempre gratificante y con colegas poco colaborativos.

Desde el punto de vista de la seleccién de los mejores, la fase local después de todo no sirve
de mucho. Si preguntdsemos a cada escuela que indicase libremente 2, 3 0 5 estudiantes me-
recedores de participar en las selecciones siguientes, probablemente obtendriamos el mismo
resultado con un esfuerzo mucho menor. El valor afiadido de la fase de instituto es la divulga-
cién, la difusién de la cultura matematica, hacer ver a los chicos que las matemadticas no estan
solo hechas de los cédlculos y del dlgebra que aprenden en la escuela. Llevar a cabo una ope-
raciéon de este tipo no es simple, especialmente por lo que se refiere a la redaccién del texto
que si, por una parte, tiene que posibilitar que todos puedan divertirse consiguiendo resolver
algtn problema, por otra, debe salvaguardar el aspecto selectivo produciendo una clasificacién
que no baje el techo de exigencia, de tal manera que nos arriesguemos a que haya demasiadas
personas con la puntuacién méxima, o al menos altisima, y con este baremo no seamos capaces
de seleccionar a los mejores. El problema contrario sucederia si se planteasen unos ejercicios
demasiado dificiles, y este punto de inicio (el suelo del que se parte) haria que muchos tuvieran
una puntuacién muy baja y acabaran muy frustrados y descontentos de la experiencia realiza-
da. Procuramos evitar ambos extremos, sobre todo el segundo para no correr el riesgo de hacer
que las matemadticas resulten antipéticas toda la vida.

Entre los factores a tener en cuenta no estdn solo la edad de los muchachos: el nivel medio
de la preparacion de los chicos en Italia después de todo no es geograficamente homogéneo,

114 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen VII, Niimero 2, Oct’17, ISSN 2174-0410


mailto:herrera.rm@gmail.com

Francesco Mugelli y las Olimpiadas Matemiticas Rosa Maria Herrera

por ello los problemas considerados factibles en algunas zonas pueden resultar dificiles para
los chavales de otras.

Cada afio la Comisién de las Olimpiadas Matematicas prepara por tanto dos textos distintos
para la primera fase: uno para el tramo de edad que comprende 14-15 afios, y otro para tres afios
de los 16 a los 18 afios de edad. Para simplificar la correccién y la asignacién de la puntacién, los
textos se componen respectivamente de 16 y de 20 ejercicios de respuesta mdltiple. Se proponen
5 respuestas y los muchachos deben sefialar la que es correcta.

Los mejores de cada grupo de edad pasan a la siguiente etapa, en la que sin embargo el texto
es el mismo para todos, independientemente de la edad.

Hace algunos afios nos dimos cuenta de que los chicos del primer afio estaban en desventaja
con respecto a los del segundo afio del bienio. La competicién del instituto de hecho se lleva a
cabo en noviembre cuando la preparacién de los chicos de primero es sustancialmente todavia la
de la escuela media (equivalente a la escuela secundaria en Espafia). Hemos pensado introducir
una nueva competicién no de instituto sino provincial, reservada para los chavales del primer
curso y la iniciativa estd teniendo un buen resultado.

En el pasado nos lleg6 también alguna critica sobre el nivel de dificultad del texto, creo sin
embargo que se ha encontrado el equilibrio justo: una cuarta parte de las preguntas son de
nivel curricular, una meta accesible sin embargo no estrictamente estdndar y otro cuarto es més
selectivo. Esta férmula parece funcionar bastante bien.

Me preguntabas acerca de los sentimientos suscitados por las Olimpiadas Matematicas: de-
bo decir que son variados, desde luego es normal que sea asi cuando la base de participantes
es bastante amplia. Algunas escuelas permiten participar solo a los muchachos que se decla-
ran interesados o realizan una preseleccién internamente. Muchas otras, por el contrario, hacen
participar en los Juegos de Arquimedes a la poblacién escolar al completo. Estamos muy con-
tentos de que esto suceda, pero es normal que entre los participantes haya alguno que lo hace
contra su voluntad o a quien no interesa. Por otra parte se ofrece a todos una ocasiéon de tener
una experiencia, después depende de ellos disfrutarla de la mejor manera posible y obtener
provecho.

Pero no hablamos solamente de los chicos: sin los docentes, el movimiento olimpico no
podria existir, al menos con las dimensiones que tiene en Italia.

Ademas de los responsables de instituto de los cuales te hablaba antes, hay casi 200 docen-
tes que coordinan su distrito olimpico, que mas o menos corresponde a la misma provincia a la
cual pertenecen (en Italia hay aproximadamente 100 provincias, mucho més pequefias que las
espafiolas) y no te sabria decir cudntos docentes hay que, por propia pasién y la de los estudian-
tes, organizan jornadas de entrenamiento para sus estudiantes. Se trata de iniciativas nacidas
espontdneamente, gracias a la pasién de los maestros y de los muchachos.

A esto han contribuido mucho, segtn creo, las competiciones de matematicas en equipo. En
estos equipos no concurre el individuo aislado por si mismo, sino que se selecciona un grupo
de 7 estudiantes que compiten representando a la propia escuela. Las competiciones consisten
en la solucién de un cierto nimero de problemas cuya respuesta es siempre un ntimero entero
de cuatro cifras (por tanto no hay eleccién mdltiple) y en la cual se admite, de hecho se prefiere,
el trabajo del grupo. Las competiciones duran normalmente de 90 a 120 minutos, un estudiante
por equipo desempefia la tarea de “consignar” y es él mismo quien escribe la respuesta en una
tarjeta y la consigna en la mesa del jurado que incluye el dato en un ordenador que actualiza la
clasificacién y la proyecta en tiempo real.

Las competiciones en equipo son ajetreadas y espectaculares y han originado nuevos esti-
mulos tanto en los estudiantes como en los docentes creando espiritu de grupo, competitividad
y también alguna rivalidad con las escuelas vecinas.

Las escuelas que participan de modo estable en las competiciones en equipo ya tienen todas
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un entrenador/preparador que las sigue durante el curso. Muy a menudo se presentan a la
competicién vestidos con una camiseta del equipo y, por qué no, también acompafiados por un
séquito de aficionados.

Figura 2. Olimpiadas Matemdticas Italianas. Dos instantdneas de la final por equipos.

- Tras esta interesante y completa descripcion de las Olimpiadas, los docentes de matemdticas que
nos leen pueden corroborar que se trata de una experiencia divertida y positiva, este hecho me invita
al siguiente cuestionamiento, ;serd cierto el terror (miedo) de los estudiantes de la escuela secundaria
a las Matemdticas, como parecen sefialar todos los expertos en psicologia educativa?, ;tii qué opinas al
respecto?

No creo que las Olimpiadas Matemadticas aterroricen a los estudiantes. Como te decia hay
estudiantes que se desinteresan o que se implican de mala gana, pero terror me parece una
palabra exagerada. Puede ocurrir que haya estudiantes decepcionados, o en algunos casos un
poco mortificados que se presentan con ciertas expectativas que no se cumplen, quizd porque
el texto no era adecuado o realmente no estaba a su alcance, pero se trata de una minoria. Esto
le sucedia un poco, como te decia antes, a los estudiantes del primer afio que competian todos
juntos con los de segundo. El problema se atenué bastante cuando introdujimos la competicién
para los estudiantes de primero.

Quiz4 te estds preguntando qué le sucede a los chicos del tercer curso que compiten junto a
los del cuarto o del quinto curso. Pues bueno, no ocurre nada, jva bien asi! Uno de los motivos es
que las matematicas de los tltimos dos afios escolares tienen menos que ver con los argumentos
tipicos de las Olimpiadas. En los tltimos afios hemos tenido varios campeones nacionales del
tercer curso o del cuarto, es decir que a estos niveles se la juegan seguramente con las mismas
armas.

Sin embargo también en Italia se dan situaciones negativas, rara vez a decir verdad, causadas
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principalmente por dos interpretaciones erréneas de las Olimpiadas Matematicas:

1) Las Olimpiadas Matematicas son ante todo un divertimento. Hay personas a las cuales les
gustan las Matematicas y hay a quienes simplemente no les gustan las competiciones Matema-
ticas. Entre estos podria citar a algunos de mis colegas de departamento, todos investigadores
consolidados y de nivel 6ptimo. Por tanto, lo digo sobre todo por los estudiantes, si no se obtie-
ne buen resultado en las Olimpiadas esto no significa que no pueden ser buenos mateméticos en
el futuro, asf como tampoco estd escrito que un campeén nacional de las Olimpiadas o alguien
que haya obtenido la medalla del IMO tenga un futuro ya asegurado como matemdtico. Puedo
citar algunos ex-concursantes pluri-medallistas a nivel internacional que después han escogido
ser médicos o cualquier otra profesién, pero que cuando pueden colaboran con la Comisién
Nacional y contindan divirtiéndose con las Olimpiadas.

- Estoy de acuerdo contigo, las Olimpiadas no son un condicionante del futuro de los escolares y me
parece una buena idea subrayarlo.

2) Las Olimpiadas Matematicas son principalmente una diversién. Sé que ya lo he dicho, pe-
ro es conveniente repetirlo e insistir en ello. Algunos docentes, poquisimos por fortuna, buscan
explotar las Olimpiadas para evaluar el aprovechamiento de los muchachos: en mi opinién, no
hay nada més equivocado. Los chicos a menudo se encuentran con que tienen que improvisar al
afrontar situaciones nuevas. Saber que vas a ser evaluado por el resultado de una competicion
te estropea la fiesta, crea tension, te coarta la libertad y la diversién de intentarlo o experimentar.
iColegas ensefiantes, no cometdis este error! Dejad que los chicos se diviertan, para los controles
hay otras ocasiones.

- Francesco, dado que las Olimpiadas suponen un divertimento en equipo, en cierto modo un juego
de competicion, que requiere uso de la creatividad individual y desarrollo de las capacidades personales
dentro del equipo, en tu opinion: ;fomentan el aprendizaje colaborativo y la inteligencia entre pares?
¢ Suponen, quizd en espiritu, lo opuesto a la idea de examen o prueba, que es propio de una sociedad donde
se compite por supervivencia, no por juego?

Para empezar quisiera precisar que las Olimpiadas son también una diversién en equipo.
Las competiciones individuales son el centro, el motor principal del movimiento olimpico y es
a través de las competiciones individuales como se realiza una primera seleccién para conseguir
los seis que representardn a Italia en el IMO y en otras competiciones internacionales (Romanian
Masters of Matematics, Balkan Matematial Olympiad, EGMO).

Las competiciones en equipo, por otra parte, estdin asumiendo una importancia cada vez
mayor y creo que esto es un hecho positivo. Cada afio participan en la fase eliminatoria mas de
600 equipos. La fase eliminatoria se desarrolla en una veintena de sedes simultdneamente. De
estas un centenar de equipos accede a la final nacional que se desarrolla en mayo en Cesenatico
(en la costa del mar Adriético, hacia el norte de Rimini, en la Emilia-Romana) en la cual se
producen cuatro semifinales y una final.

Quizds habras notado una contradiccién: las semifinales deberian ser dos, jno cuatro! En
efecto, en el pasado eran dos, después el interés fue creciendo, asi como el nivel y el nimero
de los equipos que participan, y con el tiempo las semifinales se convirtieron en tres, después
en cuatro. Mas que semifinales se trata entonces de una segunda fase de calificacion real: la
fase final nacional para los equipos que alberga una participacién de casi 1.000 personas entre
estudiantes, acompafiantes y equipos extranjeros.

Para una escuela organizar un equipo es mucho mds simple que construir una buena indi-
vidualidad: es suficiente encontrar un maestro con un poco de pasién y construir un pequefio
grupo de una decena de muchachos; como en el fitbol, también aqui los estudiantes reservas
son importantes. A menudo sucede que una escuela prepara dos equipos, uno de titulares y
otro de jévenes dispuestos a tomar el relevo de quien se gradda. Algunas escuelas, en las que
hay muchos chicos interesados, también capacitan a 4 o 5 equipos, si bien solo uno llega a la
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fase final.

Para obtener buenos resultados no es suficiente tener muchachos con una buena preparacién
matemdtica. La organizacién interna del equipo es importante, he notado que muy a menudo
el trabajo interno de un equipo se desarrolla por pares: dos muchachos tratan de resolver juntos
un mismo ejercicio porque de esta manera se intercambian ideas y es mds dificil cometer errores.

Solo para hacer de nuevo una comparacién con el fttbol en el cual hay porteros, defensas,
centrocampistas y atacantes, también en los equipos mateméticos de buen nivel cada miem-
bro se especializa en algtin sector (geometria, combinatoria, dlgebra, teoria de nimeros) y con
frecuencia hay un “calculador” es decir una persona rdpida y fiable en los célculos al cual los
demas le pasan ese trabajo. Quien se lo puede permitir ademads tiene a un “Messi”, “Cristiano
Ronaldo” (o a cualquier otro, no nos decantamos por ninguna primera figura en particular, ca-
da cual elige la suya) de la situacién o un organizador que hace de director distribuyendo el
trabajo a los demés segtn la capacidad de cada uno y se pone a trabajar desde el principio en
los ejercicios que pueden marcar la diferencia.

Como ves se trata de un verdadero trabajo de equipo en el que cada uno desempefia su
tarea y el éxito del equipo depende también de cudnto los miembros congenien entre si y sean
colaborativos. Desde el punto de vista didactico creo que un trabajo de grupo asf estructurado
es seguramente alentador.

Como dices, es cierto que nuestra sociedad es principalmente individualista, como son las
pruebas examen, pero la vida no se acaba con un examen, con una licenciatura o con un di-
ploma. Esto solo es el inicio si se piensa bien. En el mundo del trabajo todos tarde o temprano
nos encontramos formando parte de un grupo y debemos coordinar la actividad propia para
alcanzar un fin comun.

UNIONE MATEMATICA ITALIANA ﬂ
PROGETTO OLIMPIADI DI MATEMATICA (”;’9

N

MINISTERO DELL'ISTRUZIONE,
DELL'UNIVERSITA E DELLA RICERCA

ScuoLA NORMALE SUPERIORE

I Giochi di Archimede - Gara Triennio
25 novembre 2015

e La prova é costituita da 20 problemi; ogni domanda é seguita da cinque risposte
indicate con le lettere (A) , (B) , (C) , (D), (E) .

e Una sola di queste risposte é corretta, le altre 4 sono errate. Ogni risposta corretta
vale 5 punti, ogni risposta sbagliata vale 0 punti, ogni problema lasciato senza
risposta vale 1 punto.

e Per ciascuno dei problemi, devi trascrivere la lettera corrispondente alla risposta
che ritieni corretta nella griglia riportata qui sotto. Non sono ammesse cancellature
o correzioni sulla griglia. Non é consentito 1'uso di alcun tipo di calcolatrice o di
strumenti di comunicazione.

Il tempo che hai a disposizione per svolgere la prova & di 2 ore.
Buon lavoro e buon divertimento!

Figura 3. Encabezamiento de una prueba.

Pensando también en el fatbol, tengo en mente varios jugadores técnicamente buenisimos,
también italianos y espafioles, que habrian podido vencer muchisimo pero que sin embargo se
han cedido a equipos menores porque no se adaptaban a trabajar grupalmente. Saber colaborar
es importante en cada ambiente; hablas de competencia para la supervivencia, pero estar habi-
tuado a trabajar en un grupo estructurado es seguramente un arma afiadida, no veo ninguna
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contradiccién.

- Estoy de acuerdo contigo una vez mds, no pretendia contraponer de modo forzoso la competencia in-
dividual con el trabajo en equipo como aspectos de la misma realidad excluyentes “per se” forzosamente,
queria destacar las contradicciones de las conductas sociales que tantas veces se trasmiten a la educa-
cion de los escolares donde, en no pocas ocasiones, se fomenta y se premia mds el individualismo que la
cooperacion racional y bien estructurada.

- Francesco, a continuacion seria interesante que nos explicases detalladamente cualquier aspecto
que consideres interesante con respecto, por ejemplo, a la formacién de los docentes que se ocupan de las
Olimpiadas, también seria muy iitil y valioso que nos describieras brevemente la estructura de las fases de
cualificacion individual, y tal vez contaras con algiin detalle como se desarrolla la fase final; obviamente
también cualquier otro aspecto que tii consideres de interés, para que los lectores adquieran una vision
global de las Olimpiadas Matemdticas.

La organizacién de las competiciones es solo un aspecto, aunque sea el principal, del movi-
miento olimpico en Italia. Como te mencioné al inicio de la entrevista la base de los participantes
es muy amplia y difusa sobre todo el territorio. Las dos primeras fases de calificacién (de institu-
to y distrito) se desarrollan a mitad de noviembre y a mitad de febrero y utilizan un texto dnico
nacional preparado por la Comisién de la que formo parte. De estos dos niveles de seleccién
salen los 300 finalistas nacionales.

Las personas clave de estos dos niveles de seleccién son los Responsables de Distrito de los
docentes de escuela que se ocupan de la gestién de su distrito. Los Responsables de Distrito se
eligen entre las escuelas del distrito propio y se renuevan o confirman cada tres afios. Su tarea
es seleccionar los estudiantes que se admiten en el equipo del distrito y sefialar en la Comisién
Nacional a los estudiantes que participardn en la final nacional. ;Pero cudntos estudiantes se
admiten en la final de cada distrito?

Primero de todo, visto que se trata de Olimpiadas, a cada distrito se le garantiza al menos
un representante en la final. Por otra parte, los estudiantes medalla de oro (la medalla de oro
espera a 1/12 de los participantes por tanto mds o menos son 25) del afio precedente y que atin
no son diplomados se admiten por derecho en la final. Para asignar los puestos remanentes
con criterios de equidad tenemos en cuenta el nimero de escuelas que participan y el puntaje
obtenido en la final en los afios precedentes por los estudiantes de cada distrito y las cuotas se
asignan utilizando el algoritmo de Hondt. [https:/ /en.wikipedia.org/wiki/D’Hondt_method].
El principio es similar al de cuotas de la UEFA o el nimero de equipos que de cada nacién se
admiten en las copas europeas.

Este mecanismo estimula a los Responsables de Distrito a elegir al mejor de los muchachos
para la final nacional para ganar o mantener la cuota y no perder puestos para el afio siguiente.

Otro aspecto de este mecanismo perverso de cuotas es que cada distrito es estimulado a pre-
parar de la mejor manera a los chicos propios organizando cursos de entrenamiento. Para hacer
eso solo sirven ensefiantes bien preparados. La Comisién de las Olimpiadas pone a disposicién
un cierto nimero de colaboradores (normalmente estudiantes universitarios ex-concursantes
de alto nivel) que cada afio recorren Italia para desarrollar talleres locales en los diferentes dis-
tritos. Las solicitudes siempre van en aumento y los recursos humanos desde hace algunos afios
se han vuelto insuficientes. La solucién ha sido tratar de formar docentes de escuela voluntario-
sos (jpor fortuna hay muchisimos!) que proporcionan su conocimiento y material para ponerlo
a disposicion de la organizacion de nivel de base sin pedir ayuda a la Comisién.

Ademas desde 2009 existen los Encuentros Olimpicos [2], un taller de 4 dias que normal-
mente se desarrolla en octubre, en la cual participan hasta 80 docentes. Tras ellos hay muchos
Responsables de Distrito pero también docentes que se aproximan por primera vez a las com-
peticiones matemdticas. Todas las intervenciones se registran por audio y video y se ponen a
disposicién en red, lo mismo que todo el material impreso distribuido. En la actualidad hay
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disponible aproximadamente 120 horas de video accesibles para todos, docentes y estudiantes.
La participacién no solo es gratuita para todos, sino que también se cubren parte de los gastos
de alojamiento de los Responsables de Distrito que participan.

La fase final se desarrolla a principios de mayo en Cesenatico y se trata de una verdadera
proeza para los miembros de la Comisién. El viernes por la mafiana se desarrolla la final indi-
vidual. Después de comer sin embargo se desarrollan las cuatro semifinales para los equipos.
Al mismo tiempo Comisiones y colaboradores corrigen los 300 exdmenes elaborados por las
individualidades continuando sin interrupcién hasta que se acaba el trabajo (a menudo hasta
la noche cerrada). El sdbado por la mafiana se celebra la final por equipos que por tradicién
es temadtica: el staff se viste con trajes inspirados en alguna pelicula, dibujo animado o libro:
Reservoir Dogs (Tarantino), Alice in Wonderland, Dragonball, Star Wars, Pirates of the Caribbean ...

Después de comer, entrega de premios de los equipos y reuniones variadas con los Respon-
sables de Distrito, el domingo por la mafiana todo se concluye con la entrega de premios a las
individualidades.

Cada afio el cansancio es enorme, con la preocupacién de que toda la maquina organizativa
funcione bien, pero al mismo tiempo es muchisima la satisfaccién por el trabajo hecho.

- Francesco, los links a los videos que proporcionas a nuestros lectores (véanse las referencias) dan
una vision interesante y simpdtica del ambiente en las Olimpiadas. Un ambiente entre festivo y épico,
esto iltimo debido a la miisica utilizada en el montaje. Realmente resultan muy motivadores para las
futuras generaciones de jévenes estudiantes.

Es verdad, iel espiritu es exactamente este! La final nacional, sea individual o en equipo
se desarrolla en el mismo lugar y en los mismos dias (hay muchos chicos, tanto concursantes
individuales como miembros del equipo de su escuela). Hay mds de 1.000 muchachos entre
alumnos individuales y de equipos, la atmésfera es la de una gran fiesta.

- Me ha llamado la atencion uno de los videos en que aparece una chica, que dice mds o menos: “no me
gustan especialmente las matemdticas pero si me gusta el desafio”. También me parece, en general, que hay
mds muchachos que chicas que participan. Quizd sea solo una impresién, no sé ... ;Cémo es la relacion
de las chicas con las Olimpiadas Matemdticas?, ;estdn interesadas, les gusta competir?, ;participan con
un entusiasmo similar a sus colegas masculinos?

La impresién que has obtenido es exacta. Entre los participantes en la final individual, las
chicas son siempre entre el 5 y el 10 %, jpoquisimas! El problema no es solo italiano: Inglaterra,
Francia y varios paises del Este tienen mas o menos el mismo porcentaje. ; En Espafia cémo va?
¢Tienes algtn dato?

- Respondiendo a tu pregunta, me temo que el porcentaje en Espafia es similar, solo una chica entre
los 10 finalistas del afio pasado, leo en las pdginas oficiales de las Olimpiadas, y no encuentro, aunque
busco, datos mds alentadores.

La chica de la que hablas es una excepcién: normalmente a las chicas les gusta la matematica,
pero no se sienten atraidas por el desafio, la competicién y por tanto no participan incluso
aunque, quiza, son mejores que sus comparfieros.

- ¢ Para afrontar esta situacion se ha tomado alguna medida en Italia en particular, o dado que se trata
de un problema comiin a todos los paises hay alguna iniciativa o movimiento para animar a las chicas a
participar mds activamente en las actividades matemdticas?

Como te decia, en efecto el problema también se da a nivel internacional, hasta tal extremo
que por iniciativa de los ingleses, en 2012 naci¢ el EGMO https://www.egmo.org/, una com-
peticion europea reservada para las chicas. Espafia ha participado este afio (2016) por primera
vez. La esperanza es que, incluyendo a las chicas en un ambiente menos competitivo, con los
afios se apasionen un poco més con el torneo y el porcentaje poco a poco se equilibre.

El problema es serio: los equipos que participan en el IMO, la fase internacional de las Olim-
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piadas, estan formados por 6 chicos o chicas. Los equipos que participan en el EGMO por el
contrario tienen solo 4 miembros. ;Por qué? Porque por otra parte, muchos paises, quizd inclu-
so Italia, no serfan capaces de completar el equipo si no fuera mediante la colocacién de muchos
miembros de bajo nivel.

En la final nacional de este afio han participado 17 chicas de 300 concursantes. Las 4 chicas
seleccionadas para la EGMO han ido bastante bien y han terminado en los 60 primeros puestos
de 300.

Después de ellas solo otras 2 han obtenido resultados suficientemente aceptables incluso
alcanzando un lugar cerca de la posicién cien, pero ya la séptima chica obtuvo solo 10 puntos
sobre 42 situdndose en el lugar 179 de 300. No obstante 8 chicas tienen menos de 6 puntos sobre
42.

- En mi opinion, Francesco, quizd el secreto del menor éxito de las Olimpiadas entre las chicas estd en
su estructura, no sé explicarlo bien, y no me refiero absolutamente al sexismo, eso seria una simplificacion
muy boba, hoy en dia nadie duda de la capacidad de las chicas para el pensamiento matemdtico o cientifico,
lo que ocurre quizd (aunque no estoy segura) es que las estructuras que sustentan el mundo en general
casi siempre estdn hechas sin haber considerado a las chicas y las Olimpiadas no son una excepcion, no sé
si estoy expresando bien lo que quiero decir.

- Por eso tal vez no sea mala cosa pensar otro tipo de colaboracién en equipo con algunos otros matices
(aunque no esté todavia clara la idea y la forma de llevarla a cabo hay que hacer probar ensayo-error,
tal vez) que sirvan para potenciar cualidades que no son las habituales asociadas a la competicién en el
sentido mds antiguo de la palabra, por eso quizd el EGMO es un buen comienzo, pero seguramente habrd
que seguir experimentando en otras formas de implicacion femenina, no sé si es una idea confusa.

Esta vez soy yo quien estd de acuerdo contigo. Te confieso que la primera vez que escuché
hablar de las EGMO me quedé un poco perplejo. Si se hablase de “levantamiento de pesas” esté
claro que las chicas no pueden participar en la misma competicién que los muchachos, pero con
las matemaéticas no es el caso. Por tanto, ;son en realidad necesarias las EGMO? ;Serviran para
algo o llegaran a ser en realidad parte del problema? No sé responder a estas preguntas pero
creo que hay que hacer una prueba. Mi experiencia es que las EGMO desempenan una funcién
de catalizador y que, tal vez tras 20 afios, una vez agotada su funcién, no serdn necesarias y se
transformaran en un campeonato europeo (jque de momento no existe!) abierto a todos, chicos
y chicas.

En la competicién por equipos las chicas estdn presentes en un porcentaje un poco mas
alto por tanto quizas tienes razon, las chicas agradecen maés el trabajo en colaboracién. Quizds
por ello, se nos pidié organizar una competicién para equipos femeninos y hemos decidido
probar: la primera edicién serd el 20 de enero préximo. Los grupos mejores accederdn a la final
nacional por equipos, en la cual participardn los equipos mixtos. Tras algunos afios, cuando
haya elementos para evaluar, te contaré.

2. El proyecto Angolo Acuto (Angulo Agudo): 1a historia de una
revista de juegos matematicos y el maestro italiano que la
impulsé

- Entre las actividades de preparacion de las Olimpiadas, que invito a los lectores a examinar a través
de los links que aparecen en las referencias que envias [1], [2], [3], me interesaria que comentaras un poco
el proyecto Angolo Acuto, sobre todo porque me parece una historia bonita que muestra algunos aspectos
de la labor diddctica de los maestros y profesores que nos precedieron.

Angolo Acuto es un proyecto, no mio evidentemente, iniciado ya en 1949 por Giuseppe Spi-
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zione aurea del segmento MF. ha la seguente rela-

zione:
A D
A
M N E
o) £ 0G !
D + o + =
B c AD BE Ce6
(continua a pag. 8)
Abbonamento annuale L. 1000. Un fascicolo L. 150.

Abbonamento sostenitore da L. 1500 a Lire 5000.
Ogni appassionato invii la sua quota, secondo le sue possibilita,
affinche ANGOLO ACUTO possa migliorare e aumentare il numero delle pagine.

Labbonamento ¢ annuale ¢ decorre da gennaio: i nuovi Abbonati hanno diritto a ricevere
i fascicoli arretrati.

Figura 4. Una cubierta de la revista de diddctica matemdtica “Angolo Acuto”.

noso, un profesor que ensefiaba en una escuela de Pescara (regién de los Abruzos), ciudad
situada en la costa del mar Adriatico. En Italia ya en el 1800 existian algunas revistas de juegos
matematicos dedicados a estudiantes de la escuela secundaria (14-18 afios). Giuseppe Spinoso,
en su etapa de estudiante (1930-1935) participaba en los concursos organizados en la revista y,
una vez se convirti¢ en ensefiante cre6 Angolo Acuto que proponia problemas y publicaba las
soluciones de los mejores estudiantes. La revista se imprimia de modo artesanal en heliografia
en la terraza de su casa y las copias se enviaban a mano por correo postal a quienes las pedian.
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En 1953 Angolo Acuto se convirtié en una columna de Archimede (Arquimedes), una revista
de difusién nacional que todavia existe hoy, pero tras algunos afios se suspendi6.

Mientras tanto Spinoso y su familia se mudaron a Florencia. La publicacién se reanud6 en
1970 y continu6 hasta 1980 cuando Spinoso, ya pensionista, suspendi6 la publicacién.

Giuseppe Spinoso murié en 1982. Su mujer propuso al “Istituto di Matematica” (Instituto
de Matematicas) instituir en memoria de su marido una competicién de matematicas para los
estudiantes de la escuela superior.

Al afo siguiente se cre6 el Premio Spinoso, o sea la competicién matemaética del Departa-
mento, que existe todavia hoy. La competicién es por tanto hija de Angolo Acuto; con los afios
se ha ido transformando y el nivel de dificultad se ha elevado también porque los participantes
cada afio son mejores.

Quiza habras notado que en un link [1] de los que te he enviado hay varios ntimeros de
Angolo Acuto en formato pdf. La familia Spinoso regal6 al Departamento de Matematicas una
coleccién completa de todos los nimeros publicados entre 1970 y 1980. A ratos estoy digitali-
zando todo el material. Los originales se imprimieron en ciclostil, una maquina usada en los
afios 70 y 80 para imprimir pasquines y folletos jtambién por grupos revolucionarios e incluso
terroristas!, por tanto no se trata solo de hacer los escaneos sin también de limpiarlos de todas
las manchas de tinta. Es un trabajo lento, poco a poco espero que llegaré al final.

3. Comentarios finales

- El tema es apasionante y por mi parte podria continuar indefinidamente charlando con Francesco
desde su profundo conocimiento, entusiasmo e interés en el asunto; al ser un gran conocedor podria
animar la lectura con anécdotas simpdticas, o profundizando en los aspectos mds técnicos del proyecto,
en fin en la filosofia del mismo, para ello le emplazo amablemente a continuar las charlas matemadticas en
articulos sucesivos, como ya hemos hablado. Por mi parte nada mds que agradecerle la colaboracion y el
buen dnimo. Este didlogo que el lector encontrard en espafiol en realidad es bilingiie (italiano/espafiol) y
se ha desarrollado entre Florencia y Madrid.

- No sé si Francesco quiere afiadir algo mds, en ese caso le invito a continuar yo me despido aqui,
jhasta pronto!

Quisiera agradecer a Rosa la oportunidad que me ha dado de hablar de las Olimpiadas
Matematicas en Italia. En realidad podria continuar hablando de Olimpiadas todavia mucho
mas. Ocuparse de competiciones matematicas puede ser una tarea agotadora, pero también
llena de satisfacciones no solo si se alcanzan buenos resultados internacionales, sino sobre todo
viendo que, en cada nivel, los muchachos se divierten y quizd un poco también se apasionan
por la materia. La colaboracién con Rosa, escribiendo cada uno en su propia lengua, ha sido
agradable e interesante, estoy seguro de que en el futuro encontraremos el modo de repetirla.
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