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Resumen

En este articulo se resuelven en los enteros gaussianos algunas ecuaciones diofanticas
conocidas.
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Abstract

In this paper we search for solutions in Gaussian integers to some known Diophantine
equations.

Keywords: Number theory, Diophantine equations, Gaussian integers.

1. Introduccion

El estudio de las ecuaciones diofanticas es una de las ramas mas fructiferas de la Teoria de
numeros. Una ecuacion diofantica es una ecuacion con coeficientes enteros a la que se buscan
soluciones enteras.

Una de las ecuaciones diofanticas mas conocida es la ecuacién de Fermat: x"+y" =z" (1).
Fermat conjeturé que no existen soluciones enteras no triviales a su ecuacion si el exponente n
es mayor que 2 (para n=2 existen infinitas soluciones enteras, las ternas pitagoricas), conjetura
probada por Wiles en 1995 [1].

Se han realizado diversas generalizaciones a la ecuacion (1), una de ellas consiste en afiadir
una variable a la derecha: x" +y" =z" +u"(2), ecuacién que da lugar a nimeros que se pueden

expresar como suma de dos potencias n-ésimas de dos formas distintas.

Para n=2,3,4 existen soluciones paramétricas a la ecuacion (2) que dan lugar a infinitas
soluciones enteras de la misma (en el caso n=4 no da lugar a todas las soluciones enteras), en
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cambio para n =5 no se conoce ninguna solucién entera no trivial a la ecuacion (2) y se conjetura
que no hay ninguna [2] (un estudio del niimero de soluciones en media de la ecuacién (2) para
N >4 se encuentra en [3]

Una generalizacion de la ecuacidn (2) es transformarla en sistema:
n n n n n n
X +YL =X Yy == X+ Y (3)

Este sistema da lugar a nameros enteros que se pueden expresar como suma de dos
potencias n-ésimas de k formas distintas. En el caso n=4, k=3 no se conocen soluciones
enteras no triviales al sistema y se conjetura que no hay ninguna [4].

En este articulo hayamos soluciones a (2): n=5 y (3): n=4 en un contexto mas débil, ya
que son soluciones en enteros gaussianos y, en el caso del sistema, afladimos una variable mas
.z 4 4 4 4 4 4 4 4 4
en cada ecuacién: xj +y; +z; =X, + Y, +2, =...= X, + Y, + 2, (4).

Los enteros gaussianos son una extension de los enteros introducida por Gauss como una
herramienta para, entre otras cosas, resolver ciertas ecuaciones diofanticas mediante
factorizacion gaussiana. Son los nimeros de la forma a+bi donde a,b son enteros, i es la
unidad imaginaria. Al tener dos variables: parte real y parte imaginaria, es mas factible que una
ecuacion ¢ sistema diofantico tenga soluciones en los enteros gaussianos.

Para resolver el sistema (4), resolveremos primero el siguiente sistema diofantico auxiliar:
XY+ =ut xg Yz =ut Ly 2z =ut

El caso k=1de este sistema es la conocida como ecuacion de Euler, que es otra

generalizacion de la ecuacion de Fermat de grado 3: Euler conjeturd que, al igual que es

imposible expresar un cubo como suma de dos cubos, es imposible expresar una potencia cuarta
como suma de tres potencias cuartas.

Elkies refuto esta conjetura en 1988 encontrando una solucion entera no trivial a la ecuacion
de Euler y demostrando que habia infinitas soluciones de este tipo [5].

La estructura del articulo es la siguiente: en la seccion 2 damos una solucion paramétrica
en enteros gaussianos a la ecuacion (2), en la seccién 3 damos algunas soluciones en enteros
gaussianos al sistema (4) y en la seccion 4 comentamos futuras aplicaciones de los métodos
utilizados en las secciones anteriores.

2. Laecuacion de grado 5

Para resolver la ecuacién (2) para n=5, realizamos el siguiente cambio de variable:
x=at+c, y=bt+d, z=bt+c, u=at+d. Notese que los coeficientes de t y los términos

independientes forman dos soluciones triviales de (2): (a, b, b, a), (c,d,c,d). Esto hace que al

sustituir en (2) y pasar todo a un lado obtengamos un polinomio en ¢ de grado 4 sin término

: . : e ; . —C—d
independiente, que tiene la raiz trivial 0 y otra raiz racional: t=—b que da lugar a una
a+

solucién trivial de (2), ya que es de la forma (x,—x, z,—2). El polinomio en t de grado 2 restante

tiene como discriminante:

(ac + bc + ad + bd)? — 4(a? + b?)(c? + d?) (5)
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Buscamos ¢ para que la expresion de (5) se anule y asi las raices restantes no tengan
radicales, lo que da lugar a una nueva ecuacion, en ¢, de grado 2 de discriminante:

—a*d? + 2a3bd? — 2a?b?d? + 2ab3d? — b*d?(6)
Observamos que parad =b, (6) se transforma en —2(a — b)?*b?(a? + b?).

Entonces si buscamos una solucién a la ecuacién diofantica de grado 2: a?+b? =2u?(7),

tenemos que, para dicha solucién, el discriminante es de la forma —vZcon ve N, lo que da
lugar a soluciones complejas con coeficientes racionales a la ecuacién en ¢ y consecuentemente
a raices complejas con coeficientes racionales del polinomio inicial de grado 2 en t. Sustituyendo
en el cambio de variable estos valores hallados, quitando denominadores y factores comunes
(puesto que la ecuacién (2) es homogénea) y desarrollando en los complejos, obtendremos una
solucion en enteros gaussianos de (2).

Una solucién paramétrica de (7) es a = —m?* — 2mn + n* + 4mo — 20%,b = m? — 2mn —
n? + 4no — 20%, con m,n,0€ Z que lleva a la siguiente soluciéon paramétrica en enteros
gaussianos de (2) utilizando el procedimiento expuesto:

{x =m? —mn —mo + no + i(—mn — n? + mo + 3no — 202?),
y=mn—n?—mo +no +i(m? + mn — 3mo — no + 20?),
z=m?+mn — 3mo — no + 20% + i(mn — n? — mo + no),

u = —mn—n?+mo + 3no — 20? + i(m? — mn — mo + no)}

Tenemos por tanto el siguiente resultado:

Teorema 1. Existen enteros gaussianos que se pueden expresar como suma de dos potencias
quintas de enteros gaussianos de 2 formas distintas.

Observaciones:

1) Las soluciones de (2) cumplen que z=iy, u=iX, donde la barra es conjugacion, por lo que

el entero gaussiano que puede expresarse como suma de dos potencias quintas de dos formas
distintas tiene igual la parte entera que la imaginaria, ya que si lo llamamos a+bi, cumple que

a+bi=2>+u’=i ()'(5+)75):i(a—bi)=a:b.
Entonces si renombramos X-—X+Yyi, Y—>zZ+Ui, tenemos que hemos encontrado
incidentalmente una solucidn paramétrica a la siguiente ecuacion diofantica de grado 5:
Re((x+yi)5+(z+ui)5)—lm((x+yi)5+(z+ui)5)= 8)
=x° -y +2°—uP+5xy* +5zu -5x* y-5z* u+10x% y* +10z° u® -10x3 y? -10z°u® =0
La solucion parameétrica es:
{x =m? —mn —mo +no,y = —mn —n? + mo + 3no — 202,
z=mn—n? —mo +no,u = m? + mn — 3mo — no + 20?%}
Donde m,n,0oe Z

2) La solucion de (8) parametriza también la siguiente variedad de dimension 2 contenida en
®):{x—y+z-u=0,x(y+2)—(y—2)z=0}, lo que nos indica que se puede obtener la
siguiente solucién mas sencilla (dos parametros) de (8):
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x=@-9qgy=p(+q),z=q(+q),u=p(q—p)}, que con la observaciéon 1) da la
siguiente solucién mas sencilla de (2):

x=@-9q+tip+q,y=q@+q +ip(q—p)z=p(q—p) +iqp+q),
u=pP+q)+i(p—qq} con p,qe Z
Ejemplo

Para valores pequenos de los parametros en la primera solucién: m=1, n=2, 0=3,
obtenemos la siguiente solucion primitiva (sin factores comunes) de (2):

{x=2-3i,y=1+6i,z=6+i,u=-3+2i}. Esto da el siguiente entero gaussiano
expresable como suma de dos potencias quintas de dos formas distintas:

6243 + 6243i = (2 — 30)% + (1 + 60)5 = (6 + 0)° + (=3 + 20)°
Tenemos entonces la siguiente solucion de (8): {x = 2,y = =3,z = 1,u = 6}, es decir:

6243 = Re((2 — 305 + (1 + 60)°%) = Im((2 — 305 + (1 + 60)%)

3. Elsistema de grado 4

Para resolver el sistema auxiliar (ver la introduccién), necesitamos el siguiente lema
demostrado en [6] y [7] utilizando técnicas similares a las mostradas en la seccién 2.
Lemal

Si (g, f,g,h) es solucion de la ecuacién diofantica ix* +jy* +kz* +1u* =0 (9), entonces

también lo es:
(x = e(4e2F6 g2 h2j\[TRI(—g*k + h*D) + F*j(g*k — R*D?(g*k + h*D) + g*R*kL(g*k + h*D)?
+ F5j2(g%k? — 6g*h*kl + h12)),
y=f (466f2g2h2i,/ijkl(g4k — h*l) — 3g*h*kl(g*k + h*1)?
+ £4i(g*k + h1) (%K — 10g*h*kL + hP12) + 92 (g°k? — 6g*h*Kl + h*12)),
z=g (—Bezfﬁgzhejl ijkl — 4e*f2g2hoL/ijkl(g*k + h*1) + g*h*kl(g*k + h*1)?
+ £32(g%K2 + 6g* Rkl — 30°1%) + f4j(g*k + h*)(g°k? + 6g*h*kl — 3K°1%)),
u = h(8e2f6 goh?jk [Tk + 4e?F2 g2k JTkL(g*k + h*D) + g*R*kL(g*k + h*D)? — F4j(g*k
+h*D)(39°Kk2 — 6g*R*kl — RBI12) + 82 (~3g%k? + 6g*h*kl + h®1%))}

Observacién: Entonces si los coeficientes enteros i, j,K,| cumplen que i jkl=-v? con ve N,
la solucién del lema 1 da soluciones en enteros gaussianos a (9) (si i jkl es un cuadrado

perfecto, las soluciones serian enteras).

Vemos ya el procedimiento. Partimos de la solucion mas pequena a la ecuacion de Euler,
encontrada por Roger Frye en 1988 [8]: 95800 +217519* + 414560 = 422481". Observamos que

si multiplicamos a los dos lados por p* se sigue cumpliendo la igualdad:

p* 95800* + p* 217519* + p* 414560* = p* 422481*, 1o que da la solucién:
% = p95800, y;, = p 217519, 7, = p 414560, u = p 422481.
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Buscamos ahora X,, Y,, Z, tales que:
Xd+yd+28 = p* 422481° > X +y4 + 28 + (- 4224814 p* = 0 (10).

Pero esta es una ecuaciéon del tipo (9) con i=j=k=1, | =-422481", que cumplen la

condicién 1 j K| =-v°, luego iterando con la solucion:

e=95800, f =217519, g = 414560, h =1, llegamos a una solucion en enteros gaussianos de la

ecuacion por el lema 1 y su observacion. Quitando los factores comunes de las componentes de
la solucién y multiplicando por el conjugado de la cuarta componente de la solucién para que
p sea entero (se puede porque la ecuacion (10) es homogénea), llegamos a la siguiente solucion

de (10):
{x2

= —232674601406586706952328509892257213985678816305719033589065859400
—544274656369015465903981796172592217073718058241135926657539200004,

y2
= 160715108449256615936096471585923721160932470224641226789547723839
+ 1333340605964306105238050409698642440874611730661389741629440000001,

z2

= 353747746544407098790044432971214401466700318746100833334646331360
— 18588966478580285189929426649319927143076431841233122643648256000i,

p = 836589251364221086185380759264414618611461972532093505479281}

Sustituyendo el valor de p obtenido en X, y;, z;,U, completamos la solucién del sistema
auxiliar, lo que lleva a una solucién del sistema (4) para k=2.

Esto da un entero (una potencia cuarta) que se puede expresar como suma de tres potencias
cuartas de enteros gaussianos de dos formas distintas (una de ellas con enteros).

Observacidén: Se puede iterar el procedimiento partiendo esta vez de la solucion x,, Yy, Z,,U
(si partimos de X, ¥;,2;,u obtenemos p=1 y la solucién seria la misma) para encontrar una

solucion del sistema (4) para k=3. El nuevo p con el que multiplicamos las soluciones
anteriores seria:

p = 810241954754962931444186919515309607152424292755115316715919909575522747547649529426004692
3169636344136758331731941952807653986002902607055688063507267310815348260313622343101400261
815450721951415557896312277117042798643685884426094944756468775815484757584877926219088184
2732549244361238372802926321045110052264311275663620350143056326236118636905512923297614056
7060136011321361923258175541076494616079768469636138377590773632466662076259684096039494219

80269932733541771406318805946734607814152183237769112397141381294755773710158443033769

Hemos obtenido por tanto el siguiente resultado:

Teorema 2. Existe un entero que se puede expresar como suma de tres potencias cuartas de
enteros gaussianos de tres formas distintas
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4. Lineas futuras de investigacion

La continuacion natural a este trabajo seria encontrar soluciones no trivialesen enteros a la
ecuacion (2) para n=5 y al sistema (3) para n=4. Sin embargo estas lineas de trabajo son
demasiado ambiciosas, ya que, como se comento en la introduccion, son problemas abiertos
para los que ademas se sabe que no hay soluciones pequefias, como se ha comprobado
computacionalmente [8].

Una linea futura de investigacién mas asequible seria encontrar soluciones a (3) en enteros
gaussianos y, en el caso de la ecuacién (8) para la que si se han encontrado soluciones enteras,
ver si la solucién paramétrica hallada es completa o si, por el contrario, existen soluciones extra
a dicha ecuacion.
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