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Resumen

Presentamos una curiosidad aritmética muy sencilla de enunciar y facil de experimentar,
cuya resoluciéon involucra herramientas matematicas elementales “y de las otras”.
Exploramos varias preguntas asociadas a este enunciado, y dejamos varias mas planteadas
para ejercicio del lector.

Palabras Clave: Juego, estrategias, principio del minimo, iteraciones, sucesién de Tribonacci,
numeros de Ducci.

Abstract

We present a curiosity from the field of the Arithmetic. It is easy to state and to check it,
but its resolution involves elementary and no so elementary mathematical tools. We explore
some questions addressed to this statement and leave other questions as an exercise for the
reader.

Keywords: Game, strategies, principle of the minimum, iterations, Tribonacci sequence,
Ducci numbers.

1. Introduccion

Imaginese en un lugar en donde no le queda més alternativa que sentarse y esperar: en una
estacion de tren o de autobts, en un aeropuerto, o incluso adentro de un avién o del propio
tren. O quizds en la sala de espera de un dentista o de un médico. Usted esta entre
aburrida/aburrido y tranquila/tranquilo. Tiene un lapiz y un papel y quisiera encontrar algo
que la/lo entretenga, algo que le ayude a que “el tiempo pase mas rapido”.
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Entonces se encuentra con un problema como el que sigue, y sin ofrecer demasiada
resistencia, se propone a seguir las instrucciones. En definitiva, ;qué se puede perder? Tiempo
es lo que me/le sobra. Hagamoslo juntos.

- “Tome un cuadrado”. Lo tomo.

- “Ponga un numero cualquiera en cada vértice”. Lo pongo.

- “Concéntrese en un lado cualquiera del cuadrado. Ahora hay solamente dos vértices
involucrados. Cada uno tiene un niimero asociado. Reste el nimero mas pequefio del
mas grande y anote el resultado en el punto medio de ese lado (si son iguales, anotara
un 0).”

- “Repita este proceso con los 4 lados del cuadrado”. Me lleva un poco de tiempo (poco),
pero me sale facil (es que habia elegido niimeros pequenos).

- “Ahora usted tiene otros 4 nimeros que estan ubicados en los puntos que marcan la
mitad de cada uno de los lados del cuadrado original. Con estos 4 puntos, uno puede
imaginar un nuevo cuadrado incluido en el cuadrado original.”

- “Repita ahora el proceso con los 4 nuevos nimeros”. Lo hago. Como no sabia que
tendria que escribir tantos niimeros y trazar tantos segmentos, tuve que empezar de
nuevo. Elegi ahora un cuadrado mas grande. No me importé demasiado porque tenia
(y aun tengo) mucho tiempo por delante.... ;Y ahora, qué?

- “Siga con el proceso que en cada paso le sirve para obtener un nuevo cuadrado y 4
nuevos numeros. ;Alcanza a ver algun patrén? ;Algo que le llame la atencion?”.

Si, acabo de ‘descubrir algo’. Voy a empezar de nuevo, con otro cuadrado y otros 4 nimeros
porque lo que aparecié me parece muy raro.

Después de intentar con varios cuadrados, aunque esencialmente lo que resulta obvio es
que no son los cuadrados sino los nimeros con los que etiqueté cada vértice, empiezo a
sospechar que hay algo que me sorprende. ;Sera verdad? ;No habra dependido fuertemente de
los nimeros que elegi? Y si... depende... dependié seguro, pero... me asaltan muchisimas
preguntas. El tiempo empez6 a pasar mas rapido pero ni siquiera me di cuenta. No sé si tengo
suficiente papel y no tengo claro si quiero que esto me distraiga demasiado de la actividad por
la que estoy aqui (avion, tren, autobus, dentista, doctor, oculista... lo que sea)... pero ahora no
quiero interrumpir. Esto que acabo de ver me tiene perplejo: jno puede ser cierto siempre! ;O
si?

Lo fascinante de este problema es que se presenta con total ingenuidad. Lo mas probable es
que uno no le preste demasiada atenciéon. Sin embargo, ‘pica’... o ‘muerde’... y después, ‘no
suelta’. Hay muchisimas preguntas asociadas; nosotros enumeraremos algunas. Pero si hay algo
que podemos proponerle (a usted... si, a usted) es que mas all& de lo que nosotros escribamos
mas abajo, el verdadero placer estd en descubrir los miles de caminos que se presentan delante
suyo en soledad. Podemos asegurarle que hay varias conclusiones que uno estaria dispuesto a
apostar dinero que son ciertas y que no lo son, y quizas otras, que parecen imposibles, pasan.
Pero, ;qué gracia tiene si se las contamos nosotros?

En todo caso, le proponemos un trato: el articulo que sigue contesta algunas preguntas...
solo algunas. Lo que no podemos hacer, es contestar las suyas. Y el trato consiste en que nos
tenga confianza y nos crea: solamente recurra a leer lo que escribimos nosotros si llega a un
punto en donde siente que estd ‘metida (o metido) en el barro y no puede salir’, o si quiere
comparar como resolvimos nosotros algo que quizas usted resolvio probablemente mucho mas
facilmente. Y una tltima observacion: escribir lo que sigue, nos llevé muchisimo tiempo, pero
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no por el tiempo de escritura propiamente dicho, sino por el tiempo que tuvimos que invertir
para pensar como resolver el problema. Y ese placer solamente se lo puede proveer uno mismo.
No se lo pierda...

2. Una solucion (para nimeros enteros)

Supongamos que usted razonablemente decidié que su universo de niimeros disponibles para
este juego son los nimeros enteros {...,-2,-1,0, 1, 2, 3,...}. Una primera observacion es que aunque
hayamos comenzado con uno o algunos niimeros negativos en los vértices del cuadrado, todos
los otros nimeros que aparezcan después en el juego seran positivos o cero, asi que bien
podriamos suponer que estamos “jugando” siempre con enteros no negativos, lo cual es una
gran ventaja ya que este conjunto es el lugar natural donde el principio del minimo (o su
equivalente, el principio de induccién) puede ser utilizado para “acabar” con ciertos procesos
en un numero finito de pasos. Vamos a ver coémo -aplicando este principio con cierto cuidado-
podremos encontrar una respuesta.

Pero para resolver un problema, primero necesitamos un enunciado, y el que proponemos
(y esperamos que usted haya llegado a la misma conclusién o a alguna equivalente a ella) es el
siguiente: “sin importar cudles fueron los 4 niimeros iniciales que pusimos en los vértices del primer
cuadrado, en una cantidad finita de pasos, conseguiremos un cuadrado que tendrd 4 ceros en sus vértices.”
Y a partir de alli, claro, el juego se habra acabado porque habremos llegado a una situacion
estable, todos los cuadrados que le sigan tendran 4 ceros en sus vértices.

Una manera de utilizar el principio del minimo para resolver este problema podria ser la
siguiente: dado que los niimeros iniciales que hay en los vértices del cuadrado -que de aqui en
adelante llamaremos a, b, ¢ y d- son todos enteros no negativos, decir que son todos iguales a
cero es lo mismo que decir que el maximo entre ellos es igual a cero,

max{a, b, ¢, d}=0.

Hecha esta observacion, llamemos a', b, ¢' y d' a los nuevos nimeros que aparecen -en algun
orden- en el cuadrado formado por los puntos medios de los lados del que tenia a, b, c y d en
los vértices. Si uno pudiera demostrar lo siguiente:

max{a', b', ¢, d'} <max{a, b, ¢, d} )

(siempre y cuando el nimero de la derecha sea estrictamente positivo), entonces el problema
estaria resuelto, e incluso sabriamos que a lo sumo en max{a, b, ¢, d} pasos habriamos llegado a
tener (0, 0, 0, 0).

Calculando explicitamente a', b’, ¢' y d' en funcién de a, b, ¢ y d (ver figura 1) se deduce
facilmente que

max{a', b', ¢', d'}<max{a, b, ¢, d}.
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d ledl ¢

|d-a] b—c|

a la-b| b

Figura 1. Cilculode a’, b’, ¢’y d'.

Pero es muy facil construirse una situacion donde no hay una desigualdad estricta, por
ejemplo la siguiente (figura 2):

0 0 0
7 6
7 1 6

Figura 2. Ejemplo en el que no se da la desigualdad estricta.

O sea que nuestra “pista inicial” no va a ser tan facil de seguir a menos que tengamos un
cierto cuidado en el andlisis de los casos que hacen que la desigualdad se convierta en igualdad.
Y esto es lo que haremos. Lo invitamos a pensar primero cuales son esos casos, y codmo se
podrian resolver. Lo que sigue es nuestro camino, pero seguro que hay otros mas elegantes,
simples e interesantes que el nuestro. Por eso le sugerimos que no se pierda la oportunidad de
conocerlos intentandolos usted en soledad antes de continuar leyendo esta nota.

Y aqui vamos nosotros. Comencemos por el caso “genérico”, el que aparecera con mas
frecuencia por ejemplo si uno elige sus nimeros enteros al azar, que es cuando a, b, cy d son
todos distintos de cero. Aqui si que la desigualdad serad estricta, como le sera facil de demostrar
viendo como se escriben los nimeros a', b', ¢' y d' que aparecen en la figura 1. Asi que en esta
situacion no hay nada que nos complique la vida, la desigualdad deseada (*) se cumple y el
maximo “baja”.

El problema se nos presenta cuando nos aparece algin cero entre los vértices.

¢Coémo se “sale de alli”? Analicemos los posibles casos:

3 ceros: en esta situacion, como se ve en la figura 3, es facil verificar que 4 cuadrados mas
adelante habremos llegado a tener ceros en todos los vértices. Con lo cual, no solamente
conseguimos “bajar” el maximo (que es a en este caso) sino que en realidad... jel juego se acaba
4 pasos mas adelante! Esto es una gran ventaja.
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Figura 3. Caso de tres ceros.

2 ceros: aqui se ha de distinguir si los ceros son “consecutivos” o no. En el caso en que no lo
sean, la situacidn es facil de resolver ya que como se ve en la figura 4, el cuadrado siguiente
tendrd en sus vértices 4 nimeros estrictamente positivos, asi que en un paso mas habra “bajado”
el maximo como vimos en el caso “genérico” tratado mas arriba.

0 b b
a b
a a 0

Figura 4. Caso de dos ceros no consecutivos.

Si los ceros son consecutivos, el siguiente cuadrado serd asi (figura 5):

0 0 0
a b
a la=b| b

Figura 5. Caso de dos ceros consecutivos.

Si a=b, estaremos en la misma situacién que el caso anterior -dos ceros no consecutivos- con
lo cual el maximo bajara dos cuadrados mas adelante.

Si a#b, un cuadrado mas adelante nos encontraremos con lo siguiente (figura 6):

0 0 0
a
a b
fa-b| Ib-ja-b]|
a la-b| b

Figura 6. Caso de dos ceros consecutivos con a#b.

Observe que como estamos asumiendo a#b, todos los niimeros en los vértices del cuadrado
mas pequefio seran ahora distintos de cero excepto en los casos en que 2a=b o 2b=a. Si no
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estamos en esta situacién singular (es decir, si todos los vértices del tercer cuadrado son
estrictamente positivos), en el préximo cuadrado conseguiremos bajar el maximo.

Si ocurriera que 2a=b (el otro caso se resuelve de manera analoga), entonces en 4 pasos mas
habremos acabado el juego, como se ve en la figura 7

0

2a

a a 2a

Figura 7. Caso de dos ceros consecutivos con 2a#b.

O sea que estos dos casos singulares también estan cubiertos, y con ello hemos mostrado
que en la situacién en la que hay dos ceros entre los vértices del cuadrado, siempre en un
numero finito de pasos (menor que 5) se consigue bajar el maximo.

1 cero: en este caso, el siguiente cuadrado sera (figura 8)

0 c c
a |b—c|
a la-b| b

Figura 8. Caso de un cero.

Sia#b y b#c, el cuadrado mas pequeno tendra 4 nimeros estrictamente positivos, y tal como
razonamos al principio de esta seccidn, en el proximo paso conseguiremos bajar el maximo de
estos nimeros. Por otro lado, si a=b=c, obtendremos un cuadrado con dos ceros consecutivos,
que ya hemos estudiado antes, y el analisis hecho para ese caso nos dice ahora que 4 cuadrados
mas adelante a partir del segundo, habremos conseguido bajar el maximo.

Solamente resta analizar qué pasa si a=b#c (que tiene el mismo analisis que c=b#a), o0 a=c#b.
En el primer caso, se tiene este esquema (figura 9):

0 ¢ c
- [c~|a—cl|
a la-c]|
a ja-c|
a 0 a

Figura 9. Caso de un cero con a=b#c.

Como antes, si 2c#a, los 4 nimeros del cuadrado mas pequefio en la figura seran todos
positivos, y por lo tanto en el cuarto cuadrado el maximo bajara.

El caso 2c=a nos dice que 4 cuadrados mas adelante habremos conseguido bajar el maximo
(y en el quinto paso acabaremos), ya que se tendra (figura 10):
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2c 0 2c

Figura 10. Caso de un cero con a=b=2c.

Finalmente, para a=c#b no estando las dos a’s en el mismo lado, se tiene el siguiente
diagrama (figura 11):

0 a a
a |la=-b|
a [a=bl b

Figura 11. Caso de un cero con a=c#b, las a’s no comparten lado.

y aqui se ve facilmente que el segundo cuadrado tiene sus 4 vértices positivos, asi que en
un paso mas su maximo bajara.

Después de este largo y minucioso analisis podemos concluir con el siguiente

Teorema: Comenzando con 4 ntimeros enteros no negativos a, b, ¢, d en los vértices del
cuadrado, si no son todos iguales a cero, denotando con a', b', ¢', d' los nimeros que apareceran
en los vértices del cuadrado (en algtin orden) que se encuentra 5 veces mas adelante en el juego,
se tendra

max{a', b', ¢, d'} <max{a, b, ¢, d}.

Corolario: Comenzando con cualquier cuaterna de niimeros enteros no negativos (a, b, ¢, d)
sobre los vértices de un cuadrado, iterando 5 veces usando las normas del juego, obtendremos
la situacion estable (0, 0, 0, 0).

3. (Solamente numeros enteros?

El argumento de la seccién 2 se puede adaptar bien a numeros racionales, ya que
multiplicando por el denominador comtn de a, b, ¢ y d uno podria llevar los nimeros de los
vértices del cuadrado inicial a ser todos enteros, y se llegara a (0, 0, 0, 0) en la misma cantidad
de pasos que con los nimeros racionales del principio. Esto no es mas que una manifestacion
de la “homogeneidad” del juego, ya que se ve facilmente que si uno multiplica todos los
numeros del cuadrado inicial por un escalar cualquiera (real o complejo), los niimeros que
aparecen en todos los cuadrados que siguen se multiplican por el valor absoluto de este escalar.
Y si este escalar es no nulo, la situacidn estable (0, 0, 0, 0) aparece al mismo tiempo en el juego
original que en el “re-escalado”.
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Yendo mads en general atin, se nos ocurren varias preguntas asociadas a este juego, y
seguramente a usted se le ocurriran varias mas. He aqui algunas de ellas:

* ;Sera verdad que el juego “se acaba siempre” si comenzamos con nimeros reales o
complejos cualesquiera?

* Sies asi, jen cuantos pasos acabaremos?

e ;Hay un niimero N>0 para el cual sea cierto lo siguiente: “con cualquier dato inicial
(a,b,c,d), luego de N pasos estaremos en (0, 0, 0, 0)”?

* Silo anterior no es cierto.... ;podria usted dado un N>0 cualquiera, construirse un dato
inicial (an, by, cN, dn) tal que luego de N pasos todavia no hayamos llegado al (0, 0, 0, 0)
comenzando con estos valores?

Con la ayuda de alguna calculadora o programa de calculo simbdlico, pruebe usted
utilizando sus nimeros irracionales favoritos (\2, e, m,...) y saque sus propias conclusiones.
Nosotros en lo que sigue le vamos a dar unas pistas mas, pero por favor no se prive usted de
experimentar antes.

4. Numeros de Tribonacci

Aqui volvemos con mas, y fijese la aparicion inesperada de esta sucesion de la cual quizas
nunca haya oido hablar en su vida: definimos {ta}n=0 como sigue:

to=0, ti=1, t2=1 y to=tn1+tn2+tns para n=3.

Por motivos que esperamos no le resulten extrafios, esta secuencia se llama “de Tribonacci”,
y sorprendentemente cumple con esta propiedad que no le sera dificil de demostrar usando
induccién (ver [Web1982]):

“Comenzando el juego planteado con (a, b, ¢, d)=(tr, tr1,tn2,tn3) para n23, se llega al (0,0,0,0)
después de 3[n/2] pasos”.

(Sorprendente, verdad? Igual usted todavia puede dudar sobre la “finitud” del juego. Esto
es, el enunciado que acabamos de mostrarle no contradice el hecho de que, comience donde
comience, en un numero finito de pasos (ahora ya sabemos que puede ser un nimero tan grande
como a uno se le pueda ocurrir) el juego se acabara. De hecho, todos los niimeros de Tribonacci
son enteros asi que el teorema que enunciamos mas arriba ya nos garantizaba que en algin
momento ibamos a llegar al (0, 0, 0, 0). ;Ocurrira esto también si comenzamos con cualquier
cuaterna (a, b, ¢, d) de niimeros reales? De momento ya sabemos que hay un conjunto denso de
R* (el de las cuaternas racionales) donde sabemos que el problema se resuelve en un niimero
finito de pasos. ;Sera verdad esta propiedad para todo R#?

Con un poco mas de esfuerzo se puede demostrar que lamentablemente (o
afortunadamente dependiendo de cudl haya sido su conjetura) esto tltimo no es cierto. De
hecho, gracias a la homogeneidad del problema comentada mas arriba, y “pasando al limite”
del cociente ta/tn1 (con el mismo proceso con el cual uno demuestra que el limite del cociente
de 2 términos consecutivos en la sucesién de Fibonacci es el ntimero de oro (1+V5)/2), se
obtendra la tinica raiz positiva del polinomio x3-x2-x-1. Llamemos a esa raiz q=~1,839286755...
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Lo siguiente tampoco le sera dificil de demostrar, utilizando las propiedades algebraicas
del namero q o las propiedades de la sucesion de Tribonacci que “pasan al limite” (ver [Lotan
1949)):

Teorema: comenzando con (a, b, ¢, d)=(1, q, q% q?), sucesivamente todos los cuadrados del
juego tendran entre sus vértices un multiplo no nulo de (1, q, q% q?).

Corolario: existe un “dato inicial” (a, b, ¢, d) para el cual el juego no se acaba nunca.

5. ¢(Solamente cuadrados?

Esta seccién nos la sugirio Leandro Cagliero, de la Universidad de Cordoba (Argentina).
Uno podria pensar en una “simplificacién” del problema y reemplazar el cuadrado por un
triangulo equilatero. O, si se quiere ser audaz, puede plantearse la misma situacion sobre
pentagonos, hexagonos,... un poligono regular de L lados, y preguntarse por la evolucion del
juego... Por ejemplo, podemos preguntarnos si acabaremos siempre en una situacién estable al
comenzar con numeros enteros. Y si es asi, si sera el vector nulo de Rt esta solucion estacionaria.

Jugando un poco con el triangulo equilatero ya nos encontramos con una situacién
inesperada: si comenzamos poniendo (1,1,0) en los vértices, el juego sera “ciclico” de la manera
siguiente: (1,1,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0),... (figura 12)

Figura 12. El juego puede ser ciclico en el tridngulo.

Lo invitamos a encontrar ciclos de este tipo en pentagonos, hexagonos y heptagonos. Otro
experimento que puede hacer es el siguiente: pruebe poniendo 3 numeros de Fibonacci
consecutivos en los vértices del tridngulo, y fijese como evoluciona el juego... ;No le parece
sorprendente? ;Se le ocurre como se deberia generalizar esto para pentdgonos, hexdgonos, etc?

Otras preguntas que se podria plantear son las siguientes: ;para qué valores de L se tiene
que el juego se acaba siempre en (0, 0, 0, 0) comenzando con cualquier L-upla de ntimeros
enteros o racionales? ;Y qué pasa en general, con una L-upla de nimeros reales cualesquiera?
Si uno comienza con un dato inicial cualquiera, ;converge siempre el juego a un ciclo 0 a una

¢ J
solucion estable?

6. Los 4 numeros de Ducci
Este problema cayo6 en nuestras manos de la mano de Emiliano Gémez, de la Universidad

de California en Berkeley. Emiliano se encontrd en una feria de profesores de matematica en
California con esta camiseta (figura 13):
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Take any four
starting numbers at
the corners of the
square.

At each midpoint,
put the positive
difference of the
numbers at the

endpoints. Repeat

Does it always end
up with all zeros?

What sets of
numbers last a long
time before arriving
at all zeros?

Figura 13. El problema de encontrar el conjunto de niimeros que maximizan el tiempo de convergencia.

Por un buen tiempo pensamos que tenia que haber una solucién “simple y elemental” al
problema (; por qué sino alguien la propondria en una camiseta?), y nos lanzamos a la busqueda
de ella. En el camino nos acompanaron el mismo Emiliano, Florian Enescu de Georgia State
University, y José Ignacio Burgos del ICMAT de Madrid. Todo un lujo de equipo... Fue una gran
sorpresa habernos encontrado con que el planteo y la resoluciéon del problema involucraban
herramientas elementales de algebra lineal como valores y vectores propios, nimeros de
Tribonacci y soluciones que no son estables. Averiguando mas sobre el tema, nos enteramos
que éste es uno de esos problemas que tiene “nombre y apellido”: el problema de los 4 niimeros de
Ducci. La resolucién total del mismo, asi como respuestas y experimentos a varias de las
preguntas que le hemos propuesto durante este escrito y otras que seguramente usted se habra
hecho, las encontrara en cualquiera de las referencias que siguen, y seguro que hay mucho mas
escrito sobre el tema “en el aire”. jA disfrutar!
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