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Resumen

En el mes de noviembre de 1859, durante la presentacién mensual de los
informes de la Academia de Berlin, el alemdn Bernhard Riemann presenté
un trabajo que cambiaria los designios futuros de la ciencia matematica. E1
tema central de su informe se centraba en los nimeros primos, presentan-
do el que hoy dia, una vez demostrada la Conjetura de Poincaré, puede ser
considerado el problema matemético abierto mas importante. El presente
articulo muestra en su tercera seccién una traduccién al castellano de dicho

trabajo.
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1. Introduccion

Demostrar la Hipétesis de Riemann significarfa un
cambio profundo en la forma de entender la realidad que
nos rodea. Por ello, no es extrafio que sea considerado co-
mo el problema matemadtico abierto mds importante en la
actualidad. Pero su reputacién ha sufrido el mismo pro-
ceso que experimentan los buenos vinos, mejorando con
el tiempo, asentdndose, a la espera de que la mente pri-
vilegiada de un genio pueda arrojar algo de luz sobre el
halo de misterio que lo envuelve. Desde que en noviem-
bre de 1859, el aleman Bernard Riemann publicara en la
Academia de Berlin Sobre La Cifra de Niimeros Primos me-

Georg Friedrich Bernhard
Riemann

nores que una Cantidad Dada, muchos mateméticos han intentado, hasta ahora
sin éxito, demostrar el santo grial de las matemaéticas. Pero, ;qué esconde esta
hipétesis?, jcudl es el motivo de su fama?, ;qué conceptos matematicos oculta?.


http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE/
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Sin lugar a duda el misterio existente en torno a los ntimeros primos alimenta
la sed de respuestas.

En el afio 1900, el alemédn David Hilbert pronuncié
una conferencia durante la celebraciéon del Congreso In-
ternacional de Matemaéticos en Paris. Esta intervencion
guiaria en cierto modo el devenir futuro de las matema-
ticas. En ella Hilbert enuncio, lo que desde su punto de
vista debfan ser considerados los 23 problemas matema-
ticos atin no resueltos mds importantes del momento, y
en los que la comunidad matematica deberia volcar to-
dos sus esfuerzos, de ahi su famosa frase “Debemos saber, David Hilbert
y sabremos”. El problema ntimero 8 trataba precisamente
la Hipétesis de Riemann, enunciada de tres modos diferentes:

HR.1: La funcién Li(x) de Gauss estd a distancia raiz cuadrada de 7t(x).

HR.2: Las funciones Li(x) de Gauss y R(x) de Riemann estdn a una
distancia de orden raiz cuadrada de 7t(x).

HR.3: Todos los ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann, definida
como continuacién analitica de la forma

[(s)=Y nl Re(s) > 1
n=1

estdn en la franja critica vertical, formada por los niimeros complejos s
tales que Re(s) = %, esto es, en mitad de la franja critica.

La Hipétesis de Riemann estd relacionada “genéticamente” con los ntiime-
ros primos, que son los “a4tomos” de las matemadticas. Su demostracién podria
cambiar la forma de hacer negocios hoy en dia, pues los niimeros primos son
el eje central de la seguridad en la banca y el comercio electrénico. Supon-
dria también que habria una profundo impacto en la vanguardia de la ciencia,
que afectarfa a la mecénica cudntica, la teorfa del caos, y el futuro de la compu-
tacion. Por ello, el mismo Instituto Matematico Clay de la Universidad de Cam-
bridge en Massachussets, anuncié durante el Congreso Internacional de Parfs
el 24 de mayo de 2000, en conmemoracion del centenario de la conferencia de
David Hilbert, que premiaria con un millén de ddlares a quien lograra demos-
trar cualquiera de los 7 problemas matemadticos abiertos del momento, deno-
minados comdnmente del milenio', del que la Hipétesis de Riemann formaba

! Estos problemas, reducidos actualmente a 6 una vez que la Conjetura de Poincaré, un problema
de topologia geométrica, fue demostrada en noviembre de 2002 por el ruso Grigori Perelman, son
los siguientes:

1. P versus NP. Formulado por Stephen Cook en 1971; puede ser el problema central de las
Ciencias de la computacién y de especial importancia para los sistemas criptograficos uti-
lizados en la actualidad. Consiste en demostrar que en determinados problemas es mucho
mads dificil encontrar una solucién que comprobar si una solucién es correcta.

2. La Conjetura de Hodge. Relacionada con la investigacién de las formas de objetos compli-
cados mediante la aproximacién a partir de combinaciones de bloques geométricos mas
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parte. Como anécdota para resaltar la importancia de la Hip6tesis de Riemann,
cabe comentar que en una ocasion en 1943, poco antes de morir, un periodista
le pregunt6 a David Hilbert cudl seria su primera pregunta si pudieran resuci-
tarle 500 afios después de su muerte, a lo que éste respondio sin titubeos: “;Ha
demostrado alguien la Hipdtesis de Riemann?”.

2. Unaretrospectiva hasta Riemann de los Nimeros
Primos

2.1. Grecia

Los primeros intentos de descifrar los misterios de los
nuimeros primos surgieron en la antigua Grecia. Ellos fue-
ron los que establecieron los principios matematicos sobre
los que se ha trabajado desde entonces. Los pitagéricos se
encargaron de profundizar en los conceptos fundamenta-
les de la aritmética, otorgdndole a los ndmeros un carac-
ter casi mistico. Fueron ellos quienes comenzaron a mul-
tiplicar y operar con los niimeros, ddndose cuenta de que
existian algunos de ellos que eran imposibles de reducir.
Como anécdota cabe destacar que los niimeros primos pi-
tagoéricos son aquellos que se pueden expresar de la forma
4n 4 1, es decir, aquellos nimeros cuyo resto al dividirlos
por 4 es 1. Fue entonces cuando las academias y bibliotecas
comenzaron a mostrar un ferviente interés por contar con
tablas de registro de los ntimeros primos cada vez mds y mas extensas. Pero,
(era esta lista de niimeros primos finita?

Euclides de Alejandrl’a2

Fue en los Elementos de Euclides (en torno al afio 300 a.C.) donde encon-
tramos el primer salto cualitativo en lo que a los niimeros primos se refiere.
Euclides demostré que la cantidad de ntimeros primos era infinita, y lo hizo

simples de dimensién creciente.

3. La Hipétesis de Riemann. Considerada como la pregunta abierta mas importante en las mate-
maticas y que trata sobre los niimeros primos, cuyo estudio ha atraido a numerosos mate-
maticos: Euclides, Gauss, Riemann, Chebyshev, etc. En particular se refiere a la distribucién
de los ntimeros primos en la serie de ntimeros naturales, que estd muy relacionada con el
comportamiento de la llamada funcién zeta de Riemann.

4. El problema de Yang-Mils. Esta planteado como un problema matematico y se refiere al estu-
dio de las ecuaciones de Yang-Mills, fundamentales en la unificacién de la electrodindmica
cuéantica con la teoria electrodébil.

5. Elproblema de Navier-Stokes. El estudio de la existencia de soluciones para las ecuaciones ba-
sicas del movimiento de los fluidos incompresibles: las Ecuaciones de Navier-Stokes (Na-
vier 1822 y Stokes 1842).

6. La Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. Conduce al estudio del cardcter infinito o finito del
namero de soluciones racionales de una curva algebraica eliptica o de género 1.

2 Retrato fechado en 1474 del pintor Justus van Ghent (1430-1480) que se encuentra actualmente
en el Palacio Ducal de Urbino en la Galeria Nacional de Las Marcas. En la Edad Media, Euclides
de Alejandria era confundido erréneamente con Euclides de Megara, discipulo de Sécrates, de ahi
que en la inscripcién al pie aparezca este nombre.
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mediante un método ingenioso del razonamiento 16gico, la reduccion al absur-
do. Para ello consideré como hipétesis de partida que existe un conjunto finito
de nimeros primos que denotaremos como C = {py, pa, ..., Pn}. En este pun-
to Euclides realiza el paso clave para su demostracién. Si ahora consideramos
el niimero formado por el producto de todos estos ntimeros primos p;, todos
ellos mayores que 1, y le sumamos 1, tendremos:

N=pixpax---Xpys+1

Por lo tanto N es mayor que cualquier de los ntimeros primos p;, por lo tanto
no pertenece al conjunto C, y por el Teorema Fundamental de la aritmética (que
aparece en el Libro IX de los Elementos), puede descomponerse como producto
de factores primos. Por hipétesis, estos factores sélo pueden estar entre los pri-
mos que aparecen en el conjunto C. Por tanto, existird un primo g del conjunto
C, tal que g es divisor de N, y obviamente, 4 divide a p; X pp X - - - X py. Por
consiguiente, g divide a la diferencia

N—py XpaX---Xpy

(que es igual a 1). Pero ningtin ndmero primo divide a 1, y 4 es un ntimero
primo que divide a 1, de aqui la contradiccién. Concluimos entonces que el
conjunto de los ntimeros primos no puede ser finito (q.e.d.).

En principio, el argumento de Euclides establece cémo podemos encontrar
nuimeros primos nuevos: multipliquemos los que conocemos, sumemos uno
al producto y factoricemos el ntimero resultante. Por ejemplo si realizamos la
siguiente operacién N = 2 X 341 = 7 obtenemos como resultado un nuevo
nuimero primo. Desgraciadamente, una vez que hemos obtenido los 200 pri-
meros niimeros primos, la factorizacién comienza a ser practicamente inabor-
dable. Como curiosidad, el nimero P = 2%3-112609 _ 1 ¢on i12.978. 189! cifras
en el sistema decimal, es el nimero primo mds grande conocido hasta Marzo
de 2011, descubierto por Edson Smith del Departamento de Matemaéticas de la
Universidad de California, Los Angeles (UCLA).

Una vez establecida la infinidad de ntimeros primos, el siguiente paso de-
bia ser cuantificar la cantidad de ntiimeros primos que existen menores que un
niimero N establecido previamente. Denotaremos entonces

71(x) = numeros primos < x

La herramienta mas 1itil que se conoce pa-
ra contar primos es la Criba de Eratdstenes,
descubierta por Eratéstenes de Cirene (276-
194 a.C.). Este es un algoritmo utilizado pa-
ra eliminar los nimeros compuestos entre 1
y X,y se basa en la observacién de que si N es
menor o igual a x, y no es divisible por nin-
gun primo menor o igual que /x , entonces
N debe ser primo. Comenzamos por hacer un
listado de todos los enteros entre 1y x, y eli-  Easgstenes enseriando en Alejandria,
minar de la lista todos los multiplos de 2. A pintura de Bernardo Strozzi (1581-1644)
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continuacién borramos los miltiplos de 3, después los mdltiplos de 5, etc., has-
ta que todos los multiplos de los primos menores o iguales que /x hayan des-
aparecido de la lista. Los ntimeros que hayan sobrevivido a la criba serdn todos
primos.

La Criba de Eratéstenes nos permite evaluar la funcién 77(x) para valores
pequerios de x: se trata de una funcién escalonada que da un salto 1 cada vez
que aparece un primo nuevo. Sin embargo, para valores grandes de x, es impo-
sible calcular el valor de 77(x) con exactitud, pero podemos intentar hacer una
estimacién de su valor basdndonos en el patrén de su comportamiento para
valores conocidos.

2.2. Fermat, Mersenne y algunas conjeturas

Tras la caida del imperio romano, Europa quedé sumida en una especie de
letargo durante la edad Media. No fue hasta finales del siglo XV, con la apari-
cién del Renacimiento, cuando se empezaron a recuperar en todas las discipli-
nas del arte, y la ciencia los trabajos de los cldsicos. Sin embargo, la aritmética
jugé en cierto modo un papel secundario en cuanto a interés se refiere, dejando
el protagonismo primero al dlgebra durante el siglo XVI, a la geometria alge-
braica durante la primera mitad del siglo XVII, y al cdlculo y al anélisis durante
la segunda mitad del siglo XVII y todo el siglo XVIII. Sin embargo durante este
largo periodo no dejaron de surgir nuevas investigaciones en torno a la aritmé-
tica, caracterizada esta época por la aparicion de ciertas conjeturas, muchas de
ellas en torno a los niimeros primos.

Pero, si hay un personaje que destaque sobre todos
los demas en el siglo XVII en cuanto a la aritmética se
refiere, éste es sin lugar a dudas el francés Pierre de Fer-
mat. Fermat, que no era matemaético de profesién sino
un hombre de leyes, trabajé en infinidad de ramas de las
matemadticas. Lleg6 a descubrir el célculo incluso antes
que Newton o Leibniz, siendo cofundador de la teoria de
probabilidades junto a Blaise Pascal, o descubriendo in-
dependiente de Descartes el principio fundamental de la
geometria analitica. Fermat conjeturé que todos los nu-
meros de la forma 22" 4 1 eran primos (debido a lo cual
se los conoce como niimeros de Fermat, ligados fuertemen-
te a la construccién de poligonos regulares mediante regla y compds, de modo
que si notamos como F; a los ntimeros de Fermat, y tenemos que F; es un nad-
mero primo p, entonces podemos inscribir en un circulo un poligono regular
de p lados con la ayuda tinicamente de una regla y un compas) y verific6 esta
propiedad hasta n = 4 (es decir, 216 4 1). Sin embargo, el siguiente ntimero de
Fermat 232 + 1 es compuesto (2%2 + 1 = 4294967297 = 641 - 6700417), como
demostré Euler. De hecho, hasta nuestros dias no se conoce ningtin ntimero
de Fermat que sea primo aparte de los que ya conocia el propio matematico
francés®. También demostré el que hoy es un resultado fundamental de la arit-

Pierre de Fermat

3 Existe un test especializado cuyo tiempo de ejecucién es polinémico: el test de Pépin. Sin em-
bargo, los propios niimeros de Fermat crecen tan rdpidamente que sélo se ha podido aplicar para
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mética, conocido como Peguefio Teorema de Fermat, cuyo enunciado establece:

Si p es un ntimero primo, y a es cualquier nimero natural mayor
que 1, entonces p|a? — a, es decir, a? — a es divisible por p.

El segundo gran personaje del siglo XVII, en lo que a
aritmética se refiere, fue el monje francés de la Orden de
los Minimos Marin Mersenne, quien hizo de su habita-
cién en un convento de Paris un lugar de encuentro de
matemadticos de la talla de Fermat o Pascal con la mate-
matica como tema principal de discusién. Mersenne de-
dic6 especialmente gran parte de sus investigaciones a
los niimeros primos de la forma 27 — 1. Se puede demos-
trar que si p no es primo entonces 2” — 1 tampoco es pri-
mo, con lo que sélo tienen un especial interés los ntime-
ros 27 — 1 con p primo. Antes de Mersenne, otros mate-
maticos habian establecido ya que ciertos ntimeros del tipo 27 — 1 eran primos.
En particular, se sabia que 2 — 1 era primo para p = 2,3,5,7,13,17y 19, y que
2P —1 no era primo para p = 11. Entonces Mersenne en 1644, en el prélogo
de su libro Cogitata Physica-Mathematica, escribi6 que considerando un primo p
entre 2 y 257, el ntimero 27 — 1 es primo sélo para los niimeros p siguientes: 2,
3,5,7,13,17,19, 31, 67,127 y 257. Toda la comunidad matemadtica opinaba que
era imposible que Mersenne hubiese estudiado tal cantidad de ntmeros, pero
tampoco habia nadie capaz de probar que su enunciado era incorrecto. La afir-
macion estaba tan por encima de las posibilidades de la época que tuvieron que
pasar mas de 100 afios para que alguien hiciese un avance real en su estudio:
finalmente se logr6 probar que efectivamente el ntimero 23! — 1 es un ntimero
primo. Este es s6lo uno de la cantidad ingente de resultados matematicos aso-
ciados al nombre del matemético mas prolifico de la historia, el suizo Leonhard
Euler. El estudio del resultado anunciado por Mersenne no se complet6 hasta
1947, estableciéndose que la lista correctaes: 2, 3, 5,7, 13,17, 19, 31, 61, 89, 107
y 127. Al final result6 que Mersenne habia puesto dos ntimeros de maés y tres
de menos en su lista original. A pesar de todo, los primos de la forma 27 — 1
conservan el nombre de Mersenne. Quedaban asi entonces establecidos los 12

primeros primos de Mersenne*.

Marin Mersenne

valores de 1 pequefios. En 1999 se aplicé para n = 24. Para determinar el cardcter de otros nu-
meros de Fermat mayores se utiliza el método de divisiones sucesivas y de esa manera a fecha de
junio de 2009 se conocen 241 ntimeros de Fermat compuestos, aunque en la mayoria de los casos
se desconozca su factorizacién completa.

4 Existe un test de primalidad muy eficaz, el test de Lucas-Lehmer, para determinar si un ntimero
de Mersenne es primo o no. El proyecto de computacién distribuida GIMPS, acrénimo de Great
Internet Mersenne Prime Seach, se encarga de buscar niimeros primos de Mersenne, que normal-
mente son los mayores primos que se conocen, de hecho el 243112609 _ 1 antes mencionado forma
el tetragésimo quinto ntimero primo de Mersenne. La idea es que colaboradores de todo el mundo
operen sobre una base de datos central. No hay mds que conectar con la padgina WEB de GIMPS
(www.mersenne.org) y descargar el software necesario. Automaticamente, la base de datos central
asigna una serie de célculos. Esta tarea la realiza el ordenador con los recursos que no estan sien-
do utilizados en cada momento, no interfiriendo asi en su actividad normal. Una vez obtenidos
los resultados, el mismo ordenador contacta automaticamente con la base de datos central, actua-
lizéndola. Si el ordenador no estd conectado continuamente a Internet, espera a estar conectado
para hacer la transferencia de datos. Esto hace posible el uso de los nuevos resultados por otros
colaboradores.
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El 7 de junio 1742, Christian Goldbach, secretario de la Academia Impe-
rial de Ciencias de San Petesburgo desde febrero de 1725, y tutor-educador en
Mosct de varios descendientes del zar Pedro I El Grande (Ekateriana I, Pedro
II, Anna Ivanovna, Ivdn VI e Isabel Petrovna), escribié una carta a Euler que
demuestra la capacidad intuitiva matemadtica del alemdan. En esta carta expo-
nia:

“No creo que sea totalmente iniitil plantear aquellas proposiciones que son
muy probables aunque falte una verdadera demostracion, pues avin cuando
se descubra que son incorrectas, pueden conducir al descubrimiento de una
nueva verdad.”

Ademas Goldbach le comentaba que, a pesar de no haber encontrado una de-
mostracién, estaba seguro de que todo niimero natural mayor o igual que 6 se puede
escribir como suma de tres niimeros primos. Euler le contesté el 30 de junio, con-
firmando que el resultado es equivalente a que todo niimero natural par mayor
o igual que 3 es la suma de dos primos. Este tltimo enunciado pasaria a la histo-
ria con el nombre de Conjetura de Goldbach, uno de los problemas abiertos mas
famosos de las Matematicas. Es bien conocido que Descartes habia formulado
una conjetura similar, aunque no equivalente a la de Goldbach en 1650, que
establecia que todo niimero par es al menos suma de tres niimeros primos. Lo que no
estd tan claro es que formulara dicha conjetura tinicamente para los ntimeros
enteros pares, pero es ficil ver que ésta es equivalente. Muchos han intentado
su demostracién. Uno de los primeros fue el padre de la teoria de conjuntos, el
alemdan Georg Cantor. Otros matematicos brillantes como Lev Schnirelmann,
Godfrey H. Hardy, Ivan Vinagodrov y Chen Jingrun, han dedicado parte de
sus esfuerzos en lograr desentrafiar sus secretos, lograndose avances muy sig-
nificativos por métodos analiticos, aunque sin llegar a la solucién general final.
No se duda de su veracidad, como ademds sugieren los cdlculos hechos en la
actualidad con algunos de los ordenadores méas potentes, pero nadie ha sido
capaz de dar una demostracién general. El tltimo avance en la comprobacién
directa del resultado mediante ordenador asegura que el resultado es cierto
para todo nimero par hasta 400 billones.

Otra de las conjeturas mds interesantes es la relativa a la cantidad de nu-
meros primos gemelos. Dos niimeros primos p y g se dice que son gemelos si
p = q + 2. Como ningtin nimero primo puede ser par, a excepcioén del 2, dos
primos son gemelos si estdn todo lo cerca que dos primos mayores que 2 pue-
den llegar a estar. Primos gemelos son, por ejemplo, las parejas (17, 19), (29, 31)
y (1.000.000.000.061, 1.000.000.000.063). La Conjetura de los primos gemelos esta-
blece que existen infinitas parejas de primos gemelos. Aunque esta afirmacién
parezca muy similar al resultado que hemos demostrado sobre la existencia
de una cantidad infinita de niimeros primos, todavia nadie ha sido capaz de
determinar si es cierta o no. Esta conjetura puede sugerir que los primos se
encuentran cerca unos de otros. Sin embargo, es facil ver que hay listas de nt-
meros naturales consecutivos no primos de cualquier longitud. La Conjetura de
Polignac es una versiéon mds general y mds fuerte que la anterior, ya que enun-
cia que para cada entero positivo n, existen infinitos pares de primos consecutivos que
estdn separados por 2n miimeros compuestos. A su vez, una versiéon mas débil de
dicha conjetura dice que todo niimero par es la diferencia de dos niimeros primos.
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Durante el Congreso Internacional de Matematicos
de 1912 celebrado en la ciudad britdnica de Cambridge,
el aleman Edmund Landau redacté un ensayo sobre teo-
ria de ndmeros y la funcién zeta de Riemann. En él, cata-
log6 los cuatro problemas basicos sobre niimeros primos
considerados “inabordables” en aquel momento. Estos
problemas se denominaron comtinmente Los Problemas de
Landau, y son los siguientes:

1.
2.

La Conjetura de Goldbach®. Edmund Landau
La Conjetura de los Niimeros Primos Gemelos.

La Conjetura de Legrende, establece que existe siempre un niimero primo entre
dos cuadrados perfectos, esto es, entre n® y (n +1)2.

La conjetura de establece que existen infinitos niimeros primos p tales que
(p — 1) es un cuadrado perfecto. Dicho de otra forma, existen infinitos niime-
ros primos de la forma n* + 1.

Otros enunciados sobre ntimeros primos atin sin demostrar de forma gene-
ral son:

. La Conjetura de Brocard, que establece que entre los cuadrados de primos

consecutivos mayores que 2 existen siemptre al menos cuatro niimeros primos.

La Comnjetura de Cramer, cuya veracidad implicaria la de Legendre, que
establece la siguiente expresién

= Pn+1 — Pn
im Pntl—Fn
e (log pn)?

El problema ternario, establece que dado un niimero impar n > 7, éste es suma
de tres niimeros primos.

Para cualquier n, éste es un cuadrado de la suma de un primo y un cuadrado®.

La Conjetura de Hardy-Littlewood establece que la cantidad de niimeros pri-
mos tales que n*> + 1 < x tiende asintdticamente a la siguiente expresion

Ez(l_ﬁ (_71)) lofx

Hardy y Littlewood expresaron varias conjeturas sobre los problemas de
adicién de nimeros primos en su trabajo conjunto de 1923. Algunas de
estas se tratan en este documento.

5 En realidad se denomina Conjetura fuerte de Goldbach y como curiosidad no considera el 1
como un nimero primo. Si se representa dicha conjetura a través de la ecuacién 2n = p + g siendo
n € N|n > 1y py g son numeros primos, tenemos la expresion equivalente

_prtq
"=

que nos permite enunciar la conjetura de forma alternativa todo niimero natural mayor que 1, es

promedio de dos niimeros primos. También existe una Conjetura débil de Goldbach, que establece que

todo niimero impar mayor que 5 puede escribirse al menos de una forma como suma de tres niimeros primos.
6 Esto no es cierto para todos los valores de 1, ya que al menos 34 y 58 son excepciones.
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2.3. Eulery el nacimiento de la funcién zeta

Hasta el siglo XVIII, nadie habia podido vislumbrar
ningdn patrén en el comportamiento de los ntimeros pri-
mos. Estos aparecen en la sucesién de los ntimeros natu-
rales sin ningtin orden aparente, aunque lo que si es cier-
to es que su frecuencia disminuye a medida que avanza-
mos en la sucesion.

En 1737, el prolifico suizo Leonhard Euler encontré
una identidad capaz de relacionar los nimeros natura-

les con los nimeros primos que abriria las puertas de la Leonhard Euler
moderna teoria (analitica) de nimeros , enunciando el si-
guiente teorema
© 1 1 -1 ;
2;212[(1—;) , paratodo s >1|s € R, y p primo. (1)
n=

¢Pero cémo pudo Euler deducir esta interconexién entre los ntimeros naturales
y los nlimeros primos?. Su demostracién mds estricta fue publicada en 1744.
Sea

Entonces

Lo que nos lleva a

=142l 11
o 3'5°' 79 11 '

N[~

Noétese que no existen ntimeros pares en los denominadores del lado dere-
cho de la igualdad. Ahora, para eliminar los denominadores que son divisibles
por tres, dividimos ambos lados de la igualdad por tres, para obtener

11 1.1 1 1 1

E'gx:§+§+ﬁ+ﬁ+ﬁ+...

Restando, se eliminan todos los denominadores mdltiplos de 3, resultando

1 11 1.1, 1,1 1 1,1 1
————— x=l+c+z+c+s+...—(s+z+—=+=+...

2 23 3 5 79 3 9 15 21
lgx—1+1+1+i+i+
2 377 5 7 11 13 7

Este proceso es similar a la criba de Erat6stenes, ya que, en cada paso, se
elimina el denominador primo y todos sus multiplos. Repitiendo la iteracion,
pero esta vez dividiendo la tiltima ecuacién por 5, y reagrupando se obtiene

7 En realidad Euler demostré esta afirmacién para el caso s = 1 en el teorema 7 de su obra Variae
observationes circa series infinitas, a la sazén una de las primeras de su prolifica carrera.
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operando resulta
LA R S
2.3.57 7 11 13 7
Del mismo modo, los términos con denominadores que son multiplos de 7, 11,

y asi con todos los ntimeros primos, se irdn eliminado, resultando

1-2-4-6-10~12~16-18-22~~~x_
2-3-5.7-11-13-17-19-21--- ~

Pero, como x es sabido que resulta ser la suma de la serie harmonica (la cual
diverge), el resultado queda inmediatamente demostrado.

Sin embargo, esta demostracién no puede ser considerada suficientemente
rigurosa desde un punto de vista de los estindares matematicos modernos,
pero cualquier matematico moderno reformularfa el teorema diciendo que la
serie harmonica tiene un limite finito si y sélo si el producto infinito lo tiene,
y entonces comenzaria la demostracién “suponiendo que la serie harménica
converge al valor x”.

Sin embargo, si aceptamos el resultado, entonces tenemos una pequefia de-
mostracién de que existen infinitos nlimeros primos. Para que el producto
2-3-5-7-11-13-17-19 - -
1-2-4-6-10-12-16-18---

diverja debe tratarse de un producto infinito, por lo tanto deben existir infinitos
ndimeros primos.

El teorema 8 de dicha obra de Euler resulta extremadamente importante. Si
utilizamos la serie de ntimeros primos para formar la expresion
2" 3" 5" 7" 11"
2n—1 3"—-1 5"—-1 7" -1 11" -1

entonces su valor es igual a la suma de esta serie

1 1 1 1 1 1
Ittt mtamta ot

Utilizando la notacién moderna, esta expresién resulta ser (1), cuya demos-
tracion es exactamente igual a la del teorema 7, con el exponente # incluido.
Ademas, la demostracién del teorema 8 es completamente correcta desde el
punto de vista de los estdindares matematicos modernos ya que todas las series
involucradas en la expresién son absolutamente convergentes.

2.4. Las aportaciones de Legendre y Gauss

Aunque en principio no sabemos cudndo un ndmero va a ser primo, y la
distribucién de los ntimeros primos en la recta real es bastante erratica, lo cierto
es que la funcién 7t(x), pese a tener pequefias oscilaciones, crece con bastante
regularidad, y esta regularidad es mucho mas extrema cuanto mayores son los
valores de la variable x. Veamos una Tabla 1 con valores de 7t(x).
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X m(x) | x/mt(x) x/ log x

10 4 2,50 4,34
102 25 4,00 21,71
108 168 5,95 144,76
10* 1.229 8,14 1.085,74
10° 9.582 | 10,44 8.685,89
106 78.498 | 12,74 72.382,41
107 664.579 | 15,05 620.420, 69
108 5.761.455| 17,36 | 5.428.681,02
10° | 50.874.534 | 19,66 | 48.254.942,43
1010 | 455.052.511 | 21,98 | 434.294.481,90

Tabla 1

Observando la Tabla 1 vemos que la razén x/7(x) aumenta aproximadamente
en 2,3 cuando pasamos de una potencia de 10 a la siguiente: esto es, el logarit-
mo de 10 en base e. Esto nos lleva a conjeturar que

m(x) ~

donde ~ significa que 7r(x) y x/logx consideradas como funciones sobre R
estdn muy préximas la una a la otra, de forma que se puede establecer que

x
log x

7i(x)
lim =1 (2)
x—r00 logx

Este teorema fue conjeturado de manera independiente por Adrien Marie Le-
gendre y Carl Friedrich Gauss.

En 1798, el francés Legendre realiz6 un intento de aproximacién de la fun-
cién 7r(x), estableciendo la siguiente expresion que aparecia en su obra “Essai
sur la théorie des nombres, 1”7

x

(x) = Alogx + B

para valores de x suficientemente grandes, y mds tarde, en 1808, en su obra
“Essai sur la théorie des nombres, 2” establecia los valores A = 1, B = —1,08366
(la constante B es a veces denominada constante de Legendre).

Pero el primer estudio serio de la funcién 77(x) parece
ser que lo llevé a cabo un jovencisimo C. FE. Gauss entre
1792 y 1793, con tan s6lo 15 o 16 afios, siendo autn estu-
diante, asi se lo haria saber en una carta en las Navidades
de 1849 al astronomo Encke. Gauss estudi6 la densidad de
niimeros primos entre 1y 3.000. 000, y su distribucién en
intervalos de longitud 1.000, y conjeturd la férmula (2),
conocida posteriormente como el Teorema de los niimeros
primos, una vez demostrada de forma independiente por
Hadamard y de la Vallée Poussin en 1896. Carl Friedrich Gauss

Gauss calcul6 tanto 77(x) como x/ log x para x = 3.000. 000, obteniendo

3.000. 000
3.000.000) = 216.745 — 0 _ 916,971
o ) log 3.000. 000
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por lo que concluiria que x/logx aproxima 7t(x) para x = 3.000.000, con
un error de s6lo 226 primos. De hecho el error es 161, atin menor, pues pare-
ce ser que Gauss cometi6é un error en sus calculos, resultando 77(3.000. 000) =
216. 816. En cualquier caso, a pesar de este error de cdlculo, Gauss supo vislum-
brar que ambas funciones estaban muy cerca una de la otra, aunque desgracia-
damente no lo suficiente como para explicar la regularidad de 77(x). Gauss
observé que la frecuencia de primos cerca de un ntimero x grande es précti-
camente x/log x, y por lo tanto la probabilidad de que un nimero grande x
elegido al azar sea primo parece ser proporcional a

1 1
log,,x ~ numero de digitos de x’

observacioén que de hecho es la idea bésica de la teoria de los ntimeros primos.
Por ejemplo, la probabilidad de que un ntimero de 100 digitos sea primo es
1/230, mientras que la probabilidad de que un niimero de 1.000 digitos sea
primo es 1/2.302, etc. Asi pues, concluy6 Gauss, si estimamos 7t(x) por

n(x) = ) Prob.(n primo) + término de error
2<n<x

tendremos la suma logaritmica
1
0= ¥ o B

2<n<x

0, lo que es esencialmente lo mismo,

m(x) = Li(x) + Ex(x),
rodt
con Li(x) = / Tog?’ la funcién denominada logaritmo integral. E1(x) y Ex(x)
2
son errores muy similares, de hecho,

X
Lot
logn g log t

2<n<x

por lo que 7r(x) puede ser aproximada mediante una suma o mediante una
integral.

Gauss conjetur6 que las funciones Li(x) y 71(x) estin muy cerca la una de la
otra, y que la probabilidad de que un ntimero grande y arbitrario x sea primo
estd cerca de 1/ log x. En cierto modo, Gauss habia sido capaz de vislumbrar
un cierto patrén en la distribucién de los ntimeros primos. Su apuesta pasaria
a denominarse Conjetura de los Niimeros Primos. Para recompensa de Gauss, los
matematicos demostrarian que el porcentaje de error entre la funcién logarit-
mo integral de Gauss y la distribucién real de niimeros primos se hace cada
vez mds y mds pequefio cuanto mds grande es la cantidad de ntimeros fijada
previamente.
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x m(x) Li(x) x/logx | rt(x)/Li(x)

10 4 4,34 5,12 0,781250
10? 25 21,27 29,08 | 0,859697
103 168 144,76 176,56 0,951518
10* 1.229 1.085,74 1.245,09 0,987077
10° 9.582 8.685,89 9.682,76 0,989594
10° 78.498 72.382,41 78.626,50 0,998366
107 664.579 620.420, 69 664.917,36 0,999491
108 5.761.455 | 5.428.681,02| 5.762.208,33 0,999869
10% | 50.874.534 | 48.254.942,43 | 50.849.233,94 0,999966
1010 | 455.052.511 | 434.294.481,90 | 455.055.612,94 0,999993

Tabla 2

8000
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20 000 40 000 60 000 80 000 100 000

Comparativa entre las funciones 77(x) (en rojo), @ (en verde) y Li(x) (en azul)

2.5. Las aportaciones de Dirichlet y Chebyshev

En 1837, el francés Johann Peter Gustav Lejeune Di-
richlet generalizé el método utilizado por Euler para de-
mostrar que cualquier progresién geométricaa,a + k, a +
2k,a + 3k, ..., donde a y k no tengan ningtin factor co-
mun, existen infinidad de ndmero primos®. La principal
modificacién al método de Euler que Dirichlet llevé a ca-
bo consisti6 en alterar la funcién zeta de modo que los
numero primos fueran separados por categorias depen-
diendo del resto que resultara de dividirlos por k. Su fun-
cién zeta modificada, denominada hoy dia funcién L de
Dirichlet, se expresa

Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet

x(1)+x(2) x(3) | x(4)

15 2s 35 4s te

L(s, x) =

8 De hecho el teorema de Euclides puede ser considerado como un caso especial de esta afirma-
cién para la progresion aritmética 1,3,5,7, . . ..

13
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donde x (1) es una clase especial de funcién denominada cardcter de Dirichlet’
que clasifica los primos del modo especificado. En particular, esta funcién cum-
ple una serie de condiciones como que x(mn) = x(m) - x(n) para cualquier m,
n; ademds depende tinicamente del resto obtenido al dividir n pork, y x(n) =0
si ny k tienen un factor comuin.

Cualquier funcién de la forma L(s, x) donde s es un namero real mayor
que 1 (Re(s) > 1), y x es un carécter, se denomina funcién L-serie de Dirichlet.
La funcién zeta de Riemann es un caso especial que aparece cuando se toma
x(n) =1 para todo n.

Un resultado clave sobre las L-funciones es que, al igual que la funcién zeta,
pueden ser expresadas como un producto infinito de ntimeros primos:

1

L(x, x) = ONS x3(3) X 1 ;(5(5) X = 1;[ 1 xp)
g g p°

de modo que p es un nimero primo.

Tras estas aportaciones de Dirichlet, los matematicos se dedicaron a gene-
ralizar su expresion, extendiendo tanto la variable s como el cardcter x(s) a los
numeros complejos, y utilizando la versién generalizada para demostrar in-
finidad de resultados sobre niimeros primos, demostrando asi la importancia
de las L-series como herramienta fundamental para el estudio de los mismos.
Con Dirichlet comenzé la aplicaciéon de los métodos infinitesimales a la teo-
ria de ntimeros, y la investigaciéon de la ley de distribucién asintética de los
nameros primos.

El primer trabajo en el que se demostr6 la distribucién
asintotica de los nimeros primos, aparecié publicado en
el afio 1850 en la primera memoria del matematico ru-
so Pafnuty Lvévich Chebyshev (1821-1894) con el nom-
bre de “Sur la fonction qui détermine la totalité des nombres
premiers inférieurs a une limite donnée” (“Sobre la funcién
que determina la totalidad de los niimeros primos por debajo
de un determinado limite”), la cual ya habfa sido previa-
mente presentada en la Academia Imperial de Ciencias
de San Petesburgo el 24 de mayo de 1848. En este trabajo Pafnuty Loévich
Chebyshev demostré que si se realiza cualquier aproxi- Chebyshev
macién a 77(x) del orden de x/logxN (siendo N cual-
quier entero positivo muy grande previamente fijado), entonces la aproxima-
cion tendria que ser Li(x). De esta afirmacion se deduce que la hipotesis de
Legendre para los coeficientes A y B, esto es, xlglgo A(x) =1,08366'" es falsa, y

que si el limite existe, éste ha de ser igual a 1.

9 En teoria de numeros, los caracteres de Dirichlet son un cierto tipo de funciones aritméticas
que derivan de caracteres completamente multiplicativos sobre las unidades Z/kZ . Los carac-
teres de Dirichlet son usados para definir las Funciones L de Dirichlet, las cuales son funciones
meromorfas, con una variedad interesante de propiedades analiticas.

10 Recordamos que Legendre ya habia realizado la aproximacién m con el valor de

A(x) =1,08366 para x muy grandes.
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Chebyshev demostré que para cualquier entero positivo 7,

X n n
tim [ 7(x) — [0 ) B o < Fam (i) - [ | B2
X—r00 ) log t X x—00 log t X

donde log"” x = (log x)". Integrando repetidamente por partes, se puede ver
que para cada entero positivo 1,

rodt _<1+ oA +(n—1)!> x +n'/x' dr
= = ——t—t. | = t+n! [ ——+cn
) log t logx  log?x log" ' x ) logx 5 log" ™t

donde ¢, es una constante. Utilizando el simbolo de orden de Landau,

X
o dt X
- =0 —
/ logn+lt <logl’l+l x)

2
1/2
7‘ dt - _ x1/2 /X dt_opp1 X
) logn+l ¢ logn+l 2’ /, logn+1t logn+1 x
X

Este resultado muestra que A = B = 1 son los valores que mejor aproximan la
funcién de Legendre y sugieren que

Lir) = [ (2L
5 08
es la mejor aproximacion para 7(x).

Si interpretamos esta aproximacién como una férmula asintética, esto im-
plica que
log x
7t(x)i — 1 cuando x — oo
x

y haciendo uso del simbolo de orden de Landau,

7t(x)

X

- log x

La validez de dicha expresion es lo que posteriormente se denominaria teorema
de los mimeros primos, o lo que es lo mismo, que 77(x) tiene el orden de magnitud
de x/log x.

Posteriormente, Chebyshev publicé en 1852 su obra “Mémoire sur les nom-
bres premiers” (“Memoria sobre los niimeros primos”) donde demostré esencial-
mente que

6B
p< ¥ 0B
log x 5

para ntmeros x suficientemente grandes, donde

B

_log2 log3  log5 log30
= T 3 5 30 ~ 0,92129

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 15
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Riemann y los Niimeros Primos José Manuel Sdnchez Mufioz

68 ~ 1,10555.

5
Por desgracia, con este método fue incapaz de demostrar el Teorema de los
Ntmeros Primos. Lo que si demostré fue la Conjetura de Bertrand que establece
que siempre existe un niimero primo p entre n y 2n, siendon € IN. Esto supone que,
en una progresién geométrica de primer término entero mayor que 3 y razén
igual a 2, entre cada término de la progresion y el siguiente, se tiene al menos
un nimero primo.

2.6. La estrategia de Riemann

En 1859, para su ingreso en la Academia de las Ciencias de Berlin, el aleman
Bernhard Riemann redacté una memoria de ocho pédginas que prepararian el
camino para llegar posteriormente al Teorema de los Ntimeros Primos. La idea
de Riemann se bas6 en interconectar la funcién 7r(x) con la funcién zeta de
Euler

= 1
g(s) = nglﬁ/

pero, y éste es el salto cualitativo con respecto a Euler, considerada dicha fun-
cién como de variable compleja. La derivada logaritmica de la identidad de
Euler se traduce en la identidad

=AM TG)
Lo ~ e

An) = logp, sin=pk, pprimo
- 0 en otro caso

Por otro lado no es complicado comprobar que el teorema de los niimeros
primos, atin conjetura cuando Riemann redact6 su memoria, es equivalente al
enunciado que afirma que

px) = ¥ A(m) ~x 12

n<x

La estrategia de Riemann consisti6 en tratar de obtener informacién sobre
P(x), partiendo de las propiedades de la funcién {(s). La funcién zeta de Rie-
mann, como es actualmente conocida, posee tnicamente un polo simple que

11 La funcién A(n) es la funcién de von Mangoldt, introducida por Chebyshev en su memoria
publicada en 1850.
12 La funcién ¢(x) es la funcién sumatorio de Mangoldt, cuya férmula explicita es

— xf 1 2
P(x) —x—;g —log2m — Elog(l—x ),

donde el sumatorio es en todos los ceros complejos p de la funcion zeta de Riemann {(s) e inter-
pretado como
xP
lim —.
t—o0

(o)<t P
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Pdgina primera del trabajo original presentado por Riemann en 1859
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resulta ser s = 1, y se puede extender de forma analitica a todo el plano comple-
jo. La localizacién de sus ceros en la denominada franja critica, 0 < Re(x) <1,
estd fuertemente ligada a la distribucién de los niimeros primos. Riemann con-

jetur6 que todos los ceros en esa franja estaban sobre la recta Re(s) = %

Tras su descubrimiento, la Universidad de Gotinga otorgé a Riemann el
puesto de Jefe de Departamento de Matemadticas, exactamente el mismo pues-
to que su predecesor Gauss habia ocupado. Desde ese momento, Riemann co-
menzd a gozar de una vida social muy activa, viendo incrementados su fama
y su reputacién. Hoy dia es considerado un genio, pero de un modo diferente
a Gauss; Gauss fue capaz de abarcar todo lo posible en las matematicas, pero
Riemann otorg6 a sus aportaciones un cardcter casi mdgico. Realizé descubri-
miento asombrosos sobre los niimeros primos, en parte debido a que fue capaz
de “inventar” una maquinaria capaz de interconectar aspectos fundamentales
de la teoria de nimeros. También contribuyé en gran medida al desarrollo de
la geometria, construyendo nuevos modelos no euclideos (geometria elipticas)
conocidos hoy como geometrias riemannianas, donde por ejemplo la Teorfa de la
Relatividad de Eistein se fundamenta. Su aportacion a la ciencia, lejos de estar
pasada de moda, se mantiene hoy dia relevante.

Por desgracia, nunca sabremos cudn cerca estuvo de demostrar su hipétesis,
ya que al parecer tras su muerte su ama de llaves destruyé en el fuego gran
parte del material que Riemann tenia en forma de manuscritos o borradores.

3. Sobre La Cifra de Numeros Primos menores que
una Cantidad Dada - Bernhard Riemann

13 Considero que el mejor modo de expresar mi agradecimiento a la Acade-
mia por el honor que hasta cierto punto me ha conferido mediante mi admisién
como uno de sus corresponsales, lo llevaré a cabo si pronto hago uso del per-
miso recibido para comunicar una investigacién sobre la acumulacién de los
niimeros primos, un tema que tal vez pueda ser considerado completamente
digno de tal comunicacién, dado el interés que Gauss y Dirichlet han mostrado
durante mucho tiempo.

Para esta investigacién, mi punto de partida surge de la observacién pro-
porcionada por Euler de que en el producto

Hl—l :ZE/

p sustituye a todos los nimeros primos, y # a la totalidad de los ntiimeros. La
funcién de la variable compleja s, que estd representada por estas dos expre-
siones, donde quiera que converjan, la denoto como {(s). Ambas expresiones
convergen iinicamente cuando la parte real de s es mayor que 1; al mismo tiem-
po puede encontrarse facilmente una expresiéon de la funcién lo cual siempre

13 “Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse” - Bernhard Riemann. Monatsbe-

richte der Berliner Akademie (Informes Mensuales de la Academia de Berlin). Noviembre, 1859.
Traducido por José Manuel Sdnchez Mufioz, versién 1, Septiembre 2011.
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resulta atil. Haciendo uso de la ecuacién

e

Cnxos— II(s—1)
1 —
/6 xSl dx = T
0
se observa primeramente que
® s—ld
X X
I[I(s—1 = [ —:-.
(=12 = [ =5
0

Si se considera ahora la integral

/ (—x)5ldx

e* —1
desde +o0 a 400 tomados en sentido positivo en torno a un dominio que con-
tiene el valor 0 pero ningtin otro punto de discontinuidad del integrando en
su interior, entonces se observa que ésta es igual a

—7tsi 7TSi 7x51dx
(emmsi —gmaiy [ XX

ex—1"7
0

siempre que, en la funcién multivalorada (—x)5~1 = e(s=1)108(=%) e] Jogaritmo
de —x esté determinado de tal modo que sea un ntmero real cuando x sea
negativo. Por lo tanto

e ( )s 14

(—x)? T dx

2sentsII(s —1)((s :i/i,
(=15 =i [

o

donde la integral tiene el significado que se acaba de especificar.

Ahora esta ecuacién nos da el valor de la funcién {(s) para todos los nu-
meros complejos s y refleja que esta funcién es inyectiva y finita para todos los
valores finitos de s a excepcion de 1, y también que es cero si s es igual a un
numero entero par negativo.

Si la parte real de s es negativa, entonces, en lugar de ser considerada en
torno a un dominio especifico en sentido positivo, esta integral puede también
ser tomada en un sentido negativo en torno a un dominio que contenga el
resto de cantidades complejas, ya que la integral considerada es infinitamente
pequeria a pesar de que los valores del médulo son infinitamente grandes. Sin
embargo, en el interior de este dominio, el integrando posee discontinuidades
tnicamente donde x sea igual a un multiplo de £27i, y la integral es por lo
tanto igual a la suma de las integrales tomadas en un sentido negativo en torno
a estos valores. Pero la integral en torno al valor n27i es = (—n27i)s 1 (—27i),
de lo que se obtiene de aqui que

2sen7ts[1(s — 1)¢(s) = 2m)*Tn L((=i)s 1+,

por lo tanto hay una relacién entre {(s) y {(1 —s), que, a través de propiedades
conocidas de la funcién I'l, podria ser expresada como sigue:

IT (% - 1) 5 (s)
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que se mantiene sin cambios cuando s es sustituida por 1 —s.
Esta propiedad de la funcién me indujo a considerar, en lugar de I'l(s — 1),

1
la integral I (% - 1) como término general de la serie ) | et mediante el cual

se obtiene una expresién muy apropiada para la funcién {(s). En realidad

lH (E_l) 2 :/ —mnxy 31 gy,
0

por lo tanto, si se establece

[e)

Zefnnrrx — lp(x)
entonces .
I1 (% - 1) ni(s) = /lp(x)x%_ldx,
0

o desde

Ahora establezco que s = 5 + ti y

I (3) (s =1 3g(s) = £(0),

gy =31—(tt+1 /lp x)x~ 4cos Itlogx)dx
1

0, adicionalmente,
o 3
d(x2¢'(x)) _1 1
=4/Tx 4 cos(5tlogx) dx
1

Esta funcién es finita para todos los valores finitos de ¢, y permite ser desa-
rrollada en potencias de tt como una serie rdpidamente convergente. Ya que,
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para un valor de s cuya parte real sea mayor que 1,log {(s) = — Y_log(1 —p~°)
es finito, e igualmente sucede con los logaritmos de los otros factores de &(t),
deduciendo que la funcién (t) s6lo puede desaparecer si la parte imaginaria
de t se encuentra entre %z’ y — %i. El ntimero de raices de ¢(t) = 0, cuyas partes
reales estdn entre 0 y T es aproximadamente

T o T T

~ 2 82n  2n
por que la integral [ dlog¢(t), tomada en un sentido positivo en torno a la re-
gion formada por los valores de t cuyas partes imaginarias se encuentran entre

%i y— %i y cuyas partes reales se encuentran entre 0 y T, es igual (hasta una frac-
T
cién del orden de magnitud de la cantidad +) a <T log T T) i; esta integral

sin embargo es igual al ntimero de raices de ¢(f) = 0 que se encuentran dentro
de esta regién, multiplicada por 27i. De hecho ahora se deduce aproximada-
mente el ntiimero de raices reales dentro de estos limites, y es muy probable
que todas las raices sean reales. Ciertamente, en este punto uno desearfa una
demostracién mads estricta. Por ahora he aparcado temporalmente la btisqueda
de este niimero tras algunos intentos fugaces fallidos, ya que parece innecesa-
rio para el préximo objetivo de mi investigacién.

Si se denota por « a todas las raices de la ecuacién ¢(a) = 0, se puede
expresar log ¢(t) como

tt
Y log <1 - ﬁ) +1log ¢(0);
para deducir, ya que la densidad de las raices de la cantidad ¢t crece con f s6lo

como log 5, que esta expresién converge y se alcanza el valor infinito ¢ log ¢

para un valor infinito de ¢; por lo tanto, difiere de log {(t) en una funcién de #,
que para un valor finito de ¢ es continua y finita, y cuando se divide por #¢, al-
canza valores infinitamente pequefios para valores de t infinitamente grandes.
La diferencia es en consecuencia una constante, cuyo valor puede ser determi-
nado mediante la consideracién de ¢ = 0.

Con la ayuda de estos métodos, el niimero de ndmeros primos que son
menores que x puede ser determinado ahora.

Sea F(x) igual a este ntimero cuando x no es exactamente igual a un niimero
1

primo; pero sea éste mayor que ; cuando x sea un ntimero primo, asi, para
cualquier x en el que haya un salto en el valor en F(x),
F 0)+F(x—-0
Py = FEHOLFE=0)

Sien la identidad
logZ(s) = —Xlog(1—p~*) =Xp "+ 3Lp *+3Lp F+---

ahora se reemplaza

e [ee)

p° pors/x_s_1 ds, p=> pors/x‘s_lds,...,
p p?
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se obtiene

si se denota

por f(x).
Esta ecuacion es valida para cada valor complejo a + ib de s tal que a > 1
Si, por el contrario, la ecuaciéon

e

Q(s) = /h(x)x_sdlogx
0

se mantiene dentro de este rango, entonces, por la aplicacién del Teorema de
Fourier, se puede expresar la funcién / en términos de la funcién g. La ecuacién
se descompone, si h1(x) es real y

8(a+bi) = gi(b) +iga(b),
en las dos siguientes:

[e)

21(b) = /h(x)x_” cos(blogx)dlogx,
0

igr(b) = —i/h(x)x_” sen(blogx) dlog x.
0

Si se multiplican ambas ecuaciones por
(cos(blogy) +isen(blogy))db

y se las integra desde —oo a +co, entonces por el Teorema de Fourier se obtiene en
ambas 7th(y)y~* en la parte derecha de la igualdad; por lo tanto, si se suman
ambas expresiones y se las multiplica por iy*, se obtiene

a-+ooi

2ri(y) = [ gl)yds
a—ooi
donde la integracion se lleva a cabo de manera que la parte real de s se mantie-
ne constante.

Para un valor de y en el que haya un salto en el valor de %(y), la integral
expresa la media de los valores de la funcién h a ambos lados del salto. Del
modo en el que la funcién f se defini6, vemos que se tiene la misma propiedad,
y por lo tanto, con toda generalidad

a-+ooi

( ) _ 1 ' log g(s) 5 d
fly) = — —2 22 ysds.
27 . s
a—ooi
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Se puede sustituir por log { la expresién

12
S S S — 5
3 log 7t —log(s — 1) —log IT (5) + Y log (1 + %) +log (0)
establecida anteriormente; Sin embargo, las integrales de los términos indivi-
duales de esta expresién no convergen, cuando se extiende hasta el infinito,
por lo que es conveniente convertir la ecuacién anterior por medio de la inte-
gracién por partes en

a-+ooi leg (S)
N s
27i log x ds

a—ooi

x°ds

flx) =

Como

n=1

—logII (%) = lim <ninlog (1 + %) - %10gm> y

para m = oo y por lo tanto

_d%logH (%) B id%log (1 n Zs_n)
ds T ds !

entonces se deduce que todos los términos de la expresion para f(x), con la
excepcion de

a+ooi
1 1 1 s g
2rilogx / = log ¢(0)x®ds =1og & (0),
a—oQ1
que toma la forma
1 s
a+90i d (— lo <1 — —>>
11 i p x®ds
2milogx J ds
a—oQ1
Pero ahora )
s
((Ts(-5))
ap (B—s)p’
y, si la parte real de s es mayor que la parte real de §,
1 a-+oo1 x5 ds xﬁ x o1
- / o = = /x dx,
27-[1”7001‘ (!3 - S)‘B AB b
o
X
= /x/g_l dx,
0
Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct’11 23

ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Riemann y los Niimeros Primos José Manuel Sdnchez Mufioz

dependiendo de si la parte real de 8 es negativa o positiva. Se tiene como re-

sultado .
s
1 1 / s B S ds

2milogx J ds *
a—oQ1
1 a+00i1
s
= —7— -1 1——)x°d
27ti / s og( ,B)x s
a—oo1

X xB-1
= / dx + const.
J logx

en el primer caso, y

X LB
= / dx + const.
log x
0
en el segundo.

En el primer caso la constante de integracion se determina si la parte real
de B es infinitamente negativa; en el segundo caso la integral de 0 a x toma
valores separados por 27i, dependiendo de si la integracién se toma a través
de valores complejos con el argumento positivo o negativo, y se convierte en
infinitamente pequeno, del primer caso, cuando el coeficiente de i del valor
de B se convierte en infinitamente positivo, pero para el segundo, cuando este
coeficiente se hace infinitamente negativo. A partir de esto se ve como en el

lado izquierdo log (1 - %) se determinara con el fin de que las constantes de

integracion desaparezcan.

Insertando estos valores en la expresion de f(x), se obtiene

1 dx
x2 —1xlogx

f(x) = Li(x) — ©* (u (x%“‘i) +Li (x%_"‘i)) + 7 log &(0),

X

si en }* se sustituye por a todas las raices positivas (o raices con una parte
real positiva) de la ecuacion ¢(a) = 0, ordenados por su magnitud. Se puede
observar facilmente, por medio de un debate mas profundo de la funcién ¢,
que con esta ordenacién de los términos el valor de la serie

)y (Li (x%“‘i) + Li (x%*”‘i)) log x
coincide con el valor del limite para el cual

1 s—1)2
a-+bi dg}:log (14_(&72))
S

o
x°ds

27Ti ds

a—bi

converge a medida que aumenta la cantidad de b sin limite; sin embargo cuan-
do se reordena puede tomar cualquier valor real arbitrario.
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De f(x) se obtiene F(x) por inversién de la relacién

f) = F (x1),

para obtener la ecuacion

1
F(x) = T(-1)F'—f (x7),
m
en la cual se sustituye por m la serie consistente en aquellos ntimeros naturales
que no son divisibles por ningtin cuadrado que no sea 1, y en el que y denota
el nimero de factores primos de m.

Si se restringe }_* para un ntimero finito de términos, entonces la derivada
de la expresion para f(x), o al menos parte de la misma, disminuye répida-
mente cuando aumente x,

_1
I oy cos(alogx)x~2
log x log x

da una expresién de aproximacién para la densidad de nimeros primos +
mitad de la densidad de los cuadrados de los ntimeros primos + un tercio de
la densidad de los cubos de los ntimeros primos, etc, hasta la magnitud x.

La conocida expresién aproximativa F(x) = Li(x) es valida hasta cantida-

1 . . z .
des del orden x2 y da valores tan grandes como se quiera; debido a los términos
no periddicos, la expresién de F(x) no crece hasta el infinito con x

=

Li(x) — 3Li(x?) — 3Li(x3) — 1Li(x5) + LLi(x®) — LLi(x?) + - --

De hecho, comparando Li(x) con el nimero de niimeros primos menores
que x, establecido por Gauss y Goldsmidt y llevada a cabo hasta x = tres mi-
llones, este nimero ha resultado ser, en los primeros cien mil, siempre menor
que Li(x); de hecho la diferencia aumenta, con muchas fluctuaciones, gradual-
mente con x. Aunque también el aumento y disminucién en la densidad de
nuimeros primos de un lado a otro que depende de los términos periédicos,
ha suscitado atencién, sin embargo no se ha podido observar ninguna ley que
gobierne este comportamiento. En el futuro, seria interesante hacer un segui-
miento de la influencia de los términos periédicos individuales en la expresién
de la densidad de ntiimeros primos. Un comportamiento més regular que el de
F(x) seria exhibido por la funcién f(x), la cual ya en los primeros cien ntimeros
parece estar de acuerdo con la media establecida con Li(x) + log &(0).

La funcién f(x) exhibe un comportamiento mucho mas regular que F(x),
de modo que en la primera centena de ntimeros parece coincidir con la canti-
dad dada por Li(x) +log &(0).
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4. Los Numeros Primos tras la Hipétesis de Riemann

4.1. El “asedio” de la conjetura

En la segunda mitad del siglo XIX se llevaron a cabo varias mejoras del
limite de Chebyshev, como por ejemplo la realizada en 1892 por James Joseph
Sylvester de modo que
7t(x)

X
log x

0,956 <

< 1,045

para valores de x suficientemente grandes.

Al estar tan interconectadas las funciones ((s) y 7t(x), la hipétesis de Rie-
mann juega un papel fundamental en la teoria de los niimeros primos, de tal
modo que si ésta se cumple, entonces el término de error que aparece al realizar
las aproximaciones pertinentes, puede acortarse de la mejor manera posible.
Concretamente, Helge von Koch demostr6 en 1901 que

nt(x) = Li(x) + O (vxInx)

si y s6lo si la hipétesis de Riemann se cumple!.

4.2. De Conjetura al Teorema de los Niimeros Primos

El gran descubrimiento sobre nu-
meros primos antes de llegar al siglo
XX, fue llevado a cabo por el fran-
cés Jacques Salomon Hadamard y el
belga Charles Jean Etienne Gustave
Nicolas de la Vallée-Poussin, quienes
se encargaron de demostrar, de forma
independiente, la Conjetura de Gauss
sobre nimeros primos, adquiriendo Jacques Salomon Charles Jean Etienne G.
la categoria de Teorema de los Ntime- Hadamard N. de la Vallée-Poussin
ros Primos en 1896. Los trabajos de
Riemann sobre la funcién {(s) sirvieron para describir la estrategia a seguir
hasta llegar a la demostracién de dicho teorema. Para llegar a dicha demostra-
cién, por supuesto no elemental, Hadamard hizo uso de su teoria de funciones
integrales aplicada a la funcion {(s), la cual estd definida mediante la serie ab-
solutamente convergente

{(s) = i n~°, paraRe(s) > 1.
n=1

14 Una variante refinada del resultado de Koch, dada por Lowel Schoenfeld en 1976, afirma que
la hipétesis de Riemann es equivalente al siguiente resultado:

|7t(x) — Li(x)] < 8%\/§ In(x),  paratodox > 2657.

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 26
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Riemann y los Niimeros Primos José Manuel Sdnchez Mufioz

Basicamente la demostracién de Hadamard y de la Vallée Poussin, consistié
en probar que la funcion zeta de Riemann (s) no tiene ningtn cero de la forma
1 + it. En particular, de la Vallée Poussin demostr6 que

e~/ 1og x)

nt(x) = Li(x) + O <

log x

donde a es una constante.

4.3. Lasociedad Hardy-Littlewood-Ramanujan

Las luchas entre Newton y Leibniz por la autoria de la invencién del célcu-
lo en el siglo XVII, abrieron una profunda herida entre las matematicas de las
islas y el continente. A principios del siglo XX, era evidente que las universida-
des britdnicas habian permanecido en cierto modo al margen de la revolucién
matematica extendida por los cinco continentes durante el siglo XIX, por ello
result6 sorprendente que el siguiente avance con respecto a la teoria de los
niimero primos surgiera del Trinity College de Cambridge.

Para ser justos, ha de reconocerse
el mérito del impulso que las mate-
maticas britdnicas necesitaban a prin-
cipios del siglo XX, a la sociedad
“intelectual” formada en 1911 por
Hardy-Littlewood al que maés tarde,
en 1914, se le unirfa el genio des-
bordante del indtit Ramanujan. De es-
ta colaboracién que duraria 35 afios, #
surgieron resultados fundamentales Godfrey Harold Hardy ~ John Edensor Littlewood
en andlisis matematico y teorfa de
funciones. Juntos realizaron aportaciones clave para el avance en el Problema de
Waring'® como parte del método del circulo Hardy-Littlewood. Juntos enunciaron
la Conjetura de Hardy-Littlewood'® sobre la distribucién de los primos gemelos,
de forma andloga al teorema de los niimeros primos. Su trabajo conjunto en
la teoria de ndmeros primos sirvié de impulso de la teorfa de ntimeros fun-
damentado en establecer un sistema de conjeturas cuya demostracién abriria

15 En teoria de ntimeros el Problema de Waring, propuesto en 1770 por Edward Waring en su obra
Meditationes Algebraicae, establece que todo entero positivo puede expresarse como suma de a lo sumo n
potencias k-ésimas positivas, siendo n dependiente de k (se entiende que k es un miimero entero positivo),
por ejemplo, todo niimero es la suma de al menos cuatro cuadrados, o 9 cubos, o 19 niimeros de
potencia 4, etc. La respuesta a esta conjetura es que es cierta, conocido como el Teorema de Hilbert-
Waring, y fue demostrado por Hilbert en 1909.

16 i se denota como 712 (x) el ntimero de primos p menores que x tales que p + 2 también es
primo, y la constante de los niimeros primos C, como el siguiente producto de Euler

& =11 ”(”7_22) ~ 0,66016118158468695739278121100145 . ..
p>3 (r-1)
para primos mayores o iguales que tres. La conjetura establece que:
Yt
02 | g

en el mismo sentido en que el cociente de las dos expresiones tiende a 1 cuando x tiende a infinito.
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una nueva dimensién de problemas. Pero el gran salto en la teoria de ntime-
ros primos estaba atn por llegar. En 1914, tras finalizar la I Guerra Mundial,
Hardy demostré que existian infinitos ceros en la expresiéon de Riemann que
estaban alineados en la recta x = % Desgraciadamente, aunque este descubri-
miento significaba un gran paso adelante en el intento de demostracién de la
Hipétesis de Riemann, éste no era atn definitivo, puesto que no demostraba
que todos los ceros de la funcién zeta estaban sobre la recta en cuestién tal y
como Riemann conjeturé. Es decir, por poner un ejemplo, podemos elegir los
niimeros pares y habremos demostrado que estos son infinitos, sin embargo
nos quedaran infinitos nimeros, los impares, que no habremos considerado.

Una mariana de 1913, Hardy recibié una carta de un
trabajador de 23 afios del puerto de la ciudad de Madras
en la India, con un salario “modesto” de 20 rupias al mes.
Su nombre era Srinivasa Ramanujan. Este habia sido ani-
mado a escribir a varios distinguidos matematico. La ver-
dad es que Hardy, al igual que el resto de destinatarios
de la carta (los matematicos E. W. Hobson y H. E. Baker),
estuvo a punto de deshacerse de ella, aunque esa noche
se sent6 junto a Littlewood con el fin de desentrafiar el
misterio de los 120 teoremas que Ramanujan especifica- ~ S"inivasa Ramanujan
ba en su misiva. Entre algunos de ellos, Ramanujan, en
desconocimiento de los métodos de Legendre, mejorados después por Gauss,
especificaba una férmula que calculaba con un error mintisculo la cantidad de
niimeros primos entre 1 y 100 millones. Horas més tarde ambos reconocian es-
tar ante la obra de un genio, hasta tal punto que Hardy que tenfa su propia
escala de valores para el genio matematico, consideraba que Ramanujan era
un 100, Hilbert 80, Littlewood 30 y él mismo 25. Algunas de las férmulas de
Ramanujan le desbordaron, pero escribié

“... forzoso es que fueran verdaderas, porque de no serlo, nadie habria
tenido la imaginacion necesaria para inventarlas.”

Al igual que Hardy, Ramanujan estaba obsesionado con los niimeros primos,
hasta tal punto que en su lugar de trabajo, en lugar de contar barcos, se pasa-
ba el dia entero llevando a cabo complicados calculos matematicos sobre los
mismos. Aislado de la vanguardia matematica de Occidente, lo sorprendente
y caracteristico de su genio matematico es que fue capaz de reproducir por si
s6lo, de forma totalmente autodidacta, los resultados a los que Riemann habia
llegado 50 afios antes. La Universidad de Madras le neg6 su acceso, en par-
te debido a la animadversiéon de Ramanujan hacia el resto de asignaturas que
no fueran matematicas. Por ello decidi6é aprender matemaéticas por su cuenta,
reclutado en su casa durante 5 afios, y aunque este nivel casi “enfermizo” de
obsesion hacia las matematicas es posible que no lleven a resultados importan-
tes, en el caso de Ramanujan le llev6 a resultados sorprendentemente claves en
la teoria de ntimeros. Invitado por Hardy, Ramanujan parti¢ para Inglaterra en
1914 y comenzaron a trabajar juntos.
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En 1916, Ramanujan realizaba la siguiente conjetura:

o T(n) 1
Z ns ];I 1— ’Z.'(p)pfs + P1172s

n=1

donde la funcién t(n) se define como funcién tau de Ramanujan y se expresa

como
00

[T - = }ir(n)q”

n=1

Dicha conjetura fue demostrada posteriormente por Louis Joel Mordell en 1920.
Ramanujan conjeturé incluso que

11
[t(p)| <2p /2

para todos los niimeros primos p, y Pierre René V. Deligne (1968/9) expuso que

ésta era una consecuencia de las, por entonces atin no demostradas, conjeturas
de Weil.

Con respecto a los nimeros primos, Ramanujan realiz6 esta increible con-

jetura:
2 ex x
m(x) < log x n(e)

el nimero primo mds grande conocido que no cumple dicha inecuacién es el
i38.358.837.677!.

Ramanujan también demostré que,

X
N at > (logk)*
Li(x) = / gl ~ 'y+loglogx+k_zl Tk
" -

donde 7y es la constante de Euler-Mascheroni, cuyo valor es 0,5772156649...,y u es
la constante de Soldner, cuyo valor es 1,4513692346.... Otra férmula de Ramanu-
jan que converge mucho mds rdpidamente es

-

n—

1)"(log x)"
n!2n-1

1
2k+1

o7

k

[t o

/— =7 +loglogx++/x ) (

log t n=0 0
K

En 1917 Ramanujan fue admitido en la Royal Society de Londres y en el Tri-

nity College, siendo el primer indio que lograba tal honor. Lo principal de los
trabajos de Ramanujan esta en sus “Cuadernos”, escritos por él en nomenclatu-
ra y notacioén particular, con ausencia de demostraciones, lo que ha provocado
una herctilea tarea de descifrado y reconstruccién, atin no concluida. Fascina-
do por el nimero 7, desarrolld potentes algoritmos para calcularlo. De salud
muy débil, regresé a la India en 1919 con la intencién de mejorar su precaria
situacién fisica, pero moriria victima de la tuberculosis el 26 de Abril de 1920.
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4.4. La disputa entre Erdds y Selberg

Aunque tras las demostraciones (no elementales) de Hadamard y de la
Vallée-Poussin, hubo varios autores que llevaron a cabo simplificaciones, en
particular Landau y Wiener, evitando en la medida de lo posible la teoria de
funciones de Hadamard, atin estaba lejos de encontrarse una demostracién
mads elemental. De hecho en 1921 G. H. Hardy realiz6 una conferencia en la
Sociedad Matematica de Copenhage, en la que comentaba:

“No se conoce aiin ninguna demostracién elemental sobre el teorema de
los miimeros primos, y uno podria preguntarse si es razonable esperar que
la haya. Ahora sabemos que el teorema es fundamentalmente equivalente a
un teorema sobre funciones analiticas, el teorema que establece que la fun-
cion zeta de Riemann tiene raices sobre una cierta recta. Una demostracion
de tal teorema, fundamentalmente no dependiente de la teoria de funcio-
nes, me resulta extraordinariamente improbable. Es temerario afirmar que
un teorema matemdtico no pueda ser demostrado de un modo particular;
pero una cosa parece clara. Tenemos cierta perspectiva sobre la l6gica de
la teoria; pensamos en algunos teoremas, que denominamos “profundos”,
y otros mds superficiales; si alguien realizara una demostracion elemen-
tal del teorema de los niimeros primos, mostraria que estas perspectivas
son errdneas, que el tema no se corresponde del modo al que habiamos su-
puesto, y que es momento de que los libros sean reorganizados y la teoria
reescrita.”

Précticamente 50 afios después de
las demostraciones de Hadamard y
dela Vallée-Poussin, en el afio 1948, el
hiingaro Paul Erd6s y el noruego Atle
Selberg, anunciaron haber encontra-
do una demostracién elemental sobre
el teorema de los ndmeros primos,
haciendo uso tinicamente de propie-
dades sencillas de la funcién logarit-
mo. Desgraciadamente, este anuncio
condujo a una amarga disputa entre
los dos matematicos.

Paul Erdds Atle Selberg

Erd&s publicé su demostraciéon en un articulo del Boletin de la Sociedad
Matemaética Americana, denominado Sobre un nuevo método en teoria elemental
de miimeros que lleva a una demostracién elemental del teorema de los niimeros pri-
mos. Al mismo tiempo Selberg publicé su articulo Una demostracion elemental
del teorema de los miimeros primos en la revista Anales de Matemaéticas. Selberg
desarrollé su método de criba por el que recibié en 1950 la medalla Fields. Este
estd basado en un teorema demostrado en 1973 por el matematico chino Chen
Jingrun que dice que fodo entero positivo par, es la suma de un primo y un niimero
producto de al menos dos factores primos (cuasiprimo). Selberg es actualmente cono-
cido como uno de los principales matematicos del siglo XX por su introduccién
de la teoria espectral en la teoria de niimeros, culminado en su descubrimiento
de la férmula que clasifica todas las funciones aritméticas zeta. Por su parte,
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Erdés recibi6 en 1952 el Premio Cole. Su trabajo sirvié para sentar las bases de
la teorfa de grafos e hipergrafos y métodos probabilisticos con aplicaciones en
combinatoria y teoria de ndmeros elemental. Ambos recibieron el premio Wolf,
Erd6s en 1983/1984 y Selberg en 1986.
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