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Resumen

Este articulo recoge la experiencia del Grupo de Innovacién Educativa
(GIE) “Pensamiento Matematico” de la Universidad Politécnica de Madrid
(UPM) en la realizacién de una Gymkhana Matemaética por el campus de
Moncloa en la Ciudad Universitaria de Madrid que tuvo lugar el 30 de sep-
tiembre de 2011.

Palabras Clave: Gymkhana Matematica, Competiciones de estudiantes, Ma-
tematica recreativa.

1. Introducciéon

Gran ntimero de estudiantes que no estdn motivados hacia las matemati-
cas, pueden sin embargo verse atraidos por los jeroglificos, los juegos o los
acertijos mateméticos. Desde el Grupo de Innovaciéon Educativa de la UPM
“Pensamiento Matematico” cuya pagina Web es:
http:/ /www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE, se ha pretendido ofre-
cer una actividad divertida y dindmica relacionada con las matemadticas que
contribuya a incrementar el interés de los estudiantes de todas las universi-
dades de Espafia, pero principalmente de los alumnos de los primeros cursos
universitarios, hacia las matemaéticas y los conceptos técnicos, ademads de fo-
mentar mejor ambiente de trabajo y cooperacién.

El trabajo que aqui se presenta se centra en la descripcién de la Gymkhana
Matematica que se realiz6 el 30 de septiembre de 2011 por los diversos centros


http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE/
http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE
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y zonas comunes del campus de Moncloa de la Ciudad Universitaria (Madrid).
Estaba dirigida a todos los alumnos matriculados en cualquier curso de cual-
quier universidad espafiola.

Los miembros del GIE estamos convencidos de que existen acciones com-
plementarias a las clases tradicionales que pueden cubrir determinados objeti-
vos. Al plantearnos acciones como la que aqui se presenta, los objetivos princi-
pales que perseguimos son, entre otros:

1. Tratar de hacer perder el temor a las Matematicas al alumnado, haciéndo-
les ver que éstas no constituyen algo aislado del mundo en el que vivimos
y que pueden llegar a ser hasta divertidas.

2. Utilizar los conceptos matemdticos para hacer que los participantes se
cuestionen, experimenten, estimen, exploren, hagan conjeturas y sugie-
ran explicaciones para diversas cuestiones.

3. Desarrollar la capacidad de pensar y elaborar estrategias basadas en el
razonamiento l6gico-matematico.

4. Fomentar entre el alumnado el gusto por las Matemaéticas.

5. Contribuir a la mejora de la ensefianza y el aprendizaje de las Matemati-
cas.

6. Apoyar y fomentar el trabajo en equipo entre los alumnos universitarios.

La competicién que realizamos, titulada “Concurso Encuentra Matematicas
2011 de la UPM: Gymkhana Matemaética”, ha sido la 2* Edicién del Concur-
so Encuentra Matemaéticas de la UPM que forma parte de la convocatoria del
concurso de ideas para la realizacién de competiciones dirigida a estudiantes
universitarios de grado y postgrado de la Universidad Politécnica de Madrid.
La pagina Web de la competicién es:
http:/ /www.caminos.upm.es/concursoem?2011.

2. Planteamiento de la gymkhana

La Gymkhana matemadtica es una prueba por equipos (entre 2 y 4 partici-
pantes) en la que los alumnos deben encontrar ciertos lugares del campus de
Moncloa de la Ciudad Universitaria de Madrid y, a la vez, resolver ejercicios
de matematicas relacionados con dichos lugares.

Se cit6 a los participantes a las 9 de la mafiana del dia 30 de septiembre de
2011 en la E.T.S. de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de la UPM. Alli
se les explicaron las instrucciones y las normas de la competicién.

Instrucciones y normas que se entregaron a los alumnos

a) Documentacién entregada a cada equipo:

Una bolsa con:
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- Plano del campus de Moncloa de la Ciudad Universitaria

- Cuaderno para realizar operaciones

- Unboligrafo

- Botella de agua

- Tentempié

- Enunciados de los problemas de camino

- Una hoja de respuestas para los problemas de camino por equipo

- Una cinta métrica por equipo

b) ;En qué consiste la competicion?

Existen dos tipos de pruebas a resolver:

1. Problemas de gymkhana
Cada equipo tendra que resolver 7 problemas matematicos propuestos
para lo cual debera desplazarse a diferentes lugares del campus de la
ciudad universitaria de Moncloa.
La evaluacién de estos ejercicios tendrd en cuenta tanto el resultado como
el tiempo empleado en la resolucién. Ver evaluacion de la gymkhana.

2. Problemas de camino
Cada equipo tendra también que resolver los 10 problemas que forman
los denominados “problemas de camino”. Dicha resolucién se realizara
durante los desplazamientos desde un lugar del campus a otro o en las
paradas que cada equipo decida realizar.
La evaluacion de estos ejercicios se hara sélo en base al resultado final.
Ver evaluacién de la gymkhana.

c) Desarrollo de la competicién

La competicién comienza a las 10 horas del 30 de septiembre de 2011.

- A cada equipo se le haré entrega de su primer destino en la Escuela de
Caminos, Canales y Puertos, debe dirigirse a dicho punto de inicio.

- Al llegar a su punto de inicio debe presentarse en la mesa de control co-
rrespondiente donde se le hard entrega del enunciado del primer proble-
ma y se le tomara nota de la hora de comienzo de esa primera prueba. En
esa misma mesa el grupo entregara la resolucion del primer problema y
se le tomard nota de la hora de entrega. En ese momento se le proporciona
su siguiente destino.

- El grupo se dirigira al segundo punto y debe presentarse en la mesa de
control correspondiente donde se le hara entrega del enunciado del se-
gundo problema y se le tomara nota de la hora de comienzo de esa prue-
ba. En esa misma mesa el grupo entregara la resolucién del problema y se
le tomara nota de la hora de entrega. En ese momento se le proporciona
su siguiente destino.
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- Se continuaré realizando el recorrido siguiendo las pautas descritas ante-
riormente.

- Al finalizar el recorrido con las 7 pruebas, cada equipo debe dirigirse
a la sala verde de la Escuela de Caminos, Canales y Puertos donde se
identificard y hard entrega de los problemas de camino.

¢) Evaluacién de la prueba

1. Problemas de gymkhana
Cada problema se evaluara: Planteamiento y solucién correcta, 10 pun-
tos. Planteamiento correcto y solucién incorrecta, 5 puntos. En otro caso,
0 puntos.
De entre los equipos que han obtenido 10 puntos en un problema, se bo-
nifica con 5 puntos al que ha utilizado el menor tiempo en su resolucion,
3 al segundo y 1 al tercero.

2. Problemas de camino
Cada problema se evalta con 2 puntos si la solucién es correcta, 0 en otro
caso.

e) Clasificacion final

La clasificacién final de los equipos se harad segtn el total de los puntos
obtenidos por los mismos.

El equipo con la mayor puntuacién recibird el primer premio y el segundo
clasificado el segundo premio.

f) Normas

Queda totalmente prohibido:

- Llevar mévil durante la prueba.

- Recabar ayuda de alguna persona ajena al equipo.

- Utilizar transporte de cualquier tipo. La prueba debe realizarse a pie.

- Cruzar por sitios indebidos.

- Deteriorar el mobiliario ptblico.

Cualquier actuacion irregular por parte de un equipo puede suponer su
descalificacion.

La hora de llegada a la Escuela de Caminos debera ser como mucho las
14,15. El equipo que a esa hora no se haya presentado sera descalificado.

g) Entrega de premios

La entrega de premios se hard en la Sala Verde de la Escuela de Caminos a
las 18,30 horas del dia 30 de septiembre.

Desde las 14,15 (hora méxima de finalizacién de la gymkhana) hasta la en-
trega de premios se realizardn las siguientes actividades a las que todos los
participantes estn invitados:
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- 14,45: Comida en la cafeteria de la Escuela de Caminos.

- 16,15: Proyeccién de la pelicula “La habitacién de Fermat” en la sala Ver-
de de la Escuela de Caminos.

3. Los problemas de la gymkhana

En esta seccién se muestran los problemas que se propusieron a los parti-
cipantes de la gymkhana matemaética, con sus soluciones. Debian enfrentarse
a dos tipos de problemas, como se indicé en la seccién anterior: los problemas
de gymkhana y los de camino.

3.1. Problemas de gymkhana en los puntos bases

Los problemas que debieron resolver los estudiantes en las siete paradas
que hicieron fueron los siguientes:

1.- Mira en las fachadas de las facultades de ciencias. Descubrirds que una
es prima, otra es el doble de la mala suerte y otra es un cuadrado perfecto. Pon
la 2% cifra del cuadrado perfecto en el centro de la cuadricula y completa un
cuadrado mégico:

Nota: Un cuadrado mégico es la disposicién de una serie de niimeros en-
teros en un cuadrado o matriz de forma tal que la suma de los nimeros por
columnas, filas y diagonales principales sea la misma, la constante méagica.
Usualmente los ntimeros empleados para rellenar las casillas son consecuti-
vos, de 1 a n?, siendo n el ntimero de columnas y filas del cuadrado magico.
Asi, en un cuadrado mégico de 3 x 3 debemos acomodar todos los niimeros
del1al9.

Solucién:

Facultad de Ciencias Quimicas. ...26 letras= 2 - 13
Facultad de Ciencias Fisicas. .. .25 letras= 5°

Facultad de Ciencias Matematicas....29 letras (primo)

Hay que poner la segunda cifra del cuadrado perfecto, es decir 5, en el cen-
tro del cuadrado (tinica opcién para poder completar el cuadrado mégico). Una
solucién es:
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15

15

S 15

5 55 15 15 15
Figura 1. Solucién del cuadrado mdgico 3 x 3

2.- En 1927 se plante6 la construcciéon de un barrio universitario, la llamada
desde entonces “Ciudad Universitaria”, en la zona de Moncloa, en terrenos ce-
didos por el rey Alfonso XIII para tal fin, conocidos antiguamente como «Los
descampados» o los «Altos de la Moncloa». Entre la Escuela de Caminos y la
Facultad de Biologia (en el paraninfo de la Universidad Complutense) encon-
trards a este rey subido a un pedestal de esta forma que aparece en la imagen.

Determina el volumen de la figura que resulta de extraer al paralelepipedo
rectangular exterior el interior.

[ ]

[

Figura 2. Pedestal de la estatua del rey Alfonso XIII

Solucién:

Tomando las medidas queda que las dimensiones del paralelepipedo exte-
rior son 150, 117, 117 y las del interior son 150, 100, 100 (sélo considerando has-
ta la altura del paralelepipedo del que se extrae), luego el volumen del primer
paralelepipedo es 150 x 117 x 117 (4rea de la base x altura), y el del segun-
do 100 x 100 x 150, por lo que el volumen pedido es: 150 x 117 x 117 — 100 x
100 x 150 = 150(117% — 100%) = 553350 cm?.

3.- Si te encontraras enfermo ja qué facultad te dirigirias? Cerca de alli en-
contrards el monumento de Los Portadores de la Antorcha de la escultora es-
tadounidense Anna Hyatt Huntington. La escultura fue fundida en aluminio
en 1954. Un afio después la autora decidi6é donar la obra a la Villa de Madrid.
El monumento fue inaugurado el 15 de mayo de 1955 en su emplazamiento
actual.

El pedestal, a modo de plataforma cilindrica, es de piedra.
En dicho pedestal figuran tres inscripciones, una en inglés y dos en espafiol.

Calcular el minimo ntimero de placas de la inscripcién en inglés que serian
necesarias para recubrir la superficie lateral del pedestal cilindrico.
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Este es el
pedestal
cilindrico

Figura 3. Monumento de Los Portadores de la Antorcha

Solucién:
Primero hay que determinar el drea de la superficie lateral del cilindro.
Para ello:

- Medir la longitud de la circunferencia a través de la medida por ejem-
plo de un cuarto de la misma o del lado de una placa de las que lo recubre y
multiplicar por el nimero de placas:

Hay 12 placas de lado 118, por lo que la longitud de la circunferencia es
12 x 118 = 1416

- Medir la altura del pedestal: 115
Ast la superficie lateral del cilindro es 1416 x 115 = 162840

Luego hay que determinar el drea de la placa de la inscripcion en inglés.
Para ello medimos los lados (base y altura): 153, 82 y el 4rea es 153 x 82 = 12546

Por ultimo hallamos el minimo 7 tal que n < (drea de la placa)> area de la
superficie cilindro, resolviendo esta inecuacién en # y dando el minimo natural
que la cumple: n x 12546 > 162840, por lo que n = 13.

4.- Dirigete al metro y busca su logotipo. Como no queremos que nadie
se accidente y tenga que visitar forzosamente la facultad de medicina, entra
en el vestibulo donde encontrarés logotipos a tu alcance. Fijate en aquél cuyo
rombo exterior tenga la diagonal mayor de longitud igual a 50 cm. Utiliza este
logotipo para contestar a las siguientes preguntas:

Figura 4. Logotipo del metro de Madrid
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a) Determina la razén entre el drea del rectangulo incluido en el rombo
exterior y el drea de dicho rombo.

b) El rectangulo del apartado anterior no es el de mayor area que puedas
incluir en el rombo. A este respecto os pedimos determinar las dimensiones del
rectdngulo inscrito en el rombo exterior que tenga drea méxima.

Solucién:

a) Encontrar el logotipo adecuado midiendo la diagonal del rombo exterior
en el vestibulo del metro de Ciudad Universitaria.

- Medir las diagonales D y d del rombo para calcular su area (50 y 30):

D-d
Al = — es decir A1 = 750.

- Medir los lados del rectdngulo azul L y I para calcular su drea (24 y 10).
Conello Ay, = L -1, es decir A, = 240.

A2
- Hallar — = 0, 32.
a arA1 0,3

b) Planteamos el problema de maximizacién. Para ello es adecuado tomar
un sistema de referencia centrado en el centro del rectingulo con lo que mi-
diendo distancias se tienen las coordenadas de los vértices del rombo:

(-25,0), (25,0), (0,15), (0, -15).

Esto determina las ecuaciones de las rectas que contienen a sus lados. Los
vértices del rectdngulo inscrito buscado deben verificar estas ecuaciones lo que
los determina en funcién de un pardmetro. Con los vértices del rectdngulo se
determina el drea del mismo y se maximiza en funcién de ese pardmetro.

3
Punto en la recta que une los vértices: (x,y) tal que y = 5 (25 —x).

12
El drea de ese rectangulo es 2x - 2y, es decir 5 (25x — x?%).

Derivamos la expresion, igualamos a cero y solucionamos:
x=12,5conloquey =7,5
Las dimensiones buscadas son un rectangulo de lados de longitud 25 y 15.

5.- Tu destino es una Escuela Técnica Superior cuyo nombre tiene un na-
mero de letras que es un cuadrado perfecto. Dicho nombre comienza con la
primera letra del abecedario y la otra dnica vocal que contiene es una cénica
de caracteristicas especiales.

Entra en el hall principal de esta escuela y mira al techo, encontraras un ani-
llo dividido en sectores y limitado por dos circunferencias que supondremos
de radios 3 y 5 metros. Determinar el drea de uno de los sectores anteriormente
citados

Solucién:

Deben ir a AGRONOMOS.
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Tiene 9 letras (32). Comienza por A y la otra vocal es la O (cénica elipse de
excentricidad nula o semiejes iguales).

El niimero de sectores es 16.
El 4rea del anillo es la resta de las dreas de los circulos que lo forman: 1677.
El drea de cada sector es 7.

6.- Entre la Escuela de Caminos y el metro esta la facultad “mejor informa-
da”. En ella encontrards una cuadricula rectangular en una de sus fachadas.

Esta es la cuadricula

Figura 5. Fachada con la cuadricula

Sittia el origen de coordenadas de un sistema cartesiano que tiene por ejes
los bordes de la cristalera en el extremo inferior izquierdo de la cuadricula. La
unidad de medida serd cada uno de los elementos que forman las ventanas
(partes en que esta dividido el ventanal).

En este sistema de referencia encuentra la ecuaciéon implicita de la recta que
pasa por el origen y es perpendicular a la recta que une el extremo inferior
derecho con el superior izquierdo de este panel.

Solucién:
El destino es la facultad de ciencias de la informacién.

Contando el ntmero de divisiones de la cuadricula, debe determinarse la
recta que pasa por los puntos (40,0) y (0,7).

Asf la ecuacién de la recta que une el extremo inferior derecho con el supe-
rior izquierdo de este panel es 7x + 40y = 280.

La recta pedida es por tanto: 40x — 7y = 0.

7.- Al lado de la facultad més biolégica, estan las escuelas méas ecoldgicas
del campus, dirigete a la que es una escuela superior. En su hall encontraras
unas secciones de drboles. Busca la que tiene dos niimeros que son primos
relativos, es decir, su madximo comun divisor es 1.

Llamamos a al namero formado por las dos tltimas cifras del menor de los
dos y b al nimero formado por las dos tltimas cifras del mayor.

Se proponen encontrar los dos niimeros enteros x e y con menor valor ab-
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soluto tales que:
ax +by =4

Solucién:

La escuela es Montes. En el hall se encuentra una seccién de arbol con las
medidas 122 y 135 (ntimeros primos relativos).

La ecuacién a resolver es entonces 22x + 35y = 4.

4— 35y

Despejando tenemos que x = , como debe ser un ntimero entero,

4 — 35y debe ser par, es decir y = 2k con k entero.

2 — 35k
Sustituyendo este valor de y y simplificando: x = 1 Dando valores
a k, se obtiene para k = 1: x = —3 e y = 2, que es la solucién entera cuyas

componentes tienen menor valor absoluto.

Nota: Este problema puede resolverse de forma mads rigurosa usando el
Algoritmo de Euclides y el Teorema de Bezout.

3.2. Problemas de camino

Los problemas que se propusieron a los concursantes para que resolvieran
en los desplazamientos entre las distintas paradas son los siguientes:

1.- Con tres niameros

Es posible conseguir 6 con tres unos, tres doses, tres treses, tres cuatros, tres
cincos, tres seises, tres sietes, tres ochos y tres nueves utilizando operaciones
diversas. Hazlo de cuatro formas distintas.

Solucién:
(1+1+1)!=6
2+2+2=6
3:-3-3=6
4124 412 L 412 = ¢
5

24+5=6
=

6+6—-6=06
7
7-L=6
7
8l/3 +81/3 4813 =6
91/2+91/2+91/2 =6

(Basta con que den cuatro de estas nueve formas)
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2.- El astuto jardinero

Hace muchos, muchos siglos atrds, una reina muy extravagante encargé
a su jardinero que plantara 12 drboles en 6 filas de 4 arboles cada una, de lo
contrario harfa cortar su cabeza. El jardinero quedé asombrado por un instante,
pero luego dijo que lo harfa con rapidez y facilidad.

¢Coémo hizo el astuto jardinero para salvar su preciada vida?
Solucién:

Tres posibles soluciones son:

Figura 6. Posiciones de los drboles

3.- El oro del jeque

Un jeque tiene que transportar 100 lingotes de oro de 1 kilogramo de peso
cada uno. Para ello tiene 10 camellos y 1 vigilante para cada camello. Cada
uno de estos camellos transporta 10 lingotes. Al final del viaje el confidente del
jeque le dice que uno de los vigilantes le ha robado 1 gramo de oro por lingote
de los 10 lingotes que ese vigilante transportaba, pero no sabe de qué vigilante
se trata. ;Cémo puede adivinar el jeque qué vigilante le ha robado, sabiendo
que solo dispone de una béscula con la cual puede realizar una tinica pesada?

Nota: es una bascula y no una balanza. O sea, mide el peso exacto de lo que
se coloca sobre ella.

Solucién:

Se toma un lingote del primer camello, dos lingotes del segundo, tres del
tercero y asi hasta el tltimo camello. Se pesan todos juntos en la balanza y
si falta 1 gramo, sabemos con certeza que el ladrén es el vigilante del primer
camello (ya que s6lo pusimos uno de sus lingotes), si faltan 2 gramos el ladrén
es el vigilante del segundo camello, si faltan 3 es el vigilante del tercer camello
y asi sucesivamente.

4.- El abuelo y el nieto

Lo que voy a contar sucedié en 1932. Tenia yo entonces tantos afios como
expresan las dos tltimas cifras del afio de mi nacimiento. Al poner en conoci-
miento de mi abuelo esta coincidencia, me dej6 pasmado al contestarme que
con su edad ocurria lo mismo.

Me parecié imposible.

Pues es completamente posible. Mi abuelo me lo demostré. ;Cudntos afios
tenfamos cada uno de nosotros?
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Solucién:

El nieto, evidentemente, ha nacido en el siglo XX. Las dos primeras cifras
del afio de su nacimiento, por consiguiente, son 19; ése es el niimero de las cen-
tenas. El nimero expresado por las cifras restantes, sumado con él mismo, debe
dar como resultado 32. Es decir, que este ndmero es 16: el afio de nacimiento
del nieto es 1916, y en 1932 tenia 16 afios.

El abuelo naci6, claro estd, en el siglo XIX; Las dos primeras cifras del afio de
su nacimiento son 18. El ntimero duplicado, expresado por las restantes cifras,
debe sumar 132. Es decir, que su valor es igual a la mitad de este ntimero, o
sea, a 66. El abuelo naci6 en 1866 y en 1932 tenia 66 afios.

De este modo, el nieto y el abuelo tenfan en 1932, tantos afios como expresan
las dos tltimas cifras de los afios de su nacimiento.

5.- Los billetes de ferrocarril
Soy cajera en una estacion de ferrocarril y despacho billetes.

No sospechdis el namero tan grande de billetes que debe manejar la cajera
de una estacién. Es indispensable que los pasajeros puedan adquirir billetes
desde la indicada estacién hasta cualquiera otra del mismo ferrocarril y, ade-
mas, en ambas direcciones. Presto mis servicios en una linea que consta de 25
estaciones. ;Cudntos billetes diferentes pensdis que ha preparado la empresa
para abastecer las cajas de todas las estaciones?

Solucién:

En cada una de las 25 estaciones, los pasajeros pueden pedir billete para
cualquier estacion, es decir, para los 24 puntos diferentes.

Esto indica que el nimero de billetes diferentes que hay que preparar es de
25-24 = 600.

Silos pasajeros desean adquirir billetes no solamente de “ida”, sino también
de vuelta, es decir, de ida y vuelta, el ndmero de billetes diferentes aumenta el
doble, o sea, se necesitaran 1200.

6.- Con cuatro unidades
(Cudl es el nimero mayor que se puede escribir con cuatro unos?
Solucién:

A esta pregunta se responde con frecuencia: 1111. Sin embargo, puede for-
marse un ndmero mucho mayor: once elevado a la undécima potencia. Si tienes
paciencia para llevar hasta el fin esta operacion podrds convencerte de que este
niimero es superior a 280000 millones. Por consiguiente, supera a 1111 en 250
millones de veces.

7.- El ladrillito

Un ladrillo de los usados en la construccién pesa 4 kilogramos. ;Cuanto
pesaria un ladrillito de juguete hecho del mismo material y cuyas dimensiones
sean todas cuatro veces menores?

Solucién:
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Decir que el ladrillito de juguete pesa 1 kilogramo es una gran equivoca-
cién. El ladrillito no es sélo cuatro veces mds corto que el ladrillo de verdad,
sino que es también cuatro veces mds estrecho y cuatro veces mas bajo, por
lo tanto, su volumen y peso son: 4 -4 -4 = 64 veces menores. Por tanto, la
respuesta correcta es: 4000 : 64 = 62,5 gramos.

8.- El problema de los trozos de papel:

Cortamos una hoja de papel en cuatro trozos. Seguidamente tomamos uno,
dos, tres o los cuatro (a nuestra eleccién) y nuevamente los partimos cada uno
en cuatro trozos. Proseguimos asi las veces que queramos, partiendo siempre
en cuatro trozos algunos o todos los resultantes de particiones anteriores.

(Serd posible, de esta forma, obtener 43 trozos? ;Y 59?
Solucién:

Cada vez que partimos un pedazo de papel, incrementamos el nimero total
de trozos en 3 unidades.

Como habiamos partido de una sola unidad (la hoja de papel), el nimero
resultante sera siempre un multiplo de 3 mas uno. Para comprobar si un ntime-
ro cumple con esta condicion, bastard con dividirlo entre tres y observar si el
resto es 1. E1 43 si cumple, pero no 59. Por tanto serd posible obtener 43 trozos,
pero no 59.

9.- Problema de las mechas:

Hemos perdido nuestro cronémetro y s6lo disponemos de un par de me-
chas absolutamente distintas e irregulares en lo que se refiere a composicion,
longitud y velocidad de combustién; es decir, que arden de una manera abso-
lutamente irregular. También disponemos de una caja de cerillas para prender
fuego a nuestras mechas. Se sabe a ciencia cierta que cada una de las dos me-
chas arde exactamente una hora.

En estas circunstancias, nos piden que cronometremos 45 minutos. ;Cémo
podriamos hacerlo?.

Solucién:

Encender una de ellas por los dos extremos y la otra por uno. Cuando la
primera mecha se consuma (obviamente a los 30 minutos), se enciende el se-
gundo extremo de la segunda. De ella quedan 30 minutos, pero encendida por
los dos extremos sélo durard 15. En total, 30 + 15 = 45 minutos.

10.- Trayectorias

Considera un sistema de referencia cartesiano. Se pide el ntimero de tra-
yectorias escalonadas del punto hasta el si en cada paso sélo se puede ir una
unidad a la derecha 6 una hacia arriba.

Solucién:

Si llamamos “D” a un paso a la derecha y “A” a un paso hacia arriba, ca-
da trayectoria es una ordenacién de 5 D’s y 3 A’s (por ejemplo ADADDDDA).
Entonces el nimero de trayectorias es el nimero de permutaciones de 8 ele-

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 13
ISSN 2174-0410



Experiencias Docentes - Gymkhana Matemdtica para estudiantes M Dolores Lopez Gonzilez
universitarios por la Ciudad Universitaria de Madrid y Javier Rodrigo Hitos

mentos de los cuales 5 son de una clase y 3 de otra, es decir:

8!
53 _ _
PRg” = 5130 =56

4. Conclusiones

Toda accién destinada a la divulgacién, motivacién y acercamiento a las
matematicas que pueda complementar el aprendizaje de esa ciencia, debe ser
bienvenida por parte de los docentes. La experiencia que nosotros hemos ex-
traido de la realizacién de esta Gymkhana ha sido del todo positiva y la reco-
mendamos a todos los niveles de ensefianza.

Hay que destacar, la implicacién desde un principio de los alumnos en la
elaboracién de la prueba, se ha contado con varios de ellos para el desarrollo
de la misma (para ayudar como asistentes en los puntos de control).

El objetivo primordial que giraba en torno a utilizar la “Matemaética Recrea-
tiva” para fomentar el ingenio personal y el trabajo en equipo, la investigacion
auténoma de estrategias, la puesta en practica de los conocimientos matemé-
ticos y el acercamiento de los estudiantes a dichos conceptos, se ha alcanzado
totalmente.

Esperamos que nuestra experiencia pueda servir a otros profesionales para
realizar acciones ttiles para sus estudiantes.

5. Reportaje Grafico

=

Algunas imdgenes de la prueba
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que estd escrito en Java y por tanto su uso estd disponible
en multiples plataformas. Esta caracteristica le confiere un
carécter universal e independiente de los sistemas opera-
tivos (libres o no) sobre los que corre.
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Resumen

La utilizacioén de las nuevas tecnologias de la informacion y la comuni-
cacién, llamadas comtnmente TIC’s, son en la actualidad un apoyo funda-
mental en nuestra labor como docentes. Este articulo estd orientado tanto a
docentes como a alumnos de tltimos afios de bachillerato y primeros afios
de carreras de ciencias e ingenierfas. La finalidad fundamental es integrar
el uso del software de geometria dindmica Geogebra con la resolucién de
casos précticos para la obtencion de algunos lugares geométricos famosos.

Palabras Clave: Geogebra, lugares geométricos, software de geometria di-
nédmica.

Introduccion

(Qué es Geogebra?. Geogebra es un software matema-
0 interactivo para la educacién en colegios y universida-

lzburgo, y su creador Markus Hohenwarter lo continua

Una de las principales caracteristicas de Geogebra, es

Markus Hohenwarter
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Es basicamente un “procesador geométrico” y un “procesador algebraico”,
es decir, un compendio de matemadtica con software interactivo que retine geo-
metria, algebra y calculo (y por eso puede ser usado también en fisica, proyec-
ciones comerciales, estimaciones de decisién estratégica y otras disciplinas). Se
puede decir que Geogebra integra en una tnica herramienta lo que sus homo-
nimos comerciales (Iéase Derive y Cabri fundamentalmente) aportan de forma
separada.

Su categorfa mds cercana es “software de geometria dindmica” (del inglés:
DAS).

Con Geogebra pueden realizarse construcciones a partir de puntos, rectas,
semirrectas, segmentos, vectores, conicas... etc, mediante el empleo directo de
herramientas operadas con el ratén o la anotacién de comandos en la Barra de
Entrada, con el teclado o selecciondndolos del listado disponible. Todo lo tra-
zado es modificable en forma dindmica: es decir que si algtin objeto B depende
de otro A, al modificar A, B pasa a ajustarse y actualizarse para mantener las
relaciones correspondientes con A.

Geogebra permite el trazado dindmico de construcciones geométricas de to-
do tipo asi como la representacion gréfica, el tratamiento algebraico y el calculo
de funciones reales de variable real, sus derivadas, integrales, etc.

2. Geogebra vs. “Otros”

A lo largo de los ultimos afios se ha producido un crecimiento casi expo-
nencial de la apariciéon en el mercado de diferentes softwares matematicos es-
pecializados, cada uno por supuesto con sus seguidores incondicionales y sus
detractores. Son multitudes las razones por las que entre todos estos softwares
Geogebra destaca, y a continuacién vamos a nombrar algunas de ellas.

1. Geogebra es un software escrito con cédigo libre, gratuito con licencia
GNU/GPL. Existen en el mercado otros programas de idénticas pres-
taciones o incluso mds limitadas pero cuyo coste es elevado, como por
ejemplo Cabri, Derive o Mathematica. Aquel que desee utilizar Geoge-
bra no tiene que pagar ninguna licencia de uso ni utilizar ningtin soft-
ware patentado, puesto que su uso es libre y gratuito, Lo tinico que debe
hacer es descargarlo de su pagina oficial, e instalarlo en su ordenador.

2. Geogegra es un software de geometria dindmica, esto es, permite cons-
trucciones de geometria elemental, donde los elementos se construyen y
se definen por propiedades cualitativas no mediante ecuaciones y geo-
metria analitica, aunque ésta esté detrds, en el funcionamiento interno
del programa.

3. Geogebra integra perfectamente a través de su interfaz, tanto el trabajo
desde una perspectiva puramente geométrica en la ventana grafica, como
desde una perspectiva totalmente analitica en la ventana algebraica, de
este modo cada uno puede trabajar en una ventana u otra interactuando

1 http:/ /www.geogebra.org
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con ambas y pasdndose de una a otra en cada momento. Este hecho nos
permite trabajar con nuestros alumnos de modo mucho mds profundo
y facilitar el desarrollo de nuevas estrategias cognitivas y por lo tanto
facilitar en gran medida los procesos de ensefianza-aprendizaje.

4. Sus rutinas analiticas permiten su uso como instrumento para el estu-
dio de un programa clasico de representacion grafica y de tratamiento de
puntos notables: corte con los ejes, extremos, funcién derivada, integral,
etc. Es de muy facil manejo a pesar de su potencial. El aprendizaje es muy
intuitivo y se realiza al hilo de su utilizacién en contextos de aprendiza-
je, lo que no requiere ni sesiones especiales de manejo del programa ni
elaboracién de apuntes sofisticados.

5. Permite introducir coordenadas y ecuaciones de forma directa. Permite
manejarse con variables vinculadas a nimeros, vectores y puntos; per-
mite hallar derivadas e integrales de funciones y ofrece un repertorio de
comandos propios del andlisis matematico, para identificar puntos sin-
gulares de una funcién, como raices o extremos.

6. Tiene implementado rutinas de animacién de funciones y de localizaciéon
de maximos, minimos, puntos de inflexién, funcién derivada, integral de-
finida, recta tangente en un punto. También cabe la posibilidad de crear
construcciones geométricas fundamentales con regla y compas, para es-
tudios de tridngulos y poligonos en general, construccién de cénicas, etc.

7. Permite exportar los trabajos a paginas web para interactuar dindmica-
mente de manera online. Ademéas Geogebra permite trabajar bien en local
es decir instalando la aplicacién en el ordenador, como de forma online,
sin ser necesario que el usuario deba instalar la aplicacién en ningtn or-
denador, en este caso sélo es necesario una conexion a internet.

8. Para aquellos que trabajen en IXTEX (como un servidor), el programa nos
ofrece la posibilidad de exportar c6digo PSTricks® que permite construir
gréficos de caracter vectorial y compilarlos en I&TgX.

9. La comunidad tanto de desarrolladores como de usuarios de Geogebra
es amplisima, ademds de tratarse de una comunidad muy proactiva. Por
ello es relativamente sencillo conseguir multitud de trabajos ya realiza-
dos por miembros de dicha comunidad e implementarlos con nuestros
resultados.

Todas estas caracteristicas hacen que en la actualidad Geogebra sea un soft-
ware ampliamente utilizado por la comunidad pedagdgica con una tremenda
aceptacién tanto por parte de los docentes como por los alumnos debido a la fa-
cilidad de aprendizaje en su manejo, y por la agradable naturalidad y sencillez
con la que se puede trabajar en su interfaz.

Pero para ser justos, hemos de nombrar también los que desde nuestro pun-
to de vista deben ser consideradas las carencias de Geogebra en la actualidad,
que por otra parte constituyen los principales esfuerzos en los que la comuni-
dad de desarrolladores esta trabajando.

2 http:/ /tug.org/PSTricks/main.cgi/
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1. Aunque existe una version Beta en 3D, el trabajo en tres dimensiones es
muy limitado.

2. El tratamiento analitico de curvas algebraicas de orden mayor que dos,
no es tan intuitivo como ocurre por ejemplo con las cénicas. Por ello se
debe recurrir a otro tipo de construcciones para obtener los resultados de
las mismas en pantalla.

Esta ultima desventaja es precisamente la finalidad principal de la elabo-
raciéon de éste articulo, puesto que nos da pie tanto a la presentacién de las
caracteristicas fundamentales de Geogebra como de su utilizaciéon pedagdgica
para la construccién de algunos lugares geométricos que dan lugar a ciertas
curvas algebraicas histdricas.

3. Presentacion del Software

Por supuesto, ni que decir tiene que no es la finalidad de este articulo servir
de tutorial o manual de utilizaciéon de Geogebra, por lo que recomendamos
al lector que indague por la red con el fin de utilizar uno que se ajuste a sus
necesidades, por ejemplo el Manual Oficial de Geogebra en espariol que puede
ser descargado en la pagina oficial del mismo.

Sin embargo, si que haremos una presentacién tanto de la interfaz general
del software como de alguna herramienta que utilizaremos posteriormente a
la hora de obtener las gréficas de ciertos lugares geométricos.
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Figura 1. Interfaz General de Geogebra

3 http:/ /www.geogebra.org /trac/wiki/GeoGebra3D

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 4
ISSN 2174-0410


http://www.geogebra.org/trac/wiki/GeoGebra3D

Experiencias Docentes - Visualizacion de Lugares Geométricos
mediante el uso de Software de Geometria Dindmica Geogebra

José Manuel Sianchez Mufioz

.-. J B |-
~ S a0

IL_H dizlele

J.El‘. AT B P

Etli Pl e o e D

BN Ao il | s
::I:' W LM Y 3 L6 M

| Pomd Pl Packs

-:Il_.EZL.I;ﬂJIIJ_\J:; 2

_.-"- [ per o (e S rean

S, b g e e ey
Warvay syp ourion

S=grrrs anp [ow Py
ER s P e P L

G s gos DAz 3 CecFamm

nibor o Doom Panic s

'n_"-u. el

:II_-EEL.H (655 R I [

d-'l'

___‘:' Rmia P s

:,-._‘ Woamrs

Lo awls

1-":{] Twrgeniss

;ﬁ:" L=t SR E ) TR

F:' djm i L

5, £y e sy

23 159 G 31 1 [©Ks
I s

] B e

I e

MR N

T e e o R 0k P

Tt iy vl Crien pees e e Py
Fovern jur Poade i b D e reremm

T Dl e v Sk

§ iy

o le=mEn

ﬂ. ol s oo T ee de G Fad

E"“ P rprirmumtrerey dwicn Mas ety

:l a5 4p Cwrrnim ey o gox zu ey Do haireee

l"}l’ A i 2 e e 3 s T, et P

.!l o Lo CEITE B Dol | e S

ﬁ::ll Saecior (Do e T Banooo o s e s

Figura 2. Herramientas Geogebra (I)

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct’11
ISSN 2174-0410



Experiencias Docentes - Visualizacion de Lugares Geométricos
mediante el uso de Software de Geometria Dindmica Geogebra José Manuel Sdnchez Mufioz

] .
o Wy v i i e
§

é.k-o--

.,-'_a L% TRTEAEAET ]

Ty
a

e

D% B E S s B

TitLanr i B L]

| TR IO |
Pttt A o i ol B e

AN = [

i ast BRTET

|[EE Dania e Dokl pae T i

I ER T

A e

. gy FErrs s [on Cksie

3:[ :.] £ E m:mm-uummm DeEza

- Dibalid R R | i

il liefelo]

W, oo meroem sy

L e Y

e i Dl Cmade
& 1 R J Ooiis Posde

22298 B A Wil
F ]

Figura 3. Herramientas Geogebra (II)

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct’11 6
ISSN 2174-0410



Experiencias Docentes - Visualizacién de Lugares Geométricos
mediante el uso de Software de Geometria Dindmica Geogebra José Manuel Sdnchez Mufioz

4. Lugar Geométrico (I)

4.1. Enunciado

Se considera la circunferencia N\
x? +y? = 4. Calcular el lugar geomé- 4

trico descrito por el punto P, pie de
las perpendiculares trazadas desde el 3 P
punto A(0,4) a las tangentes a dicha
circunferencia. ¢

4.2. Resolucion Analitica

El punto B(«, 8), por pertenecer a
la circunferencia, cumplird su ecua-
cién, y por lo tanto:

W+ pr=4=p=2V4-0a?

Para obtener la tangente a la circunferencia en el punto B y por lo tanto su
pendiente, derivamos su expresién analitica:

X [
2042y =0=y' = = ) () = 3

por lo tanto la expresién analitica de la tangente una vez obtenida la pendiente
en el punto B sera:

t=y—p=—glma) > py— = kel

Cualquier recta perpendicular a la recta ¢ tangente a la circunferencia tendra
como pendiente:

Como queremos la perpendicular a la tangente a la circunferencia en B que
pasa por el punto A, su expresion resultara:

4_ﬁ

p=y— —Ex:>,8x—1x(y—4):0

Por lo tanto tenemos las siguientes ecuaciones:
DCZ _|_ '82 —_ 4
By — B? = —ax + a?
Bx—a(y—4)=0
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Previamente operando en la segunda expresion e introduciendo la primera
en ella podemos obtener:

By — B> = —ax+a® = ax+ By =a® + B> = ax + Py =4

Por lo tanto tenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incég-

nitas (a, B):
{ ax + Py =4
a(y—4) —px =0

Resolviendo este sistema obtenemos:

,B:ocy;4 :>ax+aW:4:a(x2+y2—4y):4x
y 4x
2+t -4y
x2+y?—4y

Introduciendo los valores de a y f en la ecuacion a? + B? = 4 obtenemos la
expresion analitica del lugar geométrico solicitado, que resulta:

4x? +4y? = (2 +y? — 4y)?

La siguiente figura representa graficamente el lugar geométrico que descri-
be el punto P.
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4.3.

Visualizaciéon con Geogebra

. Dibujamos en la ventana grafica una circunferencia centrada en el origen

y de radio 2, asi como el punto A(0,4).

. Colocamos sobre la circunferencia un punto genérico B a fin de que le

podamos mover, y sobre este punto hacemos pasar la recta tangente t a
la circunferencia que pasa por éL

. Desde el punto A hacemos trazar la perpendicular p a dicha tangente ¢,

y donde intersecten colocamos un punto P.

. Activamos el rastro del punto P clicando con el botén derecho sobre di-

cho punto.

. Clicamos sobre la herramienta Eleccién y hacemos que el punto B se mue-

va sobre la circunferencia. De este modo, el punto P se ird punteando el
lugar geométrico que buscamos.

. Si hacemos visible la hoja de célculo en el Ment Vista, podemos obtener

las coordenadas (x,y) de los puntos del lugar geométrico que marca el
punto P con el rastreo activado.
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Figura 4. Generacion del Lugar Geométrico I con Geogebra

Como alternativa al punto 6, cabe la posibilidad de visualizar el lugar ha-
ciendo uso precisamente de la herramienta Lugar Geométrico, en el que en pri-
mer lugar se pincha con el ratén el punto del lugar geométrico deseado, y en
segundo lugar el punto que vamos a mover. Luego si pinchamos con esta he-
rramienta primero el punto P y luego el punto B nos arroja en pantalla el resul-
tado del lugar geométrico solicitado, pero esta vez de forma continua en lugar
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de “por puntos”. Recomendamos utilizar esta segunda alternativa después de
la primera puesto que no es tan constructiva desde un punto pedagégico, ya
que simplemente presenta al alumno el resultado final.

En el caso de curvas algebraicas el gran inconveniente de Geogebra es que
no nos da una expresion implicita de las mismas, y si introdujéramos una ex-
presion de este tipo en la ventana algebraica nos arrojaria un error. Este punto
es uno de los “objetivos de mejora” en el que los desarrolladores se encuen-
tran trabajando actualmente para hacer el software tan competitivo como otros
programas comerciales.

4.4. Un poco de historia

El lugar geométrico en cuestion es el LIMACON (O CARACOL) DE PASCAL,
descubierto por el padre de Blaise Pascal, Etienne Pascal (1588-1651) y denomi-
nada asf por el francés, Gilles-Personne Roverbal, en 1650 cuando hizo uso de
esta curva para utilizarlo como ejemplo de sus métodos de dibujo de tangen-
tes, en definitiva para el estudio de la diferenciaciéon. La curva en cuestién ya
habia sido estudiada por Alberto Durero (1471-1528) a quien se le debe verda-
deramente su descubrimiento, mucho antes de que Pascal centrara su atencién
en ella, y 125 afios antes de la denominacién de Roverbal. Durero propuso un
método de dibujo del caracol, aunque no lo denominé limagon, sino ardcni-
da o arafia en su obra Vnderweysung der messung mit dem zirckel und richtscheyt
(Nuremberg, 1525). Estudiada también por Lambert Adolphe Jacques Quetelet
(1796-1874), en Nouveaux mémories de I’ Académie de Bruxelles.

El nombre de limagon proviene del término en latin limax (caracol). Etien-
ne Pascal mantuvo correspondecia con Mersenne, en cuya casa se celebraban
reuniones con las matematicas como tema fundamental de las mismas, y a las
que acudian ge(’)metras4 famosos, entre ellos Roverbal, quien utiliz6 este foro
para darle el nombre con el que la conocemos actualmente.

Ecuacién cartesiana: (x2 + y? — 2ax) = b?(x?> + y?) con2a = OA, b = AB.

* En el s.XVII los términos geometria y matematicas eran sinénimos.
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Ecuacién polar: p = b 4 2a cosw, con a y b distintos de 0.

x =2acos?t+beost

E i étricas:
cuaciones paramétricas { y = 2acostsent + bsent

(1= (b+2a+ (b—2a)t?)
(1+12)2

o bien:

~ 2t(b+2a+ (b—2a)t?)
B (1+t2)2
Se trata de una curva cudrtica limitada, cerrada y continua, salvo cuando
b > 2a, en cuyo caso el centro es un punto aislado. El eje de las x(y = 0) es un

eje de simetria y cuando b = 24 el centro es un punto singular cuspidal y el eje
delas x(y = 0) es tangente en él. Si b < 24, el centro es un nodo y las rectas

son tangentes en el nodo. El limagon de Pascal es la concoide de un circulo con
relacién a uno de sus puntos O, siendo el circulo de didmetro OA con A(2a,0).
Y la cisoide de dos circulos cuando uno pasa por el centro del otro con respecto
a ese centro.

Cuando b = 24 entonces el caracol se convierte en una cardioide y si b = a
entonces es un trisectriz. Si bien esta trisectriz no es la de MacLaurin.

Sib > 0 (el caso que dibujamos aqui con @ = b = 1) entonces el drea de la

vuelta interna es
3
2
ac | m—34/=
\/;

y el rea entre las vueltas es a?(7r + 3+/3)

El limacon de Pascal, también llamado concoide® del circulo, es una bicir-
cular racional y, como todas estas curvas, es la podaria de un punto P respecto
de una circunferencia de radio 4, si P se encuentra fuera de la circunferencia.
También se puede considerar la inversa de una cénica con respecto a uno de
sus focos.

5 Sea C una curva arbitraria y O un punto exterior a ella. Sea M un punto de la curva C por el
que trazamos un radio. Desde M trazamos un segmento de longitud k en ambas direcciones de la
curva. El conjunto de puntos P y P’ de los extremos de los segmentos generados por los puntos
base de la curva C y el polo O forman la concoide. Es decir, cuando M describe la curva C, el lugar
geométrico de los puntos P alineados con O y M, tales que MP = k, se denomina concoide de C
enrelaciona Oy k.

Si los segmentos se trazan desde el punto M con rectas que pasan a través del punto con un 4n-
gulo constante « con el radio OM, entonces el conjunto de puntos del segmento se llama concoide
oblicua. Si el &ngulo constante es igual a 7, entonces la curva es una ortoconcoide. Si las ecuaciones

. x = x(t . i -
de la curva de partida C son:{ (t) entonces las ecuaciones paramétricas de la concoide con

y=y()
base C y polo O(a,b) son
X=x(t)+ ——200
V(x()=a)>+(y(t)=b)?
_ y(t)=b
Y=r0* o |
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El caracol es una curva analagmética®. Es también la catacdustica’ de un
circulo cuando el rayo de luz viene de un punto 4 finito (no cero), lejano a la
circunferencia, propiedad que fue demostrada por Thomas de St. Laurent en
1826. Son casos particulares de 6valos de Descartes, es decir, es un évalo de
Descartes de foco doble. La evoluta del limacon es la cdustica por reflexién del
circulo.

5. Lugar Geométrico (II)

5.1. Enunciado

Se considera la circunferencia de expresién 5 A B~
(x —2)2 + y? = 4. Se traza la recta tangente t a m
dicha circunferencia por el extremo diametral- , | A
mente opuesto al origen de coordenadas. Tra-
zamos por el origen una recta cualquiera m. | | P
Hallar el lugar geométrico de los puntos P tales
que la distancia desde el origen de coordenadas O .
a P sea igual que la distancia de la interseccion 1 2 3 -
de la recta m cualquiera con la circunferencia | |
(Punto A) al punto B. ¢

-2 A

5.2. Resoluciéon Analitica

Utilizamos coordenadas polares de tal forma que si consideramos 6 como el
dngulo medido desde el eje de abcisas hasta la recta genérica y = mx, entonces

6 Se trata de una curva que es invariante con respecto a la inversion, es decir, que su inversa es
la misma curva. Esta propiedad fue estudiada en primer lugar por el inspector general de minas
francés Théodore Florentin Moutard (1827-1901) en 1864.

7 La custica es un método de obtencién de una nueva curva. basdndose en otra curva dada
y un punto (origen de los rayos). Dada una curva C y un punto fijo S (origen de los rayos), la
catacdustica, o cdustica por reflexion, es la envolvente de los rayos de luz que provienen de S y son
reflejados sobre la curva. Y la diacdustica, o caustica por refraccién, es la envolvente de los rayos
refractados. Los rayos de luz pueden ser paralelos si el punto S esta en el infinito.

Sea 1y una curva definida por la ecuacién y = y(x) y un haz de rayos que siguen la direccién del
vector T = (a,b); las ecuaciones de la cdustica vienen dadas por las expresiones:

X po @D (b ay ()t by ()

2y"(x) 2y (x)
—ay' (x))? —ay'(x))(a (x
eyt - G G-t Ot

Cuando los rayos de luz reflejan una curva, entonces la envolvente de los rayos reflejados es una
cdustica por reflexién o una catacdustica. Cuando la luz es refractada por una curva, entonces la
envolvente de los rayos refractados son una cdustica por refraccion o un diacdustica. Es decir, una
cdustica es una envolvente de los rayos procedentes de un punto que atraviesan un medio 6ptico
cualquiera, o bien se reflejan en una superficie.

Una cdustica no siempre genera una curva. Por ejemplo, los rayos reflejados desde el foco de
una parabola no se intersecan y por tanto su envolvente no forma ninguna curva.

La caustica de una curva C con los rayos paralelos en una direccién, genera una curva que es
también diacdustica de la curva C con rayos paralelos en direccién opuesta.
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resulta que el punto A tiene de coordenadas p4 = 4cosf. Del mismo modo
0B = ﬁ. Por lo tanto la distancia entre los puntos A y B (que es la misma que
del punto origen de coordenadas O al punto P del lugar geométrico solicitado),

sera:

4 1 29
dap=—— —4cosf =4 —— —cosb =457 _ ftan6send
cosf cos cos 0

La expresién de la curva solicitada en coordenadas polares resulta entonces:

p = 4tanfsend

La siguiente figura representa graficamente el lugar geométrico que descri-
be el punto P.

-

\ 4

5.3. Visualizacién con Geogebra

1. Con la herramienta circulo con centro y radio, pinchar en la ventana gréafi-
ca de geogebra en el punto (2,0) y radio 2, asi dibujamos la circunferencia
dada. La otra posibilidad es introducir la expresion de la circunferencia
en la barra de entrada de la ventana algebraica.

2. Dibujar una recta que pase por el origen de coordenadas y un punto ge-
nérico de la circunferencia (Punto A).

3. Dibujar la recta tangente a la circunferencia en el punto (4,0), o bien in-
troducir en la barra de entrada la expresion de esta recta (x = 4).

4. Colocar un punto en la interseccién de la recta genérica que pasa por el
origen con la recta x = 4 (Punto B).

5. Con la herramienta compas medimos la distancia que hay del punto A
al B y llevamos esa distancia al origen de coordenadas. Donde intersecte
con la recta genérica colocamos el punto P lugar geométrico solicitado.
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6. Activamos el rastro en el punto P, de tal modo que moviendo el el punto
A (con la herramienta seleccién), el punto P va dejando el rastro y dibu-
jando el lugar geométrico pedido.

7. Como alternativa a este dltimo punto, podemos hacer uso de la herra-
mienta Lugar Geométrico, pinchando primero sobre el punto P que es el
encargado de trazar el lugar solicitado, y después sobre el punto A (el B
también es vélido), de este modo obtendremos un trazado continuo en
lugar de por puntos del lugar geométrico en cuestion.
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Figura 5. Generacion del Lugar Geométrico II con Geogebra

5.4. Un poco de historia

El lugar geométrico en cuestion es la CISOIDE DE DIOCLES. Diocles (240-180
a.C.) fue contemporaneo de Nicémedes (280-210 a.C). Llev6 a cabo su estudio
con el fin de resolver el problema “délico” de hallar la longitud del lado de
un cubo cuyo volumen fuera dos veces el de un cubo dado (la duplicacién
del cubo)®. Diocles también estudi6 el problema de Arquimedes de cortar una
esfera por un plano de manera que los voliimenes de las dos partes tengan una
proporcién dada. La atribucién de la cisoide de Diocles puede comprobarse en
los comentarios de Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C), en su libro La esfera
y el cilindro. En ellos Arquimedes afirma que la cisoide fue creada por Diocles
y a él se atribuye.

8 El problema de la duplicacién del cubo, junto con el de la triseccién del éngulo y la cuadratura
del circulo son considerados los tres problema clasicos griegos de la época heroica, denominada
asi, puesto que las tnicas herramientas usadas para su resolucién eran tan sélo el compas y la
regla.
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3

2a—x’
Ecuacién polar: p = 2atan6@senf, o bien p = 2a(secf — cosf), siendo a

el radio de la circunferencia y 6 el angulo del eje que gira con respecto al eje
positivo de las x.

Ecuacion cartesiana: x(x2 +y2) = 2ay?, con a > 0. O bien y* =

Lo 2at?
1+
Ecuaciones paramétricas:
_ 2at3
YTIre
- 2a
1+
O bien
_ 2a
YAt e)

La cisoide de Diocles es la ruleta generada por el vértice de una parabola
rodando sobre una parédbola igual. Es una ctibica unicursal continua e ilimitada
con un eje de simetrfa y un punto de retroceso. La recta x = 2a es una asintota
vertical y el eje y = 0 es un eje de simetria. El centro de coordenadas es un
vértice, o punto cuspidal, y el eje de las x es una tangente en dicho punto. El
drea entre la curva y su asintota es 37ta>. Dentro de las curvas cisoides es un
caso particular de cisoide oblicua.

Si los puntos R y S estan en la cisoide de manera que BS subtiende un
dngulo recto a O entonces el lugar geométrico de interseccién de las tangentes

a By S queda en el circulo con didmetro (%, O), (24,0).

La curva podaria de la cisoide, cuando el punto de la podaria esta en el eje
mas alla de la asintota, a distancia cuatro veces del vértice de la asintota, es una
cardioide. Por el contrario, la podaria de una parabola con relacién a su vértice
es una cisoide de Diocles.

Si se toma como centro de inversion el vértice de la cisoide, la cisoide se
invierte en una parabola.

La cdustica de la cisoide cuando se toma el punto radiante como (8a,0) es
una cardiode.

El nombre aparece por primera vez en un trabajo de Gémino (10 a.C - 60).
Pierre de Fermat (1601-1665) y Gilles Personne de Roberval (1602-1675) cons-
truyeron la tangente para su generacion en 1634. Hygens (1629-1695) y John
Wallis (1616-1703) encontraron, en 1659, que el drea entre la curva y su asintota
era igual a 37ta?.

Isaac Newton (1642-1727) desarroll6 un método de dibujo para la cisoide
de Diocles, usando dos segmentos de longitud igual a angulos rectos. Si se
mueven de manera que una linea siempre pase por un punto fijo y el extremo
del otro segmento se deslice a lo largo de una linea recta, entonces los puntos
medios del deslizamiento del segmento de la linea deslizada trazan una cisoide
de Diocles.
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Esta curva, cuyo significado del término es forma de hiedra, fue ideada por
Diocles aproximadamente en el afio 180 a.C. Permite calcular /2 tal y como
muestra la siguiente figura. Se construye un cuadrado de lado igual al didmetro
de la circunferencia. En el lado superior se busca el punto medio del mismo
H. Se une mediante una recta el punto H con el punto C, que intersecta a la
cisoide en el punto M. Trazando una vertical por H y una linea que une Oy M,
se obtiene otro punto de interseccién N. El segmento ON es la raiz ctibica de 2.

H

6. Lugar Geométrico (III)

6.1. Enunciado

Se considera la circunferencia C
de expresion (x — §)* +y* = (%)%
Se traza la recta p perpendicular al eje
de abcisas por el punto A genérico de
coordenadas (b,0). Se traza una rec-
ta genérica m que pasa por el origen
de coordenadas, y que corta a la rec-
ta p en el punto M. Por el punto M
hacemos pasar una recta s paralela al
eje de abcisas que corta a la circunfe-
renciaCenRyS. Por R y S trazamos
sendas rectas paralelas a p que cortan
a la recta m en los puntos P y Q. Ha-
llar el lugar geométrico descrito por
los puntos P y Q.
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6.2. Resoluciéon Analitica

El punto M tendrd de coordenadas (b, mb). Introducimos el valor de la or-
denada de M en la expresién de C para obtener la siguiente expresion:

a2 2,0 ()2
(x=3) +m¥ = (3) @
Como m = % sustituimos este valor en la expresién (1).
aN2  y? o, a2
(x=3) +2¥=(3) @

Resolviendo en la expresion (2) obtenemos el lugar geométrico solicitado

vy? = x3(a — x)

La siguiente figura representa graficamente el lugar geométrico que descri-
ben los puntos Py Q.

6.3. Visualizaciéon con Geogebra

1. Dibujamos la circunferencia C genérica eligiendo la herramientas de cir-
cunferencia dado centro y un punto de la misma (por ejemplo).

2. Eligiendo la herramienta de recta que pasa por dos puntos, dibujamos
la recta genérica que pasa por el origen m y un punto al azar D de la
circunferencia C.

3. Dibujamos una recta vertical genérica p introduciendo su expresién en la
barra de entrada (x = b, siendo b un ntimero real positivo).

4. Por el punto de interseccién de m con p trazamos el punto M y la recta
horizontal s, para ello en herramientas elegimos la recta paralela que pasa
por un punto.
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5. Por los puntos de interseccién de s y la circunferencia C, dibujamos los
puntos Ry S y las rectas verticales, mediante la herramienta recta para-
lela a otra (p) que pasa por un punto.

6. Enlos puntos de interseccién de las rectas verticales con la recta genérica
m colocamos nuestros puntos Py Q y activamos en ellos el rastro. Para
ello hacemos clic en ellos con el botén derecho y desplegando el menti de
didlogo elegimos la opcién Activar Rastro.

7. Elegimos la herramienta Seleccionar y movemos el punto D de este modo
al moverse los puntos P y Q representan el lugar geométrico buscado.

8. Como alternativa a este tltimo punto podemos hacer uso de la herra-
mienta Lugar Geométrico. Una vez elegida esta pinchamos primero sobre
el punto P y luego el D para visualizar la primera parte del lugar geomé-
trico solicitada de forma continua. Y después con la misma herramienta
pinchamos sobre el punto Q primero y a continuacién el punto R y vi-
sualizamos de este modo el lugar geométrico completo.

'
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Figura 5. Generacion del Lugar Geométrico III con Geogebra

6.4. Un poco de historia

El lugar geométrico en cuestion es la CUARTICA PIRIFORME. Esta curva fue
estudiada por Gohierre de Longchamps (1842-1906) en 1886, entre otras vurvas
que fueron nombradas después de él. Anteriormente habia sido estudiada por
John Wallis (1616-1703) en 1685 y por Pierre Ossian Bonnet (1819-1892) en 1844.

Ecuacion cartesiana: b*y?> = x3>(a — x),cona > 0,b > 0.
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Obien: y = :I:%\/ax —x3

X =acos?t

Ecuaciones paramétricas cartesianas: > 3
a“cos” tsent

y= b

Curva algebraica plana de cuarto orden, es una cudrtica racional. Es una
curva limitada, cerrada y continua, en la que el eje de abcisas (y = 0) es un eje
de simetria. El centro de coordenadas es un punto singular cuspidal de primer

2
género y la recta y = 0 es tangente en él. Los puntos <§a, :t%?n/?_;) son los

4
puntos colocados a la maxima distancia del eje de abcisas.
na®
El drea que engloba la curva es igual a b

La curva también es conocida como gota de agua. Cuando a = b se trata de
un caso particular de cudrtica piriforme conocida como cudrtica de Bonnet.

La cudrtica piriforme tiene también por ecuacién cartesiana

V(x—r?-2ry+1*=0 conr>0

Las ecuaciones paramétricas de la curva son:
x =r(1+cost)

_r
~ 1+sent

La recta x = r es, en este caso, un eje de simetrfa y una asintota vertical.
Es una curva ilimitada y continua. Si la cudrtica piriforme toma la férmula
anterior, resulta la misma curva que la apiena.

7. Conclusiones

La exposicién de los lugares geométricos presentados en este articulo, pue-
den constituir un ejemplo tipo de como preparar de un modo mucho mas efi-
ciente y fundamentalmente de un modo geométrico la presentacién de ciertas
curvas histdricas. Para ello Geogebra facilitard las herramientas necesarias tan-
to para la exposicion pedagogica de los docentes como para la preparacién y el
estudio de los alumnos.

Geogebra es un software potente, versatil, dindmico que se puede adaptar
perfectamente a las necesidades especificas de cada usuario. Ademés es un
programa muy intuitivo en su utilizacién lo que se traduce en un aprendizaje
cémodo y muy 4gil.
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Resumen

El computador como herramienta de célculo en la aplicaciéon de las
técnicas de andlisis numérico para encontrar posibles soluciones al uso
de recursos computarizados. El objetivo de la presente investigacion fue
desarrollar estrategias didacticas basadas en el uso del computador para
la ensenanza de los polinomios en el segundo afo de Educaciéon Basica.

Palabras Clave: Estrategia didactica lddica, computador, polinomios,
Educaciéon Basica.

1. Problematica

El sistema de ensefianza y de aprendizaje requiere de un nuevo modelo
interactivo entre sus actores, en los cuales los sujetos no se transformen en
objetos susceptibles de manipulacién, sino que puedan desenvolverse como
personas libres, criticas, reflexivas, constructoras de sus conocimientos y con
un alto sentido de su compromiso con su propio desarrollo. (Torres, 2004).

Frente a las concepciones tradicionalistas que le asignan a la escuela una
primacia absoluta en la educacién y la considera el lugar donde se agota el
acto educativo, han surgido cuestionamientos. En este sentido, Mora (2007),
sostiene que “las practicas pedagdgicas deben ser repensadas en presencia de
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la realidad cambiante, pues la escuela, el docente y el saber pedagogico
sufren una de las crisis mas significativas” (Mora, 2007, p.23). En otras
palabras, el autor refleja el dinamismo que debe caracterizar las practicas de
la ensefianza para su adecuacion a la realidad existente.

Dentro de este contexto, se aprecia de acuerdo a Rodrigo y Arnay (2006)
“la construccion del saber libresco divorciado de la cotidianidad y la poca
disposicion del docente para adaptarse a los cambios y a la renovacién de las
practicas de la ensefianza” (s/n), conlleva a determinar que lo ensefiado en la
escuela debe ser dinamico y adecuarse a la realidad; como es una realidad el
uso cotidiano de computadores y tecnologia de telefonia celular por parte de
la poblacion, especialmente los jovenes.

Por otra parte Morles (2001) habia advertido en forma general “que la
escuela que no ensefa a vivir a nada ensefia y no puede ensefar a vivir quien
no parte de la vida real y de sus condiciones, sino de teorias y nociones
abstractas” (p.19). Al ubicar el planteamiento del autor precitado en el
contexto de la Venezuela del siglo XXI, ob.cit. (2001) resalta que “la escuela
venezolana no debe ser otra cosa que la preparacién para la vida venezolana.
Ensefiar a vivir en Venezuela, ensefiar a vivir con Venezuela, ensefar a vivir
para Venezuela” (p. 20); esto significa que la ensefianza no puede estar
desvinculada de la realidad.

Sin embargo, es evidente de que el uso del computador en el proceso de
ensefianza - aprendizaje, no se ha materializado en la medida de su alta
presencia en todas las dimensiones de la vida.

Se debe resaltar que el computador en la ensefianza de la Matematica
particularmente, se utilizé en sus inicios como herramienta de calculo y en la
aplicacién de las técnicas de andlisis numérico pero, posteriormente, en el
intento de encontrar posibles soluciones a los ya bien conocidos problemas en
la ensefianza de la Matematica, se utilizd en la creacién de materiales de
ensefanza computarizados. La presencia del computador es cada vez mas
evidente en la vida cotidiana y desde luego en la escuela.

Sin embargo, el uso del computador por los estudiantes en muchas
instituciones educativas, como herramienta de ensefianza — aprendizaje de la
Matematica, no estd contribuyendo adecuada ni significativamente a la
formacion de ciudadanos y ciudadanas capaces de transformar el contexto en
el cual viven y pertenecen. Vale decir entonces, que los estudiantes deben ser
incorporados a este proceso de creacion e innovacion para que construyan su
propio conocimiento en lugar de la practica comtin de los docentes de insistir,
dirigir y estimular una actuacidon pasiva, memoristica y conformista de los
alumnos y alumnas al promocionar el saber y los conocimientos acabados
que otros generan, siendo todo esto inadecuado en la formacidén integral de
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los mismos, y poco pertinente con el futuro del pais.

Toda esta pasividad que ocurre en el proceso de ensefianza — aprendizaje
se presenta, a pesar de lo que sefiala De Guzman (2000), referente a que los
estudiantes presentan un bajo rendimiento en las Matematicas y entre las
causas que lo originan esta que el sistema priva a la inmensa mayoria de
quienes se estan formando para ensefiar, de la posibilidad de un aprendizaje
pausado, sereno, con gozo, asi como también de las inmensas riquezas que el
quehacer matematico encierra para la formacién del pensamiento, de su
valoracion adecuada a través de la comunicacién de su utilidad y su
ubicuidad en la vida cotidiana.

En el marco de esta situacion, se encuentra la Matematica,
particularmente la ensefianza de los polinomios. Al respecto, se denomina
polinomio a la suma de varios monomios (llamados términos del polinomio).
Existen diferentes tipos de polinomio, monomio (un término), binomio (dos
términos), trinomio (tres términos) y en general, polinomio. (wikipedia.org,
2010).

Un polinomio es una expresion algebraica de la forma:

P(x) =anx"+ an-1x2-1+an-2x"-2+ ... + a1x! + aosiendo an, an-1... a1, ao

numeros, llamados coeficientes.

En otras palabras, un polinomio es una expresion hecha con constantes,
variables y exponentes, que estan combinados usando sumas, restas y
multiplicaciones, pero no divisiones; donde los exponentes solo pueden ser 0,
1, 2, 3, ... y no puede tener un numero infinito de términos. (Disfruta las
Matematicas, 2010).

En cuanto a su utilidad, cabe sefialar que un polinomio de la forma
x>+5x2+3x+18 puede dar origen a una funcién polindmica (que se define como
toda aquella funcion que estd formada por polinomios), y = f(x) =
x3+5x2+3x+18 que al ser graficada describe la trayectoria que pueden seguir
ciertos objetos en su movimiento, ya que representa una curva; otras
funciones polinémicas podrian ser muy utiles para describir el vuelo que
usan las abeja o el de un avioén, por ejemplo.

Las funciones polindémicas son las funciones f: x 2 P(x) donde P(x) es un
polinomio en x, OxO0O.
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Segin el grado del polinomio las funciones polinémicas pueden
clasificarse en:

GRADO NOMBRE EXPRESION
0 Funcién constante y=a
y=ax+b
1 Funcion lineal Binomio de  primer
grado
y=ax?+bx+c
2 Funcién cuadratica | Trinomio de segundo
grado
y=ax+bx2+cx+d
3 Funcién cubica Cuatrinomio de tercer
grado

Tabla 1. Funciones Polinomicas

De alli pues, que una aplicacién importante de los polinomios y de las
funciones polinémicas estd en hacer prondsticos, tal como se puede
pronosticar la trayectoria del movimiento de ciertos objetos. Por ejemplo:
suponiendo que se tiene una empresa dedicada a la exportacién de algiin
producto. Se tiene un registro de ventas anuales (en unidades), por ejemplo
hasta este afio (2010), se quiere conocer aproximadamente cuanto se vendera
en el 2015. Es asi como utilizando los datos registrado se puede aproximar un
polinomio (para lo que se utiliza el método de las diferencias de Newton,
entre otros), para luego mediante valor numérico encontrar cuales seran las
ventas en el futuro. Igual, para el pronostico del clima se utiliza un polinomio
en el cual hay muchas variables (presion, temperatura, masas de aire, entre
otras). En fin, no se desea expresar que los polinomios constituyan una
herramienta magica, sin embargo, permiten estimar valores que conforman
informacién para tomar una decision final, ademas como parte de las
Matematicas son muy utilizados en las ramas exactas como en la ingenieria,
contabilidad, fisica, y otras.

No obstante a la importancia y utilidad de los polinomios, aunada al bajo
rendimiento académico y al alto indice de aplazados que se generan en esa
area de conocimiento de las Matematicas en el Segundo Ano de Educacién
Basica Media de la Escuela Basica Distrital “Ramén Pompilio Oropeza”, se
siguen usando estrategias de aprendizaje convencionales que no motivan al
estudiante ni se adaptan al uso que ellos hacen de las nuevas tecnologias.

En otras palabras, no se usan estrategias creativas para aumentar la
posibilidad en los estudiantes de aprender mads, ni se usan medios que
ayuden a desarrollar las habilidades que deben formarse en los educandos
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con la ayuda de todos los factores que intervienen en el proceso de
aprendizaje. Al respecto, Rodriguez (2004), sehala que: “La creatividad es la
capacidad del ser humano que conlleva a solucionar problemas usando
enfoques novedosos, juega un papel importante en las Matematicas, por ser
un hecho pedagdgico, implica utilizar términos afines que deben ser
definidos para evitar confusiones”. (p.32). En este sentido, en el liceo objeto
de este estudio no se pone en practica suficiente creatividad en el proceso
ensefnanza — aprendizaje de los polinomios, tampoco las estrategias didacticas
se adaptan al uso cotidiano que actualmente hacen los alumnos del
computador y de las ultimas tecnologias de teléfonos celulares.

Por consiguiente, los docentes no estdn actualizados en estrategias
creativas de aprendizaje, que contribuyan a la solucién de los diferentes
problemas que se presenten en el quehacer educativo, dado que disefian sus
clases con claro énfasis en la palabra y en actividades 16gico—matematicas,
desconociendo que no todos los alumnos tienen la capacidad de entenderles
a través de estas estrategias.

No obstante, se considera que la accién pedagoégica esta determinada por
las estrategias que implementen los docentes (Torres, 2004). Ahora bien, en
observaciones preliminares realizadas por la autora, se nota que los docentes
de la Escuela Basica Distrital “Ramén Pompilio Oropeza” hacen poca o
ninguna aplicacion de estrategias didacticas, distintas a las tradicionales que
motiven el aprendizaje significativo en los polinomios en el Segundo Afo de
Educacion Béasica Media (Rodriguez, 2004), restandole una gama de
posibilidades de aprendizaje al alumno.

En efecto, al computador no se le han dado los diversos usos en la
ensefanza o asesoria académica de la Matematica, a los fines de enriquecer el
proceso de aprendizaje. A pesar de que segiin (Aleman, 1998) el computador
en la ensefianza de la Matematica tiene uso como los siguientes:

- El computador como pizarron electrénico, su objetivo principal es
escribir, dibujar y calcular con el fin de mostrar e ilustrar conceptos;

- El computador como tutor, una de las modalidades mas utilizadas
en Matematica en virtud de que ayudan a solucionar algunos problemas
educativos;

- Para ejercitacién practica, segun (Galvis,1986), esta modalidad
permite reforzar las dos fases finales del proceso de instruccion: aplicacion y
retroinformacion, utilizando la técnica de repeticién;

- En la simulacién, apoyan el aprendizaje por descubrimiento, en
Matematica son utilizados con gran frecuencia para propiciar el
establecimiento de reglas y demostracion de proposiciones y teoremas;
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- Juegos educativos, son programas desarrollados para la ensefianza
de la Matematica que adoptan formas de juego, con lo cual resultan mas
atractivos e interesantes para los alumnos; se suelen utilizar con objetivos
pedagdgicos bien determinados, generalmente, para crear o aumentar
habilidades especificas;

- Lenguaje de programacion (BASIC, Lenguaje C, LOGO) para el
aprendizaje de concepto, para auxiliar al estudiante en el proceso de
construcciéon del conocimiento dentro de la exploracion del desarrollo
cognitivo.

- Como apoyo en la administracién de la docencia, herramienta de
apoyo al docente en el planeamiento, organizacién y control de las clases,
permitiéndole de esta forma economizar tiempo y esfuerzo en las tareas
rutinarias tornando su trabajo en una tarea mas eficiente (Clunie 1992).

De todas estas aplicaciones del computador en la ensefianza de la
Matemadtica, la opciéon de programas para juegos educativos, pudiesen ser
atractiva e interesante para crear o aumentar algunas habilidades a los
alumnos, sin embargo, no es utilizada en el liceo objeto de este estudio a
pesar del uso generalizado del computador por parte de los jovenes
estudiantes.

Es de hacer notar que de acuerdo a (Ruthven, 1992) el computador es una
herramienta cognitiva no so6lo para establecer modos de pensar sino que
también sera capaz de apoyar el desarrollo cognitivo y el cambio por parte
del estudiante. Pues una de las principales virtudes de la introduccién del
computador al seno de una clase es que se devuelve la responsabilidad a los
estudiantes para que desempefien una parte mas activa desarrollando y
evaluando ideas Matematicas.

En vista de la situacién planteada se hace perentorio disefiar estrategias
basadas en el computador para la ensefianza de los polinomios, dirigidas a
los docentes que permitan no s6lo una ensefianza correcta sino que la misma
se adecue de un modo coherente a las principales exigencias cognoscitivas de
los alumnos y alumnas. Asimismo, las actividades ladicas permiten el
desarrollo integral del educando, para que éste actiie con naturalidad y
afiance sus potencialidades fisicas, motoras y psiquicas y aumente su interés
hacia otras ramas del saber.

En torno a lo antes expuesto esta investigacion se formula las siguientes
interrogantes: ;Cudles son las estrategias aplicadas en la ensefianza de los
polinomios utilizadas por los docentes del segundo afio de Educacion Basica
Media de la Escuela Basica Distrital “Ramoén Pompilio Oropeza”? ;Cual es la
estrategia didactica ltidica basada en el uso del computador a utilizarse para
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la ensefianza de polinomios en el segundo afio de Educacion Basica Media de
la Escuela Basica Distrital “Ramén Pompilio Oropeza”. ;Qué caracteristicas
debe tener el uso del computador en el marco de la ensefianza de la
Matematica?

2. Objetivos

El objetivo general consistio en desarrollar una estrategia didactica ludica
basada en el uso del computador para la ensefianza de polinomios en el
segundo afio de educacién basica de la Escuela Basica Distrital “Ramoén
Pompilio Oropeza”.

3. Objetivos Especificos

Los objetivos especificos se centraron en describir las estrategias aplicadas
en la ensefianza de los polinomios a los alumnos del segundo afo de
Educacion Basica Media de la Escuela Basica Distrital “Ramén Pompilio
Oropeza”; caracterizar el uso del computador en el marco de la ensefianza de
la Matematica y finalmente disefiar una estrategia didactica ladica basada en
el uso del computador a utilizarse para la ensefianza de polinomios en el
segundo afio de Educacion Basica Media.

4. Antecedentes que sustentaron el Estudio

La educacion engloba diversidad de criterios que la hacen imprescindible
dentro de cualquier contexto educativo. Desde este escenario, los docentes
como actores fundamentales del proceso educativo logran que los educandos
se involucren y participen en el mismo.

En este contexto, se destacan Carrizales (2001) quien realiz6 una
investigacion descriptiva correlacional de campo, relativa a los Procesos
Cognitivos como Metodologia aplicada al Area de Matematica de la tercera
Etapa de Educacion Basica en el Distrito Capital. La poblacion estuvo
conformada por 636 alumnos y alumnas y la muestra quedd conformada por
191 alumnos y alumnas a los cuales aplico una estrategia disefiada de
acuerdo al enfoque de aprendizaje significativo segiin Ausubel y otra de
acuerdo a los principios y fundamentos de la instruccién programada, con la
finalidad de captar si los procesos cognitivos son aplicados a los docentes y a
los alumnos, y si éstos asimilan cada uno de los factores inherentes a las
operaciones Matematicas.

Entre las conclusiones emanadas del estudio estan en que cuando se
aplico la estrategia del planteamiento ausbeliano, la capacidad de los
alumnos para producir respuestas a problemas planteados aumentd
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notablemente mas que con la instruccion programada. Desde este escenario
de acciones el investigador recomendd: (a) Los docentes deben utilizar
estrategias metodoldgicas para que los alumnos desarrollen sus procesos
cognitivos, es decir aumentar su capacidad de iniciativa y de razonamiento;
(b) Suministrarle a los educandos estrategias y técnicas que lo ayuden a
aumentar su capacidad para resolver problemas.

Por su parte Campos (2002), en un estudio de campo sobre las necesidades
profesionales de los docentes en la aplicacion de estrategias instructivas en el
area de Matematicas en la Segunda Etapa de Educacion Basica en la ciudad
de Mérida, la poblacion estuvo conformada por 230 docentes y la muestra
quedd conformada por 69 sujetos, para la cual llevé a efecto la aplicaciéon de
un instrumento de deteccion de las necesidades del docente.

Se evidencié que un porcentaje significativo (80%) presentan diferencias
en la conduccién de objetivos y el uso de estrategias metodologicas. Sobre la
base de estos resultados, el investigador recomienda que los docentes deben
adiestrarse en el campo de las estrategias ya que estas sirven para que los
alumnos respondan con su creatividad a sus necesidades mas urgentes, como
es el dominio de operaciones concretas a través de la logica y el
razonamiento, especificamente en el area de Matematica, donde el dominio
de herramientas se hace necesario para educar a los educandos y educandas.

Asi mismo Garcés (2004), realizé una investigacion de tipo descriptivo-
evaluativo titulada Juegos Didacticos como Estrategia Metodoldgica para la
ensefnanza de la Matematica en la Tercera Etapa de la Educacion Basica en los
Liceos de Baruta, Estado Miranda. La poblacién estuvo conformada por 216
docentes del Area y la muestra quedé conformada por 43 sujetos. Donde
analizé el compromiso que tienen los docentes del area de Matematicas en
cuanto al uso de estrategias metodologicas relacionado con el juego didactico,
ya que estos estimulan la creatividad en los alumnos, encontrando que los
docentes no estdn preparados para aplicar metodologias e innovaciones ya
que carecen de iniciativa para su aplicacion.

Por estas razones recomendd el autor, a) Que el docente debe tener
definido en forma clara la actitud ante el juego, reflexionar sobre su
aplicacién y seleccionar los juegos mas apropiados a fin de fortalecer en los
educandos su desarrollo integral; b) No centrarse en los aprendizajes
memoristicos, sino utilizar el desarrollo de estrategias cognoscitivas que
permitan avivar la memoria; y ¢) La aplicaciéon de estrategias metodoldgicas
como el juego didactico, se les estan dando herramientas ttiles a los alumnos
con el propdsito de encaminarlos a una practica pedagodgica que dinamice los
procesos mentales (Describir, analizar, inferir) para que construyan sus
propios aprendizajes y su forma critica de verlos.
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Fajardo (2004), en investigacion realizada en la Primera Etapa de
Educacion Basica titulada Los Juegos como Estrategias, estimulos y
recreacion en el proceso de aprendizaje; destaca las siguientes conclusiones:
a) Los juegos son el medio mas eficaz para desarrollar habilidades y destrezas
en los nifios, sacar a flote su creatividad, espontaneidad y adquirir
conocimientos a través de su interaccion directa con los elementos que
conforman el ambiente; b) El docente que motiva las actividades diarias como
empleo de juegos acordes a la edad, interés y necesidades de los educandos,
estard contribuyendo al desarrollo de sus capacidades: fisicas, mentales,
intelectuales, afectivas, emocionales, sociales y por ende a su desarrollo
intelectual ; c) Por otro lado, el juego como estrategia para la ensefianza de la
Matematica, permite por una parte, incorporar a los nifios menos preparados
e introvertidos a la participacion activa, a la vez que estimula su superacion
valiéndose del elemento competitivo, por la otra se ofrece el mayor campo
para el intercambio de opiniones y de aclaracién de conceptos, y finalmente,
se robustecen las relaciones interpersonales de solidaridad y amistad dentro
del ambiente de agrado que produce el juego

Todas estas investigaciones, presentadas como antecedentes, se
consideran de gran utilidad por el aporte tedrico y referencias bibliograficas
que han servido de apoyo en los conocimientos acerca del proceso de
cognicién que pone de manifiesto la necesidad de suministrar estrategias de
aprendizaje y ensenanza a los estudiantes de Matematicas, especificamente
que conozcan la capacidad que todos poseen para el manejo de los recursos
cognitivos, ser revertidos en el desemperio intelectual.

5. Justificacion e Importancia

Tomando en cuenta que la educaciéon es la base fundamental para el
desarrollo de un pais, en todos sus niveles y estructuras debe estar orientada
hacia la btsqueda de la excelencia, perfeccion, calidad y solidez, teniendo
como premisa que el éxito de la misma radica en la efectividad de todos los
componentes asi como de las personas que la dirigen.

En el momento actual de la educacién, reclama un docente capaz de
desempefiarse como integrador de la practica pedagogica en el aula, es decir,
conocedor de la disciplina que administra, las estrategias, técnicas y recursos
que hacen posible un proceso de ensefianza y de aprendizaje participativo y
significativo, como también la realidad educativa, econdmica, social y politica
del entorno en el cual se desenvuelve.

En este sentido, la Matematica es un area de conocimiento indispensable
en nuestra sociedad. En su forma mas sencilla la Matemaética esta presente en
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todo el quehacer cotidiano y en forma mas compleja constituye el
fundamento de todos los avances cientificos y tecnoldgicos.

En consecuencia, se debe favorecer su proceso de ensefianza, y en especial
de los polinomios en el segundo afio de Educacion Bésica, enriqueciendo sus
estrategias didacticas a los fines de facilitar el logro de los objetivos
propuestos. En tales estrategias didacticas el uso del computador tendria una
gran importancia en virtud de que hoy dia es evidente su presencia en todos
los aspectos de la vida. Incorporando, de esta manera, nuevos esquemas de
enseflanza como aprender-aprender, aprender para la vida y aprender con
alegria y felicidad y al ser aplicadas implican modificaciones a la
organizacion y gestién educativa de la ensefianza de los polinomios en el
segundo ano de Educacion Basica Media de la Escuela Basica Distrital
“Ramoén Pompilio Oropeza”.

Por lo antes expuesto, esta investigacion es importante en virtud de que
contribuird a mejorar el bajo rendimiento académico, menguar el alto indice
de aplazados, existente en el segundo ano de Educacion Basica de la Escuela
Basica Distrital “Ramén Pompilio Oropeza”, especificamente en la asignatura
de Matematica, ademas de aportar orientaciones, informacion y sugerencias
sobre algunas técnicas de ensefianza como una manera distinta de planificar
y desarrollar esta actividad en el aula.

De igual manera, la investigacion se considera relevante debido a que los
resultados de la misma, pueden servir de referencias para la realizacion de
estudios posteriores sobre innovaciones en la préctica educativa a través de la
transversalidad y del enfoque global del aprendizaje en funcién de una mejor
calidad de los servicios educativos.

Desde la perspectiva tedrica, este estudio contribuye a establecer y
describir una estructura de relaciones entre los diferentes agentes y
situaciones que definen variables fundamentales acerca de estrategias de
ensefianza de la Matematica mediante el uso del computador.

Desde el punto de vista metodoldgico, este trabajo sugiere la utilizaciéon o
aplicacién de un método y de una técnica para establecer estrategias de uso
del computador para elaborar juegos ltdicos para la ensefianza de los
polinomios, adicionalmente sirve de aporte en otras investigaciones que
aborden problemas similares.

Desde el punto de vista practico, esta investigacién contribuira a la
soluciéon de problemas de bajo rendimiento académico y alto indice de
aplazados, en Matematica, especificamente en el tema de los polinomios.
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Finalmente, se pretende que los resultados del presente trabajo
signifiquen un aporte a una compleja realidad cuya caracterizacion generan
indicios, elementos de juicio, evaluaciones parciales y nuevas interrogantes
sobre estrategia diddctica basada en el computador para la ensefianza de
Matematicas.

6. Aportes Teoricos

A1 hacer referencia a las dificultades que existen en el aprendizaje de los
Polinomios; es que cuando el escolar tiene que resolver problemas, no puede
por si solo determinar qué operacion u operaciones tiene que aplicar y se
preguntan: ;Se multiplica?, ;se divide?; otra cuestidon negativa de la
ensenanza de la Matematica es que su aprendizaje resulta muy dificil y los
alumnos se sienten incapaces de dominar los contenidos de la asignatura y en
consecuencia asumen una posicion negativa hacia su aprendizaje.

Esta situacién, se debe en esencia a que en cada contenido que se imparte
es posible distinguir aspectos o procesos operatorios que tienen una
secuencia logica y que es necesario aislarlos para que se pueda efectuar con
ellos un aprendizaje de calidad.

Actualmente en cada uno de estos procesos, consultados en la literatura
internacional especializada, se les llama dificultades y a la sistematizacion de
las mismas, graduacion de dificultades, la practica ha demostrado que
cuando en la ensefianza se considera cada nivel de dificultad sistematizado,
el aprendizaje de los contenidos matematicos se facilita de modo
considerable. Cada dificultad debe aprenderse por separado y practicarse en
ejercicios de términos para lograr la fijacién de la accién formada y solo
después se aplica dicha accion a la solucion de ejercicios con mayores
complejidades como son: la solucién de tablas, ecuaciones, ejercicios con
textos y problemas, entre otros; solo entonces se presenta la dificultad que le
sucede en la sistematica concebida y se trata utilizando un procedimiento
analogo. Asi los escolares van aprendiendo paulatinamente los
procedimientos operatorios con pasos firmes y seguros, que les hacen sentirse
capaces y confiados, que en consecuencia, los conducen a una actitud
favorable hacia el aprendizaje de la Matematica.

En cuanto a la metodologia tradicional para la ensefianza de los
polinomios se considera que ha sido mediante el apoyo de una pizarra,
explicacion verbal y ejercicios resueltos manualmente frente a grupo;
mientras que la adopcion de otras herramientas en el aula, como proyector de
acetatos, equipos eléctricos y electronicos, ya sean calculadoras,
computadores u otros, han sido consideradas como formas no tradicionales o
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alternativas.

Esta forma de ensefiar Matematicas requiere de profesores mejor
preparados y capacitados pues, ademas del dominio del tema y del
conocimiento del material didactico proporcionado, exige también dominio y
conocimiento de los medios o herramientas de comunicaciéon y apoyo, sean
éstos programas o equipo.

Reflexionando sobre la bondad del método de ensefar, se tiene que con
una ensefnanza activa de las Matematicas a través de una estrategia didactica
ltdica basada en el uso del computador para la ensefianza de polinomios, se
pueden lograr desarrollar considerablemente las formas algoritmicas y
heuristicas del pensamiento.

A pesar de los esfuerzos que se han realizado a nivel internacional, en las
ultimas décadas, para mejorar la situacion que se afronta y de una mejoria
alcanzada, auin persisten insuficiencias en la ensefianza de la Matematica en
las que se destacan el uso irracional del tiempo, como consecuencia
fundamental de la utilizaciéon de métodos inadecuados; dificultades en
cuestiones de indole metodoldgica e insuficiente utilizaciéon de la nueva
tecnologia.

Para erradicar estas insuficiencias se debe lograr el perfeccionamiento de
la Didactica de la Matematica; para lo cual es necesario facilitar a los docentes
que imparten esta asignatura y que tanta importancia tiene en los planes de
estudio y en todas las esferas de la vida mas informacién y herramientas
sobre el uso adecuado de los métodos productivos pero considerando
siempre que la génesis de estos métodos estan los métodos heuristicos. Cada
docente al preparar cada clase de Matematica que va a impartir debe
plantearse esta interrogante: ;Como lograr la aplicacion de los métodos
problematicos en la clase de modo que pueda impregnarse el desarrollo del
pensamiento creador en el estudiante?

Con una estrategia didactica ltidica basada en el uso del computador para
la ensefianza de polinomios se logra en el escolar el conocimiento del campo
de aplicacion que tiene la Matematica en todas las esferas de la vida, lo que
puede constituir una fuerte motivacion para su aprendizaje.

7. Diseno de la Estrategia Ludica

En esta etapa de la investigacion se disefid una estrategia para ensefiar los
polinomios en el Segundo Afio de Educacion Basica mediante el juego ltudico
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basada en el uso del computador. La estrategia usada con el alumnado fue un
juego de suma de polinomios en el Programa Power Point,, el cual permiti6 la
autocorreccion del alumno. Como se muestra en las imagenes siguientes, el
alumno escogid la respuesta y el juego le indico si es correcta (y le permitid
avanzar al siguiente ejercicio) o incorrecta (y lo devolvid al ejercicio a que lo
intente nuevamente).

Ot 1 -".|.||r-'||||_= gl tarce

Siguiente
Ejercicio

Figura 1 Ejercicio del juego de Power Point
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MUY BIEN

FELICITACIONES!!

SIGUIENTE
EIERCH

Figura 2 Respuesta correcta de ejercicio del juego de Power Point

INTENTALO DE
NUEVO

TU PUEDES!!

REGRESA AL
EIERCICICH

Figura 3 Respuesta incorrecta de ejercicio del juego de Power Point

De esta manera, al desarrollar las actividades esto permitié en el momento
de su ejecucién enmendar los errores cometidos por los alumnos e iniciar
nuevamente las fases hasta lograr el objetivo. Estas actividades se iniciaron
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con agrado hacia el estudio de los polinomios, estimulando de esta manera su
aprendizaje, lo cual le da seguridad y a la vez se familiariza con los ejercicios,
y lo desprende de los temores a la Matematica. Esto permitié la discusién en
clase logrando la interrelacion entre los alumnos.

Los alumnos y alumnas realizaron sus actividades independientemente
del docente, utilizando la estrategia propuesta. Con lo anterior se presenta
que propicid el entusiasmo propio de una actividad ludica estimulando el
aprendizaje de los polinomios y dandole seguridad y confianza. Dentro de
las estrategias, se realizan las siguientes:

a) Se aplico a los alumnos una prueba diagndstica para observar cual es
su nivel de conocimientos previos necesarios para aprender polinomios.

b) Una vez utilizada la estrategia didactica para ensefiar los polinomios,
se aplicé una prueba final para evaluar su aprendizaje.

8. Fase de Implementacion de la Estrategia

En la que se puso en practica las estrategias, técnicas y actividades
disefiadas a los alumnos en Segundo Afio de Educacion Basica Media de la
Escuela Basica Distrital “Ramén Pompilio Oropeza”. En este sentido, se
eligieron dos secciones (A y B) de segundo afio de educacion bésica
comprendida entre 13 y 14 afos. Se aplico a los alumnos (as) una prueba
diagnostica oral para observar cual es su nivel de conocimientos previos
necesarios para aprender polinomios.

En la seccién A se utilizé como estrategia didactica para la ensehanza de
polinomios, una clase con material fisico (marcadores, cartulina, tijeras, etc.)
para explicar los polinomios. Inmediatamente utilizaron el material didactico
en Power Point que era similar al material en fisico (cuya ventaja es que el
material en Power Point le permitié una autocorreccion al alumno,
pudiéndolo utilizar solo sin supervision del profesor). En la siguiente clase se
hizo la prueba final. En la seccion B se utilizd como estrategia didactica para
la ensefianza de polinomios, una clase magistral. En la siguiente clase se hizo
la prueba final.

Una vez aplicadas las estrategias lidicas a los alumnos mediante el uso
del computador con su respectiva evaluacion, se logro recibir un feeback de los
mismos, y permitié tomar decisiones, en cuanto a su presentacion y difusion
para su uso a nivel nacional e internacional mediante la publicacién de los
resultados en paginas web, en revistas técnicas y ponencias o poster en
congresos.

El presente trabajo demuestra que dentro del marco de la ensefianza y el
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aprendizaje especificamente en el 4rea de las Matematicas, las nuevas
tecnologias representan una opcidén, en virtud de que mediante sus
instrumentos se pueden mostrar, de forma dinamica, conceptos que son muy
dificiles de ensefiar de la forma tradicional. En este sentido, el National
Council of Teachers of Mathematics en 1998 sefiala que las actividades que
permiten la tecnologia tales como visualizar, representar y formular
relaciones Matematicas aparecen como centrales en el curriculum matematico
(citado en Santos et al, 1999).

Esto da una idea de la importancia que representa la utilizacién de la
tecnologia en la ensefianza—aprendizaje de las Matematicas, pues cuando se
usan diferentes representaciones de un objeto matematico se puede lograr
que se transforme en algo concreto para el estudiante en lugar de algo
inalcanzable para él.

9. Resultados

En la prueba aplicada a los alumnos de la Secciéon “A” de Segundo Ano
de Educacién Basica Media de la Escuela Basica Distrital “Ramon Pompilio
Oropeza”, se observé que todos los alumnos aumentaron su rendimiento
después de la clase con el juego Power Point. En general el porcentaje de
alumnos aprobados aumento de 68% a un 84% y de los alumnos aplazados
disminuyo.

Luego de aplicar el juego en Power Point de 32 % a 16 %. También
aumentd la media aritmética, mediana, minimo y moda. La méxima nota fue
la misma en las pruebas diagnostica y final, siendo veinte puntos (20
puntos).La desviacién tipica en cambio disminuyé. Esto se debe a que el
contenido evaluado en la prueba diagndstica eran conocimientos previos de
afos anteriores y necesitaban para poder aprender polinomios, y al ver el
contenido nuevo de polinomios en una clase divertida con un juego Power
Point les resulté muy motivadora, de tal manera que al hacer la prueba final
los estudiantes acrecentaron sus calificaciones.

Con respecto a la Seccion “B” se observo que el porcentaje de estudiantes
aprobados disminuyé de 63% a 53% de los alumnos aplazados aumentd
después de aplicar la clase magistral de 37 % a 47%. También disminuy la
media aritmética, mediana, maximo, minimo y moda. La desviacion tipica en
cambio aumentd. Esto se debe a que el contenido evaluado en la prueba
diagnostica eran conocimientos que ellos ya habian visto en afnos anteriores y
necesitaban para poder aprender polinomios, y al ver el contenido nuevo de
polinomios en una clase magistral que les resultaba poco atractiva, al hacer la
prueba final los estudiantes obtuvieron bajo rendimiento en sus
calificaciones.
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10. Conclusiones sobre la Unidad de
Observacion Diagnostica.

Una vez analizados los resultados obtenidos al aplicar una prueba
diagnostica de conocimientos previos para aprender polinomios a los
estudiantes de Segundo Ano de Educacién Basica Media de la Escuela Bésica
Distrital “Ramoén Pompilio Oropeza”, podemos concluir:

- Algunos estudiantes confunden la aplicacion de la ley de los signos
en multiplicacién de conjunto Z y la aplican en adicion.

- Algunos alumnos no manejan la suma y resta de fracciones con
diferente denominador, para lo cual necesitan manejar el minimo comun
multiplo.

- Es necesario buscar nuevas estrategias de ensefianza para que los
estudiantes se sientan mas motivados.

- Es importante permitir a los estudiantes que hagan matematica, mas
alla de algunas destrezas de calculo.

11.- Desempefio del grupo durante Ila
Experiencia Didactica

Al analizar los resultados la aplicacion de juego de Power Point de
polinomios se puede concluir lo siguiente:

- Al grupo se le hizo sencillo la manipulacién del juego en Power Point.

- El grupo mantiene el interés por el tema con el uso del juego en el
aprendizaje de los polinomios y preguntan si se pueden utilizar con otros
contenidos de Matematicas.

- Los ejemplos planteados en clase, permitieron al grupo sentirse
motivados, generando interés en la resolucidon de los problemas y creando
una atmosfera de participacion.

- A través de las reflexiones y conclusiones a las que llegan los
estudiantes durante el desarrollo del tema, se evidencia un manejo sobre los
términos estudiados, inducidos por el razonamiento de los problemas
planteados.

Con respecto al Desempeiio del grupo durante la clase magistral se tiene
que:

- Al grupo se le hizo aburrida la clase magistral.
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- El grupo pierde el interés por el tema de los polinomios.
El Desempeiio del grupo durante la prueba final (grupo clase magistral)

Al analizar los resultados del programa de estrategias didacticas que
manifiesta el grupo a través de las asignaciones realizadas, podemos concluir:

» Todos los alumnos disminuyeron sus notas en la prueba final.

> El porcentaje de alumnos aprobados disminuyé de 63% a 53% y de
alumnos aplazados aumentd después de aplicar la clase magistral de
37 % a47 %.

El desempefio del grupo durante la prueba final al analizar los
resultados del programa de estrategias didacticas que manifiesta el grupo a
través de las asignaciones realizadas, se concluya que:

- Todos los alumnos aumentaron sus notas en la prueba final.

- El porcentaje de alumnos aprobados aumenté de 68 % a 84 % y de
alumnos aplazados disminuyo después de aplicar el juego en Power
Point de 32 % a 16 %.

12. Conclusiones Generales

Las conclusiones que se presentan a continuacion, solo son producto del
analisis de las unidades de la observacion definidas en la presente
investigacion, pueden servir para marcar una tendencia, mas no asi para ser
generalizados a todo un colectivo que va mas alla de la delimitacion de la
presente investigacion. A continuacidn se exponen las siguientes conclusiones
generales:

1.- La ensefianza de los polinomios es un contenido que permite
desarrollar un razonamiento matematico que es necesario para los objetivos
posteriores.

2.- El uso del Power Point para la ensefianza de los polinomios es una
herramienta que permite afianzar el aprendizaje de los alumnos de una
manera divertida.

3.- Las clases magistrales necesitan estrategias didacticas de calidad para
adaptarse a las necesidades del alumnado en su aprendizaje significativo.

En la presente investigacion se fij6 como propodsito contribuir con la
ensefianza de la Matematica. Atendiendo a tales fines, se centrd la atencién en
el tema de las los polinomios usando como apoyo la computadora mediante
un juego disefiado en Power Point, materia que forma parte del programa de
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estudio para el Segundo Afo de Educacién Basica Media de la Escuela Bésica
Distrital “Ramén Pompilio Oropeza”. La investigacion estuvo enfocada, en el
disefio de un juego con la ayuda de Power Point, mediante la relacién
fundamental entre la Matematica y la realidad.
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Resumen

Este articulo muestra una evolucién histérica del Célculo Fraccional,
desde su nacimiento meramente tedrico e intuitivo a finales del siglo XVII,
pasando por los formalistas del siglo XIX donde se produjo una carrera
vertiginosa por establecer y definir una teoria consistente de forma defini-
tiva, hasta la actualidad, dando cuenta de los avances cientificos logrados
por distintas disciplinas debido a su aplicacién durante el siglo XX.

Palabras Clave: Calculo Fraccional, derivada, integral, orden fraccional,

operador generalizado.

1. Nacimiento y primeros intentos por definirlo

En cuanto al nacimiento del Calcu-
lo Fraccional, todos los historiadores
matematicos estdn de acuerdo en la
datacién de la fecha y la forma en la
que se produjo. Este hecho tuvo lu-
gar tras una publicacion de Leibniz
en donde introducia la notacién del
Calculo Diferencial, en particular de
la expresién conocida hoy dia como
dy . .
7mn que hace referencia a la deriva-
da de orden n de la funcién y, con

Gottfried Leibniz Marqués de L’Hopital

n € IN. ;Pero tenfa sentido hacer extensible los valores de n al conjunto de
los ntimeros racionales, irracionales, o complejos en dicha expresion?.

La primera persona de la que se tiene certeza que se planted este problema
fue Guillaume Francois Antoine, marqués de L’'Hopital, que el 30 de Septiem-
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bre de 1695 escribiria una carta a Gottfried Wilhelm Leibniz argumentando una
cuestién con respecto a la notacion para la n-ésima derivada de la funcién:

“: Qué sucederia si n fuera % 2”7
a lo que Leibniz replicé:

“Usted puede ver por eso, sefior que uno puede expresar por una serie in-

finita una cantidad como d’/ 2xy 0 d"2xy . Aunque las series infinitas y
geométricas son relaciones distantes, las series infinitas admiten sélo el
uso de exponentes que son enteros, no hace, todavia, el uso de exponen-
tes fraccionarios... esto conduciria a una paradoja, de la que algiin dia se
extraerdn consecuencias itiles.”

En 1697, el mismo Leibniz, hacia referencia al producto infinito de Wallis
para 7! afirmando que podria haber hecho uso del Célculo Diferencial para

. . L
obtener el mismo resultado, utilizando la notacién d /2 para expresar una de-
rivada de orden %

En 1730, Leonhard P. Euler hizo referencia a interpolaciones entre 6rdenes
enteros de una derivada, y escribirfa:

“Cuando n es un entero positivo, y si p estd en funcion de x, el radio d" p
a dx" puede siempre ser expresada algebraicamente, paran =2y p = x>
es 6x a 1. Ahora se pregqunta: ;qué tipo de radio puede hacerse entonces
si n es una fraccion?. La dificultad puede ser ficilmente entendida en este
caso. Si n es un entero positivo d"* puede ser encontrada con derivacion
continuada. De tal manera, sin embargo no es evidente si n es una fraccion.
Pero con la ayuda de la interpolacion uno puede expedir el asunto”.

En 1812, Pierre-Simon Laplace definié una derivada fraccional, pero la pri-
mera discusiéon de una derivada de este tipo aparecié en 1819 en dos pédginas
de las 700 que constituyen el texto de Calculo de Sylvestre Francois Lacroix,
quien aparentemente consideré este tema como un mero ejercicio matematico.

Lacroix parti6 de y = x™ con m € N, y calcul6 la n-ésima derivada:

n |
'y "™ X" m>n
dx"  (m—n)!

usando I'?, el simbolo de Legendre para factorial generalizado (funcién gam-
ma), obteniendo:
d'y I'(m+1)

dx"  Tm—n+1)"

m-—n

1En 1655 el matematico inglés John Wallis expresaba 7 como un producto infinito denominado
actualmente Producto de Wallis:

@m)(@n) _2 2 4466

T )(
57}30(21171)(211+1)71 335057

2 Adrien-Marie Legendre ide6 la notacion de la Funcién Gamma, denotada como I'(z), como ex-
tensién del concepto de factorial para los ntimeros complejos. Si la parte real del ntimero complejo
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y reemplazando n por %, y m por cualquier real positivo 4, de la manera tra-
dicional en la que los formalistas clasicos de este periodo lo hacian, Lacroix
obtuvo: .

d2y _T(a+1) .

dx'/2 T(a+3)

que expresa la % derivada de y = x”. También expresé este tiltimo resultado
paray = x:

2w

) VT

El resultado obtenido por Lacroix, en la manera tipica de los formalistas de
esa época, es el mismo mostrado hoy en dia por la definicién de una deriva-
da de orden arbitrario de Riemann-Liouville. El método de Lacroix no ofrece
ninguna pista para la aplicacién de una derivada de orden arbitrario.

d/y @) j_ 1
dx'/2 T(3) 1r(

N—

NI= | M=

En 1822, Jean-Baptiste Joseph Fourier seria el siguiente en hacer mencién a
las derivadas fraccionales, pero de la misma forma que hicieron anteriormente
Euler, Laplace y Lacroix, no aporté ninguna aplicacién. De este modo:

1 ~00 (e}
) = 5 [ fl@da [ cosplx—a)dp
27 J oo —00

Ahora:

n

Ca) = —a) 42
T cosp(x —a) = p" cos (p(x uc)+2n7r

para n entero. Reemplazando # por v (siendo v cualquier ntimero arbitrario),
se obtiene la generalizacién:

La primera aplicacién surgié de la mano del matematico noruego Niels
Henrik Abel, en 1823, cuando aplicé el Célculo Fraccional en la solucién de
una integral que surgi6 en la formulacién del problema de la tautécrona. Este
problema llamado a veces el problema de la isocrona, que no debe ser confun-
dido con el problema de la braquistocrona®, consiste en encontrar la forma de
la curva sobre un plano vertical, de tal forma que un objeto, al deslizarse por
ella sin rozamiento alguno, llegue al final de su recorrido en un tiempo que es

z es positiva, entonces la integral
o
I'(z) = / 2ot dt
0

converge absolutamente, esta integral puede ser extendida a todo el plano complejo, exceptuando
a los enteros negativos y al cero. Si 1 es un entero positivo, entonces

I'(n)=(n-1)

lo que nos muestra una relacién de esta funcién con el factorial. De hecho, la funciéon Gamma
generaliza el factorial para cualquier valor complejo de 7.

3 El problema de la braquistocrona, es un problema de célculo de variaciones, que consiste en
encontrar la forma de la curva de tal modo que un objeto realice su trayecto en el menor tiempo
posible. Este problema empezé siendo estudiado por Galileo Galilei, y formulado en 1696 por
Johann Bernoulli, quien estableci6 que la forma de la curva era similar al de una cicloide invertida.
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independiente del lugar en que comience el movimiento, es decir dos objetos
situados en la curva, uno situado a més altura que el otro, recorren la curva en
el mismo tiempo. Si el tiempo de caida es una constante conocida, la ecuacién
integral de Abel tenia la forma

k= [ =0 2f (e d M

Abel estudi6 de forma mas general la ecuaciones in-
tegrales con nucleos de la forma (x — t)*. La integral
(1) es un caso particular de una integral definida que
define la integracién fraccional de orden %, excepto
por el factor multiplicador # En las ecuaciones in-
tegrales como la (1), la funcién f del integrando es

desconocida y tiene que ser determinada. Abel escri-
bi6 la parte de derecha de la igualdad de (1) como

d'/2
v M f(x) Niels Henrik Abel*
Entonces oper6 en ambos lados de la ecuacién con
/2
dx'/2

para obtener
/2 k=+vm 2
—— k=vrf(x
ya que estos operadores fraccionales (en condiciones idoneas para f) tienen la
propiedad de que D'/2p~'/2 f = D% = f. Por lo tanto cuando la derivada
fraccional de orden % de la constante k en (2) se computa, entonces se deter-
mina f(x). Este resultado se trata de un gran logro alcanzado por Abel para el
posterior desarrollo del Calculo Fraccional. Es importante poner de manifiesto
que no siempre la derivada fraccional de una constante tiene que ser siempre
igual a cero, hecho que creé una pequefia controversia en aquella época entre
la comunidad matematica.

A buen seguro, tanto la “elegancia” de la solucién de
Abel al problema de la isocrona, como la férmula inte-
gral de Fourier, llamaron la atencién de Joseph Liouville,
a quien con seguridad le debemos histéricamente la pri-
mera definicién formal légica del concepto de derivada
fraccional, desarrollado en la publicacién de sus tres lar-
gas memorias en 1832 y alguna mds en 1855.

El punto de partida de Liouville fue un resultado co-
nocido para derivadas de orden entero positivo, que ex-

;4 P . . Joseph Liouwville
tendi6 en forma natural para érdenes arbitrarios:
m
d ax __ m,ax
——e" =a"e
dx™

% Este es el tinico retrato de Abel que se hizo en vida. Se trata de un grabado realizado por
Johan Gerbitz en otofio de 1826 durante su estancia en Paris. © Matematisk Institutt, Universidad
de Oslo.
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haciéndola extensible para v > 0:

desarroll6 f(x) como expresion de la serie:
[e0]
f(x) =) cue™*, Re(ay) >0
n=0

y manejo la v-ésima derivada de f(x) como:

dv i
—f(x) = cpa’e™*
dxV =0

conocida esta tltima expresion como Primera férmula de Liouville para la deri-
vacion fraccional, que generaliza de un modo natural la derivada arbitraria de
orden v, siendo v un nimero cualquier racional, irracional e incluso complejo.

Esta Primera formula de Liouville para la derivacion fraccional, tiene la principal
desventaja de que v estd restringida por la convergencia de la serie.

Liouville, obtuvo una segunda definiciéon para la derivada fraccional, ha-
ciendo uso de un segundo método aplicado a funciones de la forma x™* con
x > 0,a > 0, del siguiente modo:

00
/ ua—le—xu du
JO

aplicé en cambio xu = t obteniendo

/oo ua—le—xu du = lﬂ oo ta—le—t dt = F(Z)
0 X 0 X
de donde

1 o0
—-a _ a—1,—xu d
X —1_,<a) /0 u e u

y tomando la v-ésima derivada en ambos miembros de la anterior igualdad

d’ —a d’ 1 « a—1,—xu 1 /-oo -1 d’ -
- [ R d - - a—1% XYy =
v dxv <F(a) /0 e " I'(a) Jo S (™) du

= ﬁ /Ooo =1 e du = (r_é))v /Ooo utHvTlem ¥ gy —
_(-)'T(a+v)
[(a)xatv

que le llev6 a la siguiente expresion

da’ —a (_1)vr(a + V) et

T T(@)

conocida como la Segunda formula de Liouville para la derivacion fraccional.
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El término (—1)" de esta segunda definicion, sugiere la necesidad de incluir
niimero complejos, y de hecho Liouville consider6 estos valores, aplicando con
éxito el Calculo Fraccional en problemas de Teoria del Potencial, e incluso tratd
de resolver ecuaciones diferenciales mediante el uso de esta herramienta.

Entre 1835 y 1850 algunos investigadores como George Peacock, tomando
partido por Lacroix, cuya definicién era ttil para las funciones de la forma x?
con a > 0, o Philip Kelland, tomando partido por Liouville, cuya definicién
era util para las funciones de la forma x~% con a > 0, fundamentaron ciertas
controversias respecto a las definiciones de derivada fraccional argumentadas
de forma independiente por uno y otro. Sin embargo otros como Augustus
de Morgan consideraron que ni una ni otra corriente tenian por qué entrar en
conflicto, ya que ambas formas de considerar las derivadas fraccionales podian
ser parte de una definicién mucho mads general.

En 1850, William Center obser-
v6 que la discrepancia entre am-
bas corrientes se centraba fundamen-
talmente en el concepto de deriva-
da fraccional de una constante. De
acuerdo con la versiéon de Peacock-
Lacroix, la derivada fraccional de una
constante da un resultado distinto de
cero, a menos que la constante sea :
precisamente cero, mientras que en la George Peacock Philip Kelland
version de Kelland-Liouville, la deri-
vada fraccional de una constante da como resultado cero, puesto que I'(0) = oo,

1

y por lo tanto 0] puede considerarse cero. Center encontr6 la derivada frac-

cional de la unidad de orden %, asi:

1
/
d/2 o _T(1) 3 _ 1

——x
dx'/2 r'(3) VX

Pero Center no coincidia con Liouville en su segunda definicién, citdindole
textualmente:

dvx0

dxV '
nosotros determinaremos al mismo tiempo cual es el sistema correcto.”

Para cuando esto sea determinado

“La pregunta se reduce a qué es

En 1847, durante sus dias de estudiante, Bernhard
Riemann desarroll6 una teoria de operaciones fraccio-
nales, que fue publicada de forma péstuma en Gesam-
melte Werke en 1892. Riemann us6 una generalizaciéon
de una serie de Taylor para deducir su férmula para
integracion de orden arbitrario

d’’ 1 * v—1
=l 0 = gy [ G0 W e+ ()
expresion esta tltima sobre la que Arthur Cayley co- Bernhard Riemann

ment6 en 1880 que la funcién complementaria 1(x) es
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de naturaleza indeterminada pues contiene una infinidad de constantes arbi-
trarias.

La cuestién de la existencia de una funcién complementaria, causé una
enorme confusién. Liouville tuvo un error cuando en su interpretacién de la
valoracién de la funcién complementaria. No consider6 el caso especial para
x = 0, lo cual le condujo a una contradiccion. Peacock tuvo dos errores en su
argumentacién del célculo fraccional. Estos dos errores le llevaron a una mala
aplicacién de lo que él denominaba principio de permanencia de formas equi-
valentes. Aunque este principio es indicado, Peacock asume su validez para to-
dos los operadores simboélicos. Consideré la existencia de una funcién comple-
mentaria y desarroll6 una extensién para D~ "x, siendo m un entero positivo.
Se equivoco al considerar ingenuamente que podria reemplazar formalmente
m por una fraccién. Peacock cometié un segundo error similar cuando desarro-
116 la extension para la derivada de orden entero D™ (ax + b)" y entonces buscé
extender su resultado al caso general.

En 1869 Nikolay Yakovlevich So-
nin trabajé inicialmente en la defini-
cién llamada Riemann-Liouville, en
un escrito llamado “En la diferencia-
cién con indice arbitrario”, empezan-
do con la férmula integral de Cau-
chy. Alekséi Vasilievich Létnikov es-
cribié cuatro escritos referentes al te-
ma los cuales titulé “Una explicacién

.. . Nikolay Yakovlevich Alekséi Vasilievich
de los principales conceptos de la teoria Sonin Létnikov

de diferenciacion de indices arbitrarios”
en los cuales dio una extension de los escritos de Sonin, estableciendo que la
n-ésima derivada de la férmula integral de Cauchy estd dada por

D'fe) = o [ e

No se plantea conflicto alguno generalizando n! a valores arbitrarios desde
v! = T'(v + 1), pero si para cuando 7 no es entero, aunque este hecho no fue
incluido en los trabajos de Sonin y Létnikov.

Los mateméticos de la primera mitad del siglo XIX no habian podido pre-
cisar una definicién apropiada al no analizar en el plano complejo las conse-
cuencias de sus definiciones.

2. Primera definicion formal

Fue el matematico Matthieu Paul Hermann Laurent quien en 1884 publicé
sus escritos de la teoria de generalizacion de operadores de logro contribuyen-
do de manera clara en el cdlculo de derivadas de orden arbitrario. Su teoria,
analizada en el plano complejo, fue la primera en ser aceptable para el gusto
de los matematicos modernos.
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De acuerdo con la notacién utilizada en 1936 por el
matematico Harold T. Davis en su obraTeoria de Operado-
res Lineales,

Dy f(x), v>0

denota la integral de orden v de la funcién f(x) a lo largo
del eje real, y ¢ y x son limites de integracién.

Dxf(x), v=0

significa diferenciacién de orden v para f(x).

Harold T. Davis

A finales del siglo XIX, los matematicos dedicados al
tema necesitaban encarecidamente encontrar una definicién apropiada de or-
den arbitrario y formalizar una teoria que consistia en que para toda funcién
f(z) de variable compleja de una clase suficientemente amplia y a cualquier
numero v, irracional, fraccional o complejo, la funcién (DY f(z) = g(z) deberia
definirse de modo que satisficiera lo siguiente:

1. Si f(z) es analitica, la derivada (DY f(z) es analiticaen v y z.

2. La operacién DY f(x) produce el mismo resultado que la diferenciacion
ordinaria cuando v es entero positivo.
Siv = —n,n € N, entonces D" f(x) produce el mismo resultado que
integrar ordinariamente n veces la funcién f(x) y :D; " f(x) debe anular-
se con sus 1 — 1 derivadasen x = c.

3. La operaci6n de orden cero no altera la funcién DIf (x) = f(x).

4. Los operadores fraccionales deber ser lineales.

5. La ley de indices debe cumplirse Dy " ;D" f(x) = Dy * 7V f(x).

Como se mencioné anteriormente, Laurent obtuvo la primera definicién
que satisfizo estas propiedades. Public6 un articulo en 1884 considerado como

definitivo para los fundamentos del Calculo Fraccional. Para ello partié de la
férmula de Cauchy para funciones complejas analiticas:

£ (z) = 2"_71'1/‘[:% dc

donde C representa el contorno de integracién en el plano complejo, ahora
denominado Lazo de Laurent, que se muestra en la siguiente figura:

A
C’ -~ B_ _
- - e e e el — - - - - - ~ o
\
\
x N
']
g v
’
- — — — — — — 4 - - - - - = - __ -
C —> A
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La generalizacién de n! no presenta problemas ya que v! = I'(v 4 1); ade-
mads expresando la integral en forma exponencial y haciendo los cambios § = ¢
y z = X, se obtiene:

f(v)(x) — r(;;_ll) /C e(fvfl)ln(tfx)f(t) dt

en la parte AB del lazo tenemos que t = x + ¢¢'?, de donde
/B e(fvfl)ln(tfx)f“) dt — /7I e(fvfl)ln(se"g)f(x + seie)s ie? 4o —
A -7
g o\ (—v—1) . .
= /n eln(ee”) 1 eiel? (x—l— 8619) a0 =
-7

_ /‘7‘( (ggie) (-v-1) i eief (X + seie) 46 =
-7
— /n g Vit iVt if (x + seie) do
-7

Siconsideramos v < 0, entonces la integral anterior converge cuando ¢ — 0.

En la parte CA dellazo, In({ — x) = In(x —t) — izt y en la parte BC’ del mismo,
In({ — x) = In(x —t) + i, de donde

/‘ 6(_V_1)1n(€_x)f(§) g = /A e(—v—l)(ln(x—t)—irc)f(t) dt
C C
Al tomar v < 0, y limite cuando ¢ — 0, la integral en la parte AB del lazo se

anula y obviamente A — x, B — x y C — C/, por lo que

rlv+1) i [* e

(v) _ (1/+1)17T/ _ v—1 _
£ = SR feterin [yt )
. X
By —

T(v+1 el (v+1) _ p—im(v+1) x e
w+1) - L=y =

7T

- @ sen(v + 1)71/;(9( VLR dE =

C’

— 7_‘_1)(_ sen 7tv) /;(x - t)—v—lf(t) dt

De acuerdo con la férmula de reflexiéon de la funcion T,

7T

sen(m/) = W

lo que nos lleva a

FW(x) = nl"{ft/)—;gzj- ) /Cf(x — )L () dt =
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— ﬁ /x(x —t)7VTLE(E) dt

!

Por tltimo, realizando el cambio de notacién para emplear v > 0 en lugar
de v < 0, obtenemos la definicién de integraciéon de orden arbitrario obtenida
por Laurent, que con la notacién establecida por H. T. Davis resulta

D) = gy [ =0 ) at

Esta tltima expresién se denomina también como Férmula de Riemann-Liou-
ville ya que si C = 0 0 C = —oo, obtenemos las expresiones definidas por Rie-
mann y Liouville respectivamente, aunque para el caso de Riemann esta tiltima
expresion no considera la funcién complementaria {(x) que éste considerd en
su expresion.

Esta formula de Riemann-Liouville para integracion fraccional, no se puede
utilizar directamente para diferenciacién de orden arbitrario, aunque mediante
un pequefio cambio se puede encontrar una expresién adecuada.

Sea v = m — p, con m el minimo entero mayor o igualque vy 0 < p < 1;
entonces para la diferenciacién de orden arbitrario:

ddxz [CD;pf(x)} =

_ i_mm [%p) /Cx(x ) dt}

donde el supuesto .Dy' ¥ = D" . D, " se puedejustificar de la manera descrita
a continuacion.

D7'f(x) = Dy Pf(x) = DY Dy P f(x) =

Sea , N
_ -V _ _ \v—-1
$lv,) = oD5 () = ey [ (e =0 (e e
es convergente parav > 0
¥(v,x) = oD oDy " f(x)
donde —v=m—pconm=0,1,2,...

Cuando v > 0 se puede escoger m = 0, entonces v = p, (v, x) = (v, x) y
se puede deducir:

p(v,x) = %/Ox [ﬁ /Ox(x,t)v‘lf(t) dt] dx

y haciendo uso de la férmula de Dirichlet

0(0%) = g | = 0r a

que es convergente para v > —1, y resulta que para m = 1, entonces

¢V, x) = 9(v,x)
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y este proceso contintia hasta que ¢(v,x) = ¢(v,x) param = ny v > —n,
donde n € IN.

Luego ¢ es analitica en Ry donde v > 0y ¢ es analitica en R parav > —n;
como ¢ = P en Ry () Ry con un punto limite en el semiplano derecho, entonces
¥ es continuacién analitica de ¢; esto se justifica al expresar

_ m—
cD;n cDx P = cDx 4

En 1892, Oliver Heaviside ponia de manifiesto la importancia de la utili-
zacién de los operadores generalizados para la resolucién de ecuaciones di-
ferenciales lineales. Heaviside no se caracteriz6 por ser un cientifico de gran
rigor, sus aportaciones tenfan un caracter eminentemente practico, por lo que
sus métodos resultaban ttiles a disciplinas aplicadas como la ingenierfa. En su
publicacién Heaviside operational calculus (Cdlculo Operacional de Heaviside), de-
nota al operador diferenciacién por la letra p, y lo considera como si fuera una
constante en la soluciéon de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, la ecuacién
del calor en una dimensién es

u 5 ou
PR

. . d
donde a2 es una constante y u la temperatura. Si consideramos Fril enton-
ces la ecuacién diferencial se expresa
D*u = a®p
cuya solucién expresada en funcién de este operador simbélico resulta

1 L
u(x,t) = Ae*¥ "2 4 Be ¥

que es exactamente lo que se obtendria si se resolviera la ecuacién D?u = ap
considerando p como una constante.

Heaviside contribuy6 en gran medida a al desarrollo
acelarado de la teoria de operadores generalizados en la
recta final del siglo XIX. Obtuvo resultados satisfactorios

desarrollando la exponencial en potencias de pl /2, donde

1
1, d’> _ Dl/z
dxl/z

Heaviside llevo a cabo un uso frecuente del operador

p

pl/ 2 en la teoria de circuitos eléctricos. Interpret6 que
pl/z — 1, esto es, Dl/z(l), se convierte en (nt)_l/z. Co-
mo f(t) = 1 es una funcién de clase Riemann, se ve claramente que el ope-
rador de Heaviside debe ser interpretado en el contexto del operador de Rie-
mann (DY°. Sus resultados fueron correctos, aunque fue incapaz de justificar
sus procedimientos, hecho que sucederia afios més tarde (en 1919) de la mano
de Thomas John I’Anson Bromwich.

Oliver Heaviside

5 En el moderno Calculo Operacional, pF(p) es reemplazado por F(s), donde s es la transfor-
mada variable de Laplace. Por lo tanto, pl/ 2 es reemplazado por s'/2, y la transformada de Laplace
inversa de s'/2 resulta (nt)*l/z, que es D'/2 (1).
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3. Aplicaciones en el siglo XX

Con la llegada del siglo XX y de los desarrollos tanto del andlisis matemati-
co como de la teoria de funciones, surgieron nuevas formas integro-diferenciales
fraccionarias. Muchos fueron los que colaboraron en el desarrollo del cédlculo
fraccional, entre ellos M. Al-Bassam, Harold T. Davis, Arthur Erdélyi, Godfrey
Harold Hardy, Hermann Kober, John Edensor Littlewood, Eric R. Love, T. Os-
ler, Marcel Riesz, S. Samko, Ian Naismith Sneddon, Hermann Weyl o Antoni
Zygmund.

En 1917, Hermann Weyl definié una integral fraccionaria adecuada a fun-
ciones periédicas:
1

WFE) = 50 /xm(t —x)PLf(t) dt, con Re(p) > 0

Tras varios intentos por definir de otra manera derivadas fraccionales de or-
den arbitrario (Anton Karl Griinwald en 1867, Emil Leon Post en 1930), surgi6
la representacion directa de xoDYf(x) como limite:

n—1
Iz 14 x—x9\ V k(Y 1 x=xp
wpkf(x) = Jim (52) 7 L (-1 (1) £ -k 252)
conocida como integro-derivada, pues es una generalizacién comun de deriva-
das e integrales iteradas en el caso de valores enteros de v.

Otra de las ideas es que la integral de Riemann-
Liouville es una funcién holomorfa de orden v. Sobre esta
base, Marcel Riesz y algunos seguidores trabajaron entre
1933 y 1949 desarrollando el método llamado “Continua-
cién Analitica de la Integral de Riemann-Liouville”. Este pro-
ceso, en la teorfa de la diferenciacién fraccional, se apli-
ca también a funciones de varias variables, sobre todo
en espacios euclideos y espacios métricos de dimensiéon
grande y se usa en Fisica Nuclear (Potenciales de Riesz).
En 1936, Marcel Riesz consider¢ la integral fraccionaria Marcel Riesz
de multiples variables como un operador de tipo poten-
cial. Uno de estos potenciales ha sido formalmente definido como la potencia

(—A)? del Laplaciano.

Entre 1940 y 1941, Arthur Erdél-
yi y Hermann Kober trabajaron so-
bre la generalizacion de las integrales
de Riemann-Liouville y Weyl, que-
dando este tema “aletargado” hasta
préacticamente 1960, cuando Mikl6s
Mikolés estudi6 el caso de deriva-

das e integrales fraccionales de orden A

complejo para funciones Lebesgue- il - i
integrales, basandose para ello en el Arthur Erdelyi Hermann Kober
concepto de Weyl.
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Resultados de las investigaciones de Magnus Gosta Mittag-Leffler y Marcel
Riesz en el campo de funciones, permitieron entre otras cosas, una completa ca-
racterizaciéon del dominio de existencia de la derivada fraccional, intimamente
relacionado con la teoria de Funciones Zeta de Hurwitz.

Por otro lado, el académico es-
pafiol Dario Maravall con una serie
de publicaciones que aparecieron a
partir del afo 1959, muchas acerca
de la ingenierfa de las oscilaciones,
fue el primero en Espafia en men-
cionar unas particulares oscilaciones
fraccionarias asociadas a ecuaciones
diferenciales no enteras.

En 1969, el fisico matematico ita- Dario Maravall Michele Caputo
liano Michele Caputo dio una nueva
definicién de derivada fraccionaria que permitia interpretar fisicamente las
condiciones iniciales de los cada vez méds numerosos problemas aplicados que
se estaban estudiando. Caputo defini6 la derivada fraccional

dif(x) 1 *_ fw)
k1

- X — u)l)é*i’bkl

dx® Ila—n du

siendox € R,yn € N, talquen —1 < a < n.

En el afio 1974, tuvo lugar en la Universidad de New Haven, en Connec-
ticut, la primera conferencia internacional sobre el Calculo Fraccionario, or-
ganizada por Bertram Ross, a la que asistieron 94 matemadticos y se presenta-
ron 26 articulos al respecto, que sirvié de estimulo a numerosas publicaciones
posteriores. La segunda conferencia tuvo lugar en 1984 en la Universidad de
Strathclyde, en Escocia, codirigida por Adam McBride y Garry Roach. La ter-
cera, dirigida por Katsuyuki Nishimoto, tuvo lugar en 1989 en la Universidad
de Nihon, en Tokyo. La dltima, codirigida por Peter Rusev, Ivan Dimovski y
Virginia Kiryakova, tuvo lugar en 1996 en Varna, Bulgaria.

Actualmente es dificil encontrar un d&mbito de la ciencia o de la ingenieria
que no considere conceptos del Calculo Fraccionario. Desde 1975 hasta la ac-
tualidad se han publicado més de 600 articulos relacionados con el tema, lo que
sin duda pone de manifiesto su actual vigor.

Desde el punto de vista de la matematica, es fascinante ver como el campo
de las generalizaciones “fraccionarias” es lugar de encuentro de varias discipli-
nas, entre otras, la teorfa de las probabilidades y los procesos estocésticos, las
ecuaciones integro-diferenciales, la teoria de las transformadas, las funciones
especiales y el andlisis numérico.

De relevante importancia son las aplicaciones fisicas en la teoria de la visco-
elasticidad, en el estudio del fenémeno de la difusién anémala y en la teoria
electromagnética; pero podemos anticipar que también se va despertando un
interés cada vez mayor en otros &mbitos muy distintos como, por ejemplo, el
de la teoria de circuitos, de la biologia o de la fisica de la atmésfera. Asimismo,
entre los economistas se va consolidando el empleo de conceptos de Célculo
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Fraccionario. Ya en 1996, en el Journal of Econometrics aparecié un niimero es-
pecial en el que se recogia una serie de articulos sobre el tema denominado
“Fractional Differencing and Long Memory Processes”.

Entre las variadas cuestiones abiertas sobre el Célculo
Fraccional, ocupa un lugar prominente la de determinar
si es posible encontrar una interpretacion geométrica pa-
ra la derivada fraccionaria. Una posible solucién a este
problema ha sido propuesta por el matemaético eslovaco
Igor Podlubny en un reciente articulo titulado “Geome-
tric and Physical Interpretation of Fractional Integration
and Differentiation” (Interpretacién Geométrica y Fisica de
la Integracién y Diferenciacién Fraccional) en el que la inter-
pretacion fisica y geométrica de estos operadores fraccio-
narios estd basada en el empleo de dos tipos de tiempos, Igor Podlubny
un tiempo coésmico y un tiempo individual, y viene estre-
chamente relacionada con la teoria de la relatividad.
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Resumen

Este articulo pretende dar una visién general de las que hoy dia son
consideradas las dos primeras escuelas matematicas griegas modernas. Se
hace un repaso de ambas escuelas, la Escuela Jénica personificada en Ta-
les de Mileto y la Escuela Pitagoérica personificada en Pitdgoras de Samos.
Ambos personajes fueron un referente para otros fil6sofos y matematicos
posteriores.

Palabras Clave: Escuela Jénica, Escuela Pitagorica, Tales de Mileto, Escuela
de Mileto, Pitdgoras de Samos, pitagoéricos, Aritmética, Geometria, Nime-
ros.

1. Introduccion

Podemos considerar que con la apariciéon de las Escuelas Jonica y Pitago-
rica, se dejo atras la historia matemadtica antigua y comenz6 la era cientifica
moderna. Desafortunadamente la mayoria del legado de ambas escuelas no ha
sobrevivido al tiempo y es escaso el material que ha llegado a nuestros dias.
Afortunadamente hacia el 450 a.C. tenemos constancia de los primeros comen-
tarios histéricos que realiz6 el historiador Proclo acerca de los Elementos de Eu-
clides, que estaba familiarizado con la obra de Eudemo de Rodas, discipulo éste
a su vez de Aristoteles.

También podemos encontrar extractos de la obra Doctrina (o Teoria) de las
Matemiticas de Gémino de Rodas sobre el afio 50 a.C. conservados a través de
autores como Proclo, Eutocio, Al Nayrizi y otros. En €], divide a las matemati-
cas en dos partes: Mental y Observable, o en términos actuales Pura y Aplicada,
donde se realiza una comparativa de los métodos de demostracién usados por
los primeros gedémetras griegos con los métodos actuales.


http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE/
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También han llegado a nuestros dias las biografias de algunos de los mate-
maticos mds relevantes de esa época, asi como de la vida y obra de otros mas
modestos.

2. La Escuela Jénica

2.1. Tales de Mileto

Es considerado por muchos (por ejemplo Aristéte-
les) el fundador de la primera escuela de matematicas
y filosofia griegas y uno de los Siete Sabios de Grecia.
Naci6 en torno al afio 640 a.C.! en la ciudad jénica de
Mileto, una antigua ciudad en la costa occidental de
Asia Menor (en lo que actualmente es la provincia de
Aydin en Turquia), cerca de la desembocadura del rio
Menderes.

Durante la primera etapa de su vida, Tales se de-
dicé parcialmente al comercio y a asuntos de caracter
publico. Y a juzgar por las anécdotas sobre su perso-
na que han sobrevivido hasta nuestros dias, se desta-
c6 por su astucia en los negocios. Se cuenta que una vez transportando una
mercancia de sal sobre unas mulas, uno de los animales aprendié a sumergir
parte de su carga al cruzar el cauce de un rio, ya que de este modo la misma se
aligeraba debido a que la sal se disolvia con el agua. Los encargados de la mula
estaban muy molestos al perder sus preciados cargamentos de sal y considera-
ron que el animal ya no servia para el trabajo, por lo que decidieron sacrificar-
lo. Tales intervino para tratar de dar una explicacién del comportamiento de la
mula, por lo que la observé cuidadosamente sumergiéndose en el rio un par
de ocasiones y propuso una solucién para que la mula siguiera siendo ttil y no
echara a perder més los cargamentos de sal. En lugar de cargar a la mula con
los usuales sacos de sal, Tales la cargé de esponjas. Asi, cada vez que la mula se
sumergia en el rio queriendo aligerar su carga, las esponjas absorbian el agua y
su carga se hacia mds pesada. De esta forma, después de varios dias de repetir
la leccién de las esponjas, la mula aprendié a no sumergirse mds en el rio. De
este modo, gracias al ingenio de Tales, la mula siguié siendo ttil y conservé su
vida.

p

Tales de Mileto

Siendo atin comerciante, Tales visit6 la Gran Piramide de Egipto. En aquella
visita uno de los alli presentes formulé la pregunta de cudl era la altura de la
misma. Ninguno de los egipcios que alli estaban pudieron dar respuesta ya
que la pirdmide era muy alta y si se soltaba una cuerda desde la punta hasta
el suelo, esta acciéon no mediria la altura. Pero Tales ante tal reto geométrico se
puso manos a la obra para resolver este problema. Primero midi6 la longitud
de la sombra de la piramide, luego la longitud de su propia sombra y, como
ya conocia su estatura, hizo algunos calculos y sorprendié a los egipcios con la
medida de la altura de la pirdmide. Los egipcios desconocian el Teorema que

1 Algunas fuentes consideran la fecha de 624 a.C. como el afio de su nacimiento.
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Tales estaba usando: si por un tridngulo se traza una linea paralela a cualquiera
de sus lados, se obtienen dos tridngulos semejantes. Este resultado corresponde
a una de las versiones del llamado Teorema de Tales.

Durante su periodo en Egipto, Tales estudié Astronomia y Geometria. Re-
gres6 a Mileto para abandonar su profesién como comerciante y su vida publi-
ca, centrdndose tnica y exclusivamente en el estudio de la filosofia y la ciencia
(disciplinas que en las Escuelas Jénica, Pitagorica y quizds Ateniense estaban
intimamente interconectadas), donde vivié hasta su muerte alrededor del 550
a.C.

Desgraciadamente no nos podemos hacer una idea exacta de su labor do-
cente. Segtn Proclo, sus ensefianzas consistfan en un ndmero de proposiciones
aisladas que no seguian ninguna secuencia légica, pero cuyas demostraciones
eran deducidas, por lo tanto los teoremas no eran meras afirmaciones resultado
de la induccién de un gran ndmero de casos especiales, como probablemente
era la manera de actuar de los gedmetras egipcios. Este cardcter deductivo es
precisamente su principal sello de distincién. Proclo declaraba en el Sumario de
Eudemo®

“...primero fue a Egipto y después introdujo este estudio en Grecia. Descu-
brié muchas de las proposiciones por st mismo e instruyo a sus seguidores
en los principios que subyacen en muchas otras, siendo un método de ata-
que mds general en algunos casos, mds emptirico en otros.”

Podemos atribuirle con razonable probabilidad ciertas proposiciones rela-
cionadas con la geometria de los angulos, las rectas, y las superficies que las
determinan, transformando la geometria al cambiar el enfoque de la misma
desde un punto de vista empirico a un punto de vista deductivo.

En su Comentario® y citando a Eudemo, Proclo afirma que Tales estableci6
cuatro teoremas:

1. “El circulo se bisecta por su didmetro.”

2. “Los dngulos de la base de un tridngulo con dos lados iguales son iguales.” (Euc.
I, 5). Proclo parece dar a entender que esta afirmacién fue demostrada
considerando otro tridngulo isésceles idéntico, ddndole la vuelta y su-
perponiéndolo al primero, una especie de demostracién empirica.

3. “Los dngulos opuestos de lineas rectas que se intersectan, son iguales.” (Euc. I,
15). Tales podia haber considerado ésto como obvio, para Proclo fue Eu-
clides el primero que dio una demostracién correcta de esta afirmacién.

4. “Sidos tridngulos son tales que dos dngulos y un lado de uno son iguales a dos
dngulos y un lado del otro, entonces los tridngulos son congruentes.” (Euc. VI,

2 Eudemo de Rodas discipulo de Aristételes que disputé con Teofrasto el puesto de director del
Liceo. En el afio 320 a.C. hace referencia a Tales en su Historia de las Matemiticas. Este documento,
que fue una historia completa de la geometria griega que cubria el periodo anterior a 335 a.C.,
se perdi6 y antes de que esto ocurriera, llegé a existir un resumen del mismo que posteriormente
desapareci6é también.

3 En el Sumario de Eudemo escrito por Proclo en el siglo v a.C., aparece un resumen con un
Comentario sobre el Libro I de Los Elementos de Euclides.
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4,0 Euc. VI, 2). Diégenes Laertes, junto con Plinio y Plutarco apuntan que
Tales hizo uso de esta propiedad cuando estaba en Egipto para encontrar
la altura de la Gran Pirdmide. Parece ser que el teorema era desconocido
para los egipcios.

Algunos de estos resultados debian ser conocidos desde bastante antes; de
algunos, solamente se dice que fueron enunciados por él; lo importante aqui
es la creencia de que Tales usaba razonamientos l6gicos para hacer ver que
eran ciertos y no lo hacia por medio de la intuicién, la experimentacién y la
comprobacién repetida, como en esas épocas se habia hecho. Lo hiciera Tales o
no, lo que si es cierto es que los Pitagéricos desarrollaban la matemética de una
manera deductiva. Hay un quinto teorema que tradicionalmente se incorpora
a la lista anterior y que dice:

5. “El dngulo inscrito en un semicirculo es un dngulo recto.” (Euc. 111, 31)

Actualmente se piensa que este teorema pudo tener su verdadero origen
en Babilonia y posteriormente ser introducido por Tales en Grecia. Esta afir-
macién es considerada como uno de los mayores logros geométricos de Tales.
Parece ser que pudo llegar a esta conclusién observando que las diagonales de
un rectdngulo son iguales, se bisecan, y que ademads éste siempre puede ser ins-
crito en una circunferencia. Por lo tanto aplicando el teorema 2, descubrié que
la suma de dngulos, de un tridngulo rectangulo es igual a dos dngulos rectos.

Parece improbable que Tales supiera trazar la perpendicular a una recta
desde un punto, pero si asi fuera, es posible que fuera consciente del siguiente
teorema, como muchos investigadores modernos sugieren:

6. “La suma de los dngulos de cualquier tridngulo es igual a dos dngulos rectos.”

Pero también es posible demostrar el teorema 5, conociendo el 6. Tenemos
aqui un caso de equivalencias de dos resultados. Si conocemos 5, podemos
probar 6. Si sabemos 6, podemos probar 5. Si Tales demostré 5, ;como lo hizo?,
¢habria usado 6?. Hay referencias de Eudemo a través de Proclo, que indican
que 6 no sélo fue demostrado por los Pitagoricos, sino que incluso fue descu-
bierto por ellos. Y por tanto se cree que Tales quizd demostré 5, a partir del
conocimiento de 6, pero que no daba una demostracién general; s6lo aceptan-
dolo como cierto a través de demostraciones de orden particular y de caracter
mads experimental e intuitivo, que las que ya aparecen en Los Elementos de Eu-
clides.

Con respecto a los tridngulos equiléteros y rectangulos, sabemos a través de
Eudemo de Rodas, que los primeros gedmetras demostraron la propiedad ge-
neral de forma independiente para tres familias de tridngulos. El drea en torno
a un punto puede ser completada mediante la unién de seis tridngulos equi-
lateros, por lo tanto la proposicién es verdadera para un tridngulo equilatero.
Nuevamente, tomados dos tridngulos rectangulos cualesquiera, éstos pueden
yuxtaponerse para formar un rectangulo, la suma de aquellos dngulos resulta
cuatro dngulos rectos; por lo tanto la proposiciéon es verdadera para un tridn-
gulo rectangulo. Por dltimo cualquier tridngulo puede dividirse en la suma de
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dos tridngulos rectangulos trazando una perpendicular desde al &ngulo mayor
al lado opuesto a éste, y nuevamente se cumple la veracidad de la proposicién.

Tales goz6 de una gran fama entre sus contempordneos como astrénomo
y gedmetra. Fue un enamorado de la astronomia, sobre la que escribi6 varios
tratados. Una anécdota cuenta que durante un paseo nocturno, observaba con
tal intensidad las estrellas que no se percat6 de que en el camino habia una
zanja y cayo en ella, a lo que una mujer mayor que pasaba por alli le espet6,
“:Como puedes hablar sobre lo que ocurre en el cielo, cuando ni siquiera puedes ver lo
que hay bajo tus pies?” - anécdota comentada a menudo para ilustrar el caracter
distraido de los fil6sofos.

Sin entrar en demasiados detalles astro-
némicos, algunas historias cuentan también B 2o F s
que Tales consideraba en su ensefianza que . i
un afio contenia sobre 365 dias, y no do- } e

s

ce meses de treinta dias cada uno. Se cuen-
ta que sus predecesores intercalaban ocasio- e 'j
nalmente un mes para mantener a las esta- L - e
ciones sin desfase, asi debieron darse cuenta - ;."%.’H'-thh AHBsOkEATEA 90
de que el afio contenia de media mas de 360 ==« = cmscmsminnnmnann
dias. Hay razones para considerar que Tales
crefa que la tierra era un cuerpo con forma
de disco que flotaba en el agua. Tales conocfa muy bien los métodos astroné-
micos babilénicos, por lo que segtin el historiador Herodoto, pudo haber sido
capaz de predecir un eclipse de sol en el afio 585 a.C, que impidi6 la guerra en-
tre los pueblos medo y lidio en Asia Menor. Se cuenta que, cuando los ejércitos
de ambos pueblos vieron el eclipse, atemorizados, lo interpretaron como un
mal presagio e inmediatamente firmaron la paz. No se sabe si Tales en verdad
predijo o no el eclipse, lo impresionante de la historia es que efectivamente el
eclipse ocurri6 el 28 de mayo del afio 585 a.C*, siendo éste uno de los primeros
eventos histéricos del cual se sabe la fecha exacta. Sus predicciones le propor-
cionaron un extraordinario prestigio como profesor y le reservaron un lugar
entre los Siete Sabios de Grecia.

Tales muri6 en el afio 547 a.C a la edad de 90 afios. Segtin cuentan algu-
nas fuentes, le gustaba asistir a eventos deportivos de toda clase, y ya anciano
asistié como publico a una competiciéon gimndstica. Parece ser que aquel dia

4 Sobre este fenémeno, Herodoto de Halicarnaso (485-420 a.C.) escribié en Historias, I, 74:

“Tuvo lugar una guerra entre los lidios y los medos durante cinco afios, en los que muchas
veces los medos vencieron a los lidios y muchas los lidios a los medos. Dentro de ella incluso
llevaron a cabo una batalla de noche: a ellos, que proseguian en condiciones de igualdad la
guerra, en el sexto afio, iniciado el combate, les acontecié que, trabada la batalla, el dia de
repente se hizo noche. Tales de Mileto habia predicho a los jonios que sucederia esta mutacion
del dia, habiendo propuesto como término el afio ese en el que ciertamente tuvo lugar el cam-
bio. Y los lidios y los medos, cuando vieron que se hacia de noche en lugar de dia, pusieron
fin a la batalla y de manera especial se apresuraron también ambos a que se hiciera la paz
entre ellos. Y quienes los reconciliaron fueron estos: Siénesis, cilicio, y Labineto, babilonio.
Estos fueron los que se esforzaron por que se produjera la alianza entre ellos, e hicieron un
intercambio matrimonial: en efecto, decidieron que Alyattes entregara a su hija Aryenis a
Astiages, el hijo de Ciaxares; pues sin un lazo fuerte unos tratados firmes no pueden mante-
nerse. Y, en cuanto a los pactos, hacen esos pueblos lo que los helenos y, ademds de esto, una
vez que se cortan los brazos a nivel de la piel, chupan mutuamente la sangre.”
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el calor era insoportable y la muchedumbre se agolpaba para colocarse en un
sitio 6ptimo para ver el evento. El anciano Tales no lo pudo soportar y muri6é
de asfixia aplastado por el publico.

No podemos cerrar esta pequefia biografia sobre Tales sin mostrar uno de
sus resultados mas conocido, que no es otro que el teorema que lleva su nom-
bre, relativo a la proporcionalidad de segmentos determinados en dos rectas
cortadas por un sistema de paralelas.

2.2. El Teorema de Tales

El Teorema de Tales es una consecuencia importante de los Axiomas de in-
cidencia, ordenacién y métricos del plano®. Su importancia estriba en que es
la base para definir las razones trigonométricas. Se basa en la idea de las pro-
yecciones oblicuas. Para su enunciado y demostracién necesitamos presentar
previamente un resultado sobre proyecciones oblicuas.

Teorema sobre proyecciones oblicuas.

“Sean dos rectas r y s y una direccién J a la cual no pertenecen r y s. Si
Ay, Ag, Az, Ayg € v cumpliendo que d(Aq, Ay) = d(As, As) y formamos
Al = Ps(A;) las proyecciones de dichos puntos paralelamente a § sobre
la recta s entonces d( A}, Ay) = d (A}, Ay).”

Demostracién. Distinguiremos dos casos en la demostracién:

® 1y sson paralelas.
Entonces A1 Ay A) A} forman un paralelogramo y entonces de este modo
d(A1,Ay) = d(A], A}). Andlogamente d(Az, Ay) = d(A5, A}) y asi se
obtiene la igualdad.

* 7y sno son paralelas.

A / \ A Entonces la paralela a s desde A; cor-

- ta AyA} en By y la paralela a s desde

As/ VB \Aé Aj corta a A4A) en By. Los tridngulos
AA1AyB) y AA3A4B, son iguales por

Az / Aj tener un lado igual y los dngulos ad-

' yacentes comprendidos entre paralelas
, conlo que d(Aj,B) = d(As3, By). Pero

As) By 4 ahora A1BjA} A y A3By A} Al son para-
/ \ lelogramos y razonando igual que antes
r $  se obtiene la identidad.

5 Cabe destacar que los axiomas de geometria que hoy dia se utilizan no son los originales que
aparecen en Los Elementos de Euclides, sino unos més sofisticados que el matematico David Hilbert
publicé en 1899 en su famosa obra Los Fundamentos de la Geometria y que trata la axiomatizacion
y el tratamiento formal riguroso y desde una perspectiva moderna, de la geometria euclidea. La
diferencia fundamental de estos Axiomas con los de Euclides estriba en que Hilbert no define los
conceptos de punto y recta sino que estos se suponen existentes.
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La idea de este Teorema es que la igualdad de longitudes se mantiene me-
diante proyecciones oblicuas. Teniendo en cuenta esta propiedad se puede
enunciar entonces el Teorema de Tales.

Teorema de Tales.

“Sean dos rectas v y s y una direccion & a la cual no pertenecen r y s.

Tomamos tres puntos distintos A, B, C € r y llamamos A’, B', C' a sus

proyecciones paralelamente a J sobre la recta s. Entonces se tiene que:
d(A,B) d(A,B),

d(B,C) d(B,C)
Demostracién. Distinguiremos dos casos en la demostracién:

. ZEII;X,,CBs = % €Qconn,mecZ.

En este caso dividimos el segmento [A, B] en n partes iguales de longitud
I,[A A],...,[Ay—1,B] y el segmento [B,C] en m partes iguales de lon-
gitud I, [B,By],...,[By—1, C]. Calculamos ahora las proyecciones de los
puntos de division sobre la recta s y los denotamos por A},..., A}, _;, B},
..., B}, ;. Por el Teorema sobre proyecciones oblicuas se tiene que los
segmentos que definen estos puntos tienen la misma longitud, I, y de
aqui se obtiene la igualdad pedida.

d(A, B)
d(B,C)

Supongamos que

=¢ Q.
AB) , d(A,B)
(B,C) 7 d(B,C)

con lo cual existe m € IN tal que

d(A,B) d(A,B) S 1
d(B,C) d(B',C') m
Como Z((IE,CB)) ¢ Q se tiene que existe n € IN cumpliendo que:
no_ d(A,B) - n+1
m ~ d(B,C) m

y ademas existirdn A1, A; € r cumpliendo que A € [Aq, Ay

n  d(A,B)  n+1  d(AyB)

m  d(B,C)" m  d(B,C)

Si denotamos por A}, A} alas proyecciones de Ay, A, sobre la recta s, por
el caso anterior se tiene que

_d(ALB) n41_ d(ALB)

n
m  d(B,C") m d(B/,C’)
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y aplicando el Axioma IIb® de orden, obtenemos que A’ € [A], A}] con
lo que

d(A,B")  n+1
<

S4B, S Tm

=

de donde se deduce que

d(A,B) d(A’,B) < 1

d(B,C) d(B',C') m
Lo que resulta absurdo o contradictorio, por lo que se debe cumplir la
igualdad

d(A,B) d(A',B)

i(B,C) ~ d(B,C")

Una version reducida de este Teorema se utiliza para establecer relaciones
de semejanza en tridngulos, tal y como muestra la siguiente demostracién del
mismo.

Demostracién. Sean dos rectas cua- A
lesquiera r y ' que se cortan en un punto
A, y que son cortadas a su vez por dos
rectas paralelas s y s’ en los puntos B, C,
Dy E, segtin muestra la figura. Los tridn-
gulos ACDE y ACBE tienen el mismo
rea, ya que ambos tienen la misma base
y altura. Por lo tanto el 4rea del tridngu-
lo AABE es igual al érea del tridngulo
AACD. Se cumple entonces:

Area ABE = AB- - =AD: ?2 = Area ACD (1)
. h1 hy
Area BCE = BC- 5= DE - 5= Area DCE (2)
y dividiendo (1) entre (2) resulta:
AB _ AD
BC DE

2.3. Anaximandro de Mileto

Anaximandro naci6 en el afio 611 a.C. y muri6 en el 545 a.C., sucediendo
a Tales como principal representante de la Escuela de Mileto. Segtin Suidas,
escribié un tratado de geometria, donde prest6 especial interés por las propie-
dades de las esferas, y las ideas filoséficas de la concepcién del espacio infinito
y el tiempo. Se le atribuye la escritura de un tinico libro sobre la naturaleza, pe-
ro su palabra llega a la actualidad mediante comentarios doxogréficos de otros
autores. Construyé mapas terrestres y cartas celestes.

6 “Sean dos rectas paralelas R||S y dos pares de puntos r, r' pertenecientes a la recta Ry s, s’ pertene-
cientes a S. Si T es una recta paralela a Ry S que corta a la recta [r,s), entonces también corta a la recta
[',s']”. Este axioma permite trasladar las nociones de orden de una recta a otra.
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Se le atribuye la introduccién del uso
del gnomon o estilo en Grecia, y la medi-
cién de los solsticios y equinoccios, tra-
bajos para determinar la distancia y ta-
mafio de las estrellas y la afirmacién de
que la Tierra es cilindrica y ocupa el cen-
tro del Universo. El gnomon o estilo se de-
fine como el objeto alargado que arroja
sombra, independientemente del dngulo
que forme con el cuadrante; estard incli-
nado respecto al plano horizontal con un
angulo igual a la latitud del lugar don-
de se sittie el reloj de sol, y varia segtin
los distintos tipos de relojes (ecuatoria-
les, declinantes, etc.) En el hemisferio norte, el caso mas sencillo, la arista que
proyecta la sombra estd orientada hacia el norte, quedando paralela al eje de
rotacion de la Tierra.

Anaximandro  detalle
de “La Escuela de
Atenas” de  Rafael
Sanzio (1512-1514)

2.4. El “ocaso” de la Escuela Jonica

Entre los principales discipulos de Tales cabe destacar a Anaximandro y
Anaximenes, que estudiaron fundamentalmente astronomia y filosofia fisica,
0 Anaxdgoras (discipulo de Anaximenes), Mamerco y Mandriato (de estos dos
altimos poco se conoce).

De Anaxdgoras de Clazomene (500-428 a.C.) se sabe
que fue el dltimo fil6sofo de la Escuela Jénica, aun-
que se dedic6 a estudiar también problemas de ma-
tematica. Naci6 en Clazomene (en la actual Turquia)
y se trasladé a Atenas (hacia 483 a.C.), debido a la
destruccién y reubicaciéon de Clazomene tras el fra-
caso de la revuelta jénica contra el dominio de Persia.
Fue el primer pensador extranjero en establecerse en
Atenas. Entre sus alumnos se encontraban el estadista
griego Pericles, Arquelao, Protdgoras de Abdera, Tu-
cidides, el dramaturgo griego Euripides, y se dice que
también Demécrito y Socrates, y fue conocedor de las  4xigoras, detalle de fresco
doctrinas de Anaximenes, Parménides, Zenén y Em- de Eduard Lebiedzki en la
pédocles. Anaxdgoras representaba la motivacion ti- Universidad de Atenas (1888)
pica griega, el deseo de conocer. Plutarco cuenta que
Anaxagoras fue encarcelado en Atenas por impiedad, al afirmar que el sol no
era una deidad, sino una gigantesca piedra al rojo, tan grande por lo menos
como el Peloponeso, y que la luna no era mds que una tierra deshabitada que
recibia y reflejaba la luz del sol. Este tiltimo razonamiento muestra sin duda
alguna el espiritu de investigacion racional heredado de la antigua tradicién
joénica fundada por Tales. Mientras se encontraba en prisién, se ocup6 del pro-
blema de la cuadratura del circulo’, sin embargo no dio solucién alguna al

7 La primera referencia histérica que se tiene de este problema aparecié en la obra Pdjaros del
poeta Arist6fanes, en el afio 414 a.C.
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problema. Es la primera vez que se tiene constancia del estudio de este famoso

problema que se encargaria de fascinar a los matematicos mas de 2000 afios.

Tras este suceso, marcho exiliado a Jonia y se establecié en Lampsaco (una co-
y

lonia de Mileto), donde, segtin dicen, se dejé morir de hambre.

Poco més puede comentarse sobre los sucesores de Tales. La escuela conti-
nud en plena actividad aproximadamente hasta el afio 400 a.C., debido a que
multitud de sus miembros centraron su interés fundamentalmente hacia temas
filoséficos en detrimento de asuntos matematicos. Se sabe muy poco acerca de
los matematicos que formaron esta escuela, pero segtin parece eran fervientes
devotos de la astronomia. Los Jénicos ejercieron una gran influencia en el desa-
rrollo ulterior de las matematicas, que llegaron a su apogeo con los Pitagoéricos,
quienes no sélo desarrollaron en gran medida la geometria, sino que sentarian
las bases de la ciencia de los ntimeros, o lo que actualmente se denomina Teo-
ria de Ntimeros. Si Tales fue el primero que centré su atencién en la geometria,
citando a Eudemo, Proclo comenta:

“Pitdgoras, que vino después de él (Tales), transformd esta ciencia en una
forma de ensefianza liberal, examinando sus principios desde el comienzo
y demostrando los teoremas de una manera inmaterial e intelectual. Asi
descubrié la teoria de proporciones y la construccién de las figuras césmi-

”

cas.

3. La Escuela Pitagérica

3.1. Pitagoras de Samos

Pitdgoras naci6é en Samos, una de las islas del Do-
decaneso préxima a Mileto, sobre el 569 a.C., donde
su padre Mnesarco, un rico comerciante fenicio, pare-
ce ser que joyero de profesién, obtuvo la ciudadania
por los servicios prestados a sus habitantes durante la
época de carestia que Samos habia padecido afios an-
tes. Acompafiado de su mujer griega Pitia, Mnesarco
viajaba frecuentemente por motivos comerciales y lle-
garon a Tiro® sobre el 569 a.C., donde naci6 Pitdgoras.

Se sabe que a la edad de 18 afios, participé en los
juegos olimpicos y gané todas las competiciones del
pugilato. Al parecer, a esa edad, Pitdgoras abandon6 Pitagoras de Samos
secretamente Samos rumbo a la isla de Lesbos donde
su tio le recibié con gran hospitalidad. La razén de este abandono fue debido a
que no podia soportar por mds tiempo la brutalidad de su gobernante Policra-
tes “El Tirano”, conocido tanto por su astucia como por su crueldad que habia
consolidado su poder a través de un golpe de estado. En Lesbos, Pitdgoras reci-
bi6 durante dos afios una extraordinaria ensefianza del maestro fil6sofo griego
presocrético Ferécides de Siria, de Tales de Mileto (que ya contaba en el afio

8 Cjudad situada al sur del Libano, a 21 kilémetros de Israel. Se llama hoy Sur (o Sour)

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 10
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Las Escuelas J6nica y Pitagdrica José Manuel Sdnchez Mufioz

549 a.C., con noventa afios de edad), y de Anaximandro de Mileto, con quienes
estudié fundamentalmente astronomia, fisica y matemaéticas.

De Tales se sabe que tomo prestados varios de los resultados obtenidos por
su maestro, como el afio solar egipcio; Pitdgoras sabia como predecir eclipses
solares y lunares, y determinar la altura de una pirdmide a partir de la som-
bra arrojada por ésta. De Anaximandro se sabe que Pitdgoras aprendié como
determinar la altitud solar.

Tales recomend6 al joven aprendiz que se dirigiera a Tebas, en Egipto, don-
de podria satisfacer su sed de conocimiento. Previamente Pitdgoras se pas6 un
afo prepardandose para este viaje en el colegio sacerdotal fenicio de Sidén. Tras
ese afo de preparacion, llegé a Egipto en el 547 a.C.

Tras un tiempo de preparacién en Tebas se dirigié a Menfis donde pas6 21
afnos. Durante estos afios dedicados enteramente al estudio, Pitdgoras absorbi6
todos los conocimientos posibles, llegando a finalizar sus estudios con los mds
altos honores en la escuela sacerdotal.

Enel 526 a.C. el rey egipcio Amasis muri6; al siguiente afio durante el reina-
do de Psammenit, hijo de Amasis, el rey persa Kambis invadié Egipto y descar-
g6 toda su furia contra la escuela sacerdotal en particular. Una gran cantidad
de sus miembros fueron hechos presos, entre ellos el propio Pitdgoras, y lle-
vados a Babilonia, el centro comercial del mundo conocido, en el Asia Menor.
Pero este aparentemente desafortunado acontecimiento sirvi6 a Pitdgoras para
entrar en contacto con diferentes culturas como los Bactrianos (pobladores de
Bactria, hoy Afganistdn), Chinos, Indios o Judios, y adquirir gran cantidad de
los conocimientos de estos, durante 12 afios.

Pitdgoras fue liberado y regresé a su ciudad natal con la edad de 56 afios.
Tras una breve estancia en la isla de Delos, donde se encontrd con su maestro
Ferécides atin vivo, pasé alli un afio con el propésito de familiarizarse de nuevo
con la religion, la ciencia y las costumbres sociales de entonces.

Ya en Samos comenzé a impartir clases sin mucho
éxito, lo que le obligd a emigrar a Sicilia con su madre
y con un dnico discipulo Eratocles. De alli fueron a
Tarento, de donde se mudaron a Crotona, una colonia
dérica del sur de Italia, en una época bastante turbu-
lenta, debido a continuas revueltas sociales, como la
insurrecciéon que estall6 en la ciudad vecina de Siba-
ri. En Crotona llevé a cabo con gran éxito la apertura
de varias escuelas, a las que asistia ptiblico muy entu-
siasta, ciudadanos de todos los estratos sociales, pero
sobre todo de las clases més privilegiadas, e incluso
mujeres rompiendo la ley que establecia la prohibi-
cién de que pudieran asistir a reuniones en ptblico.

Pitdgoras detalle de “La
Escuela de Atenas” de Rafael
Sanzio (1512-1514)

La orden pitagoérica se regia por un estricto codi-
go de conducta pero era igualitaria e inclufa a varias
mujeres. Entre el publico femenino ha de destacarse a Teano, la joven y bella
hija de Milén, hombre rico y famoso puesto que habia ganado doce veces los
juegos olimpicos. Milén estaba interesado en la filosofia y las matemaéticas, y
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cedi6 parte de su casa a Pitdgoras con el fin de que crease su propia escue-
la. Pitdgoras se cas6 con Teano a pesar de la disparidad de sus edades. Teano
escribi6 una biografia de su marido, pero desafortunadamente se perdié y no
tenemos constancia alguna de esta obra.

Cuando la escuela pitagérica se encontraba en su mayor esplendor, Hipa-
so, quien habia sido expulsado de la orden por revelar algunos de los cono-
cimientos de la misma, y que lideraba el partido democratico de Crotona que
representaba una corriente en contra de la ortodoxia y los valores conservado-
res que caracterizaban la orden pitagoérica, llevé a cabo acusaciones infundadas
contra sus antiguos compaiieros. La escuela fue disuelta, y las propiedades de
la orden fueron confiscadas y Pitdgoras mandado al exilio.

Pitdgoras vivié en Tarento, pero también alli el
partido democrético se alzé con el poder, y Pitdgo-
ras fue expulsado a Metaponto donde alargé su po-
bre existencia y murié hacia el 500 a.C. Alli se pro-
dujo una revuelta liderada por miembros del recién
llegado al poder partido democratico. Estos rodearon
la casa donde se reunian los pitagoéricos, taparon las
salidas y le prendieron fuego. Muchos de los discipu-
los murieron. Los supervivientes huyeron y este triste
hecho sirvié para que algunos de ellos como Filolao
de Tarento les fuera encargada la tarea de divulgar los
conocimientos de la hermandad, constituyendo entre
otros el germen de la Academia de Platén.

Pitdgoras de José Ribera “el
Esparioleto” (1640)

3.2. Los Pitagoricos

Pitagoras diferenci6 a aquellos que asistian a sus ensefianzas en dos clases,
los que podriamos clasificar como principiantes, llamados acusmdticos (audito-
res) a los que sélo se les trasmitian los resultados y cuyos temas principales de
estudio eran la ética, la inmortalidad del alma y la transmigracion de la misma
o mentempsicosis, y los matemdticos (conocedores) a los que se les trasmitian
los resultados y las demostraciones. El hecho de que tan pocos datos acerca de
la vida y obra de Pitdgoras hayan llegado hasta nosotros, se debe fundamen-
talmente a la pérdida de documentos sobre él que se ha producido a lo largo de
la historia, porque aunque se sabe que se escribieron varias biografias, inclui-
da una del propio Aristételes, todas ellas se perdieron. Ademads a este hecho
se le une la dificultad que tenemos para identificar claramente la figura de Pi-
tdgoras, ya que la orden fundada por él tenfa un cardcter fundamentalmente
comunal y secreto; tanto los conocimientos como las propiedades eran mante-
nidos en un régimen de comunidad, y por lo tanto no se podia atribuir un des-
cubrimiento a ninglin miembro en concreto de la escuela. Todos los miembros
mantenian las mismas creencias politicas conservadoras y filoséficas, compar-
tian los mismos propésitos, con un cédigo de conducta muy estricto, y tenian
el compromiso de no revelar los secretos de la escuela bajo pena de muerte; a
los miembros de la secta se les imponia un estricto régimen vegetariano, pare-
ce ser porque los pitagoricos aceptaban la doctrina de la metempsicosis o de la
transmigracion de las almas, con el resultado de que no deberia ser sacrificado

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 12
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Las Escuelas Jonica y Pitagorica José Manuel Sdnchez Mufioz

ningtin animal ante el temor de que pudiera ser la nueva morada del alma de
un amigo muerto; entre otros tabtis de la escuela estaba la prohibicién de co-
mer judias (o quizds mds exactamente, lentejas); su disciplina era severa, y su
modo de vida estaba gobernado por el autocontrol, la abstinencia, la pureza y
la obediencia. Esta estricta disciplina y el secretismo de su organizacién le otor-
garon a la secta de los pitagéricos una supremacia, que hizo que otras clases
privilegiadas se sintieran amenazadas; y finalmente, instigados por los rivales
politicos de Pitdgoras, la mayoria de sus seguidores fueron asesinados.

Aunque la influencia de los Pitagéricos sobre la politica fue destruida con el
asesinato de la mayoria de sus miembros, parece que los pocos que quedaron
se reagruparon en torno a una sociedad filoséfica y matemaética, considerando
Tarento como su centro de operaciones y continuaron atin con sus actividades
durante mas de cien afios.

Probablemente la caracteristica mds notable de la orden pitagoérica era su
enorme dedicacién al estudio de la filosofia y las matematicas, hasta el punto
de asumir a estas como base moral para la direccién de su vida. Parece ser que
las propias palabras “filosoffa” (o “amor a la sabiduria”) y “matematicas” (o
“aquello que se aprende”) fueron términos acufiados por el propio Pitdgoras

para describir actividades intelectuales.

Pitdgoras no publicé libro alguno; es asumido que todo el conocimiento y
los logros a los que lleg6 esta escuela fueron desarrollados de forma comtn por
los integrantes de la sociedad y vetados al mundo exterior. Era tal la devocién
que los pitagoéricos sentian por sus principios que casi rozaban el fundamen-
talismo religioso. Como ejemplo de este hecho, parece ser que en torno al afio
470 a.C., Hipaso de Metaponto, miembro de la orden, rompi6 el voto de silen-
cio que los pitagéricos habfan impuesto a sus miembros, revelando al mundo
parte de los conocimientos de la orden, como la existencia del dodecaedro’
como uno de los sélidos regulares enunciado por Pitadgoras, o los llamados in-
conmesurables (irracionales). Este hecho hizo que fuera expulsado de manera
inmediata y que los pitagoricos erigieran metaféricamente una tumba con su
nombre, mostrando asi que para ellos, él estaba muerto. La sociedad pitagérica
fue perdiendo adeptos y los estrictos compromisos fueron abandonados gra-
dualmente, y los logros y sus doctrinas fueron plasmados en libros. El primer
libro (que se conozca) que recoge parte de la naturaleza de los conocimientos
pitagoricos se escribié por Filolao de Crotona en torno al afio 370 a.C., y se di-
ce que Platén mantuvo en su poder una copia del mismo. Podemos decir sin
lugar a equivocos que durante la primera mitad del siglo v a.C., los Pitagori-
cos fueron la punta de lanza en cuanto avances cientificos con respecto a sus
contemporaneos, pero al final todos sus descubrimientos, y sus conocimientos
fueron revelados al mundo, lo que hizo que Atenas adquiriera el privilegio de
erigirse como el centro de la nueva actividad intelectual.

Aunque es imposible separar de forma precisa a quien correspondié cada
uno de los logros intelectuales de los Pitagdricos debido fundamentalmente al
cardcter comunitario e impermeable de la orden, sabemos segtn Proclo que fue
Pitdgoras quien le dio a la geometria un caracter deductivo riguroso que se ha

9 En el Libro XIII de Los Elementos de Euclides aparece un comentario que dice que los pitagéricos
s6lo conocian tres de los poliedros regulares: el tetraedro, el cubo y el dodecaedro.
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mantenido hasta nuestros dias y ha servido de cimiento de una ensefianza libe-
ral. Por esta razén debemos considerar que Pitdgoras fue el primer matemético
capaz de elaborar un pensamiento deductivo presentando las principales pro-
posiciones de una disciplina con un orden légico. De acuerdo a Aristéxeno de
Tarento, la gloria de la escuela pitagoérica reside en el hecho de que fueron capa-
ces de elevar a la aritmética por encima de las necesidades de los mercaderes.

Los Pitagéricos dividieron las matemaéticas en cuatro grandes ramas, los
numeros absolutos o aritmética, nimeros aplicados o mtsica, estdtica o geo-
metria y dindmica o astronomia. Este “cuadrivium” fue considerado durante
mucho tiempo la base de sus doctrinas de una ensefianza liberal.

3.3. La Aritmética Pitagodrica

A diferencia de lo que ocurria en otras culturas, en Grecia la palabra niimero
se usaba s6lo para los ntimeros enteros positivos. En Egipto el dominio numé-
rico inclufa los ntimeros naturales y las fracciones unitarias, y entre los babi-
lonios habia incluido el campo de todas las fracciones racionales. En Grecia,
las fracciones no eran consideradas un ente propio, sino una razén o relacién
entre dos ntimeros enteros, y asi la matemaética griega de los primeros tiempos,
se aproximaba en cuanto a su concepcioén mds a la matematica “moderna” de
hoy, que a la aritmética tradicional.

Los Pitagoricos otorgaron a los nimeros un papel fundamental, hasta el
punto de que su lema era “Todo es niimero”. Se les debe la distincién entre la
aritmética como ciencia o teorfa de nimeros y la logistica como arte o practica de
calculo, separando netamente los ntimeros abstractos, esencia de las cosas, de
las cantidades concretas, que el hombre maneja en sus transacciones comercia-
les y en los menesteres ordinarios de la vida. Llevaron a cabo una clasificacién
de los nimeros en vista de sus propiedades aritméticas, en pares e impares,
perfectos, amigos, primos, etc. Segtin Arist6xeno:

“Pitdgoras honré a la Aritmética mds que ningiin otro. Hizo grandes
avances en ella, sacindola de los cdlculos prdcticos de los comerciantes
y tratando todas las cosas como niimeros.”

La definicién de niimeros pares e impares aparecen en las Proposiciones 6
y 7 del Libro VII de Los Elementos de Euclides. Los niimeros pares e impares se
subdividen en cuatro clases (Proposiciones 8 a 10 del Libro VII de Los Elementos
de Euclides):

1. Parmente par (Paritér par): cuando su mitad es también par (son de la
forma 2" - 2k + 1], n > 1).

2. Impartemente par (Impariteér par): cuando su mitad es impar (son de la
forma2-[2k+1],k > 1).

3. Parmente impar (Pariter impar): cuando al ser dividido por un ntimero
impar da uno par (son de la forma 2" - 2k + 1], n > 1).
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4. Imparmente impar (Imparitér impar): cuando no tiene mas que divisores
impares.

Los conceptos “es divisor de” y “es muiltipo de” aparecen en el Libro VII de
Los Elementos de Euclides, Proposiciones 3 y 5 respectivamente.

La definicion de “niimeros primos” y “niimeros compuestos” aparecen en el
Libro VII de Los Elementos de Euclides, Proposiciones 11 y 13 respectivamente.

Un niimero lineal, es el que no tiene divisores (es decir, los primos). Un niine-
ro plano, es el producto de dos niimeros que son sus lados (Euclides, D.VIL.16).
Un miimero sélido es el producto de tres ntimeros que son sus lados (Euclides,
D.VIL.17). Un niimero cuadrado es el producto de un ndmero por si mismo (Eu-
clides, D.VIL.18). Un niimero ciibico es el producto de un ndmero por si mismo
dos veces (Euclides, D.VIL.19). Un niimero deficiente es un ndmero que es menor
que la suma de sus partes alicuotas'?. Un niimero abundante es un ntimero que
es mayor que la suma de sus partes alicuotas. Un niimero perfecto es un ntime-
ro que es igual que la suma de sus partes alicuotas. Los niimeros amigos son
numeros en los cuales cada uno es igual a la suma de los divisores del otro.

Parece ser que Pitdgoras comenzaba su ensefianza de aritmética clasifican-
do a los ntimeros en pares e impares, estos tiltimos denominados gnomones. Un
numero impar (de la forma 2n + 1) era resultado de la diferencia dos ntiimeros
cuadrados (1 4 1)2 y n?; y la suma de los gnomones desde 1 a 21 + 1 resulta ser
un niimero cuadrado, cuya raiz cuadrada se denominé lado. El producto de dos
niimeros se denomind plano, y si un producto no tenia una raiz cuadrada exacta
se le denominaba oblongo. El producto de tres ntimeros se le denomin niimero
solido, y si los tres ntimeros eran iguales se le llamé cubo. Se puede observar la
fuerte interconexién con la geometria. En la figura siguiente se considera que
n es igual a 5, el gnomén AKC (que contiene 11 pequefios cuadrados) coloca-
do alrededor del cuadrado AC (que contiene 5% pequefios cuadrados) hace un
cuadrado HL (que contiene 6° pequefios cuadrados). Es posible que varios de
los teoremas de ndmeros de matematicos griegos fueran descubiertos y demos-
trados mediante un método andlogo: el dbaco puede ser utilizado en muchas
de estas demostraciones.

H K

A

C L

Los ntimeros de la forma (21 +2n + 1), (2n* +2n),y (2n + 1) posefan una

10 proporcionales.
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importancia especial ya que representaban la hipotenusa y dos lados (o cate-
tos) de un tridngulo rectdngulo: Cantor considerd que Pitdgoras conocia este
hecho antes incluso de que Euclides descubriera la proposicién geométrica de
la Proposicién 47 del Libro I de Los Elementos de Euclides. Una expresién mds
general para tales nimeros es (m? +n?), 2mn, y (m*> —n?), o sus maltiplos, que
resultan ser terna solucién de la ecuacién!! pitagérica x? + y? = z2. Debe ob-
servarse que el resultado obtenido por Pitdgoras puede ser deducido de estas
expresiones asumiendo que m = n + 1; més tarde Arquitas de Tarento y Pla-
ton dieron reglas equivalentes a tomar n = 1; Diofanto conocia las expresiones
generales.

A Pitdgoras se le conoce también por
los miimeros triangulares. Los ntimeros figu- eoe
rados o de mayor orden fueron introdu- T,=1 1,=3 T,=6
cidos por miembros posteriores de la so-
ciedad pitagérica. Un nimero triangular es

aquel que puede recomponerse en la forma ®
de un tridngulo equilétero (por convencién, oo A
. 4 . 000 OO0 o
el primer ntimero triangular esel 1). Dees- e®ee ooeeoe ©oo0o000
te modo el segundo ntmero triangular es 1,=10 T,=15
el 3, el tercero el 6, el cuarto corresponde al Niimeros Triangulares

11 Se llama terna pitagérica a toda terna de ntimeros (x,y,z) que satisface la ecuacién pitagérica
x2 4+ y2 = z2; si ademas, mcd (x,y,z) = 1, es decir son primos entre si, dicha terna se denomina
primitiva.

Proposicién. Las soluciones de la ecuacién ¥+ yz =z?,conx,y,z > 0, x par, mcd(x,y,z) = 1son
x =2st,y =s>— 12,z =52 +1t?>, dondes > t, syt tienen distinta paridad y mcd(s,t) = 1.

Demostracion.

=) Sea (x,y,z) una terna pitagorica primitiva; entonces x e y tienen distinta paridad pues

2

® Six =2p,y = 2q,resulta
22 = 4p* + 4% = (26')2
luego mcd(x,y,z) # 1.
e Six=2p+1,y=2q9+1,resulta

2 =2p+1)2+(2q+1)* =4s' +2

lo cual no es posible porque todo cuadrado es de la forma 4k o 4k + 1.

Por consiguiente, supongamos x par e y impar, en consecuencia, z es impar. Deaquiz —yy z+y
son pares, estoes,z —y =2pyz+y = 2q. Asi

2_ .2 2 x\2
=z -y =dpq= (5) =r

Ademas, mcd(p,q) = 1; de lo contrario, existe d # 1 tal que d|p y d|q (d es divisor de p y ¢), lo
que conlleva que d|(q — p) = y, d|(p +4q) = z, y también d|x>. Por otro lado, o bien d es primo,
luego d|x y esto no es posible ya que mcd(x,y,z) = 1, o bien d contiene un factor primo, lo que
conduce a la misma conclusion.

En definitiva, pq es un cuadrado y mcd(p,q) = 1, luego necesariamente p = 2 y q = s2; por
consiguiente, resulta x = 2st,y =g —p =5>— 12, z=q+p = s> + 2.

Ademds mcd(s,t) =1, ya que med(p,q) = 1;s > t, segtin se deducedez =29 > 2p = y;sy t
tienen distinta paridad, pues de lo contrario seria par y también x, lo que no es posible.

<) Reciprocamente, en las condiciones dadas, se verifica

2= (422 =5t 4222 + (52— 1) =22 4P

Ademas, la terna pitagérica es primitiva, ya que mcd(x,y,z) = d = 1; de lo contrario, si d
contiene un factor primo p, entonces p|z, siendo z impar, p # 2.

Por lo tanto, p|(z+y) = 252 y p|(z—y) = 2t> y como p # 2, entonces p|t?> y p|s?, y al ser p
primo, también p|t y p|s lo que contradice el hecho de que mcd(s, t) = 1.
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10....5i observamos en la figura de la derecha, la fila méas inferior contiene 7 ele-
mentos, y cada una de las filas superiores tienen un elemento menos a medida
que vamos subiendo de fila. De este modo los ntiimeros triangulares resultaran
ser la suma de la serie

n+m—-1)+mn—-2)+...+2+1
y por lo tanto tendran la expresion general de la forma:

n(n+1)
Ty = ——
2
Con respecto a los ntimeros triangulares existe un teorema que dice que la
suma de un numero triangular y su inmediatamente anterior es un cuadrado
perfecto, o haciendo uso de la terminologia pitagdrica es un niimero cuadrado.
La demostracién es sencilla. Dados

nn+1
7, =t )
T  (n=1)(n-141) nn-1)
n—-1= 5 = 5
sumando: . .
Th+T,1= n(nz—i— ) + n(nz— ) = n? g.e.d

La suma de dos niimeros triangulares iguales nos da un niimero oblongo'?;

1
Tn+Tn:2Tn:2M

= 2T, =n(n+1)

Por lo tanto el ntiimero triangular correspondiente a 4 es 10. Sobre este hecho
existe una anécdota que comenta que en cierta ocasion un mercader le pregun-
t6 a Pitdgoras qué le podia ensefar. Pitdgoras le replicé “Te ensefiaré a contar” y
el mercader le contesté “Ya sé contar”; Pitdgoras le pregunt6 “;Cémo cuentas?”,
y el mercader le respondié “Uno, dos, tres, cuatro” entonces Pitdgoras le inte-
rrumpié y le dijo “Para. Lo que consideras cuatro es diez, un tridngulo perfecto, y
uno de nuestros simbolos”.

También se atribuye a los pitagéricos el conocimiento de las tres medias:
aritmética, geométrica y armoénica. Esta dltima designacion es una reminiscen-
cia pitagérica que ha llegado hasta nuestros dias, proviene de que las razones
que caracterizan la octava, la quinta y la cuarta musicales pueden formarse con
la terna 6, 8, 12 que constituye una terna en progresién armonica. Si conside-
ramos que c y h son las medias aritmética y arménica de los ntimeros a y b
respectivamente, entonces:

c—a=
(h—a) (b—h)

= = C =
a b

—c
2ab

(a+b); h:m

N|— &

12 Resultan de la suma de una sucesién de ntimeros pares de la forma2 +4 +6+8+...+2n =
n(n + 1), cada uno de los cuales es el doble de un ntimero triangular.
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Por otra parte, se atribuye a los pitagdricos la llamada proporcién musical que
parece ser que pudiera haber sido introducida desde Babilonia por Pitdgoras,

que expresa
a h

c b

es decir que la media geométrica de dos nimeros es la media geométrica de sus
medias aritmética y arménica. Parece ser que Pitdgoras qued impresionado al
descubrir ciertas relaciones numéricas que ocurrian en fenémenos naturales.
De hecho se le atribuye por ejemplo el haberse dado cuenta por primera vez
de que si las longitudes de las cuerdas vibrantes se pueden expresar como ra-
zones de ntiimeros enteros sencillos, tales como la de dos a tres (para la quinta)
o como la de tres a cuatro (para la cuarta), entonces los tonos producidos serdn
armoniosos. Dicho de otro modo, si una cuerda emite la nota C al ser tafida,
entonces una cuerda analoga de longitud doble emitira la nota C una octava
mads baja, y los tonos entre estas dos notas los emitirdn cuerdas cuyas longi-
tudes vengan dadas por razones intermedias: 16:9 para la D, 8:5 para la E, 3:2
parala F, 4:3 para la G, 6:5 para la A y 16:15 para la B, en orden ascendente.

Parece ser también que Pitdgoras consideré que las distancias de los plane-
tas a la tierra se encontraban en progresién musical, y que los cuerpos celestes
y su movimiento por el espacio producian sonidos arménicos, de ahi la célebre
frase “la armonia de las esferas”. Todas estas conclusiones parece que le sugirie-
ron que una explicacién al orden y la armonia del universo debia ser encontra-
da en los ntimeros, de ahi que los Pitagodricos les dieran tal importancia.

Tras la muerte de Pitdgoras varios miembros de la sociedad pitagoérica se
encargaron de continuar con sus ensefianzas, entre ellos Epicarmo de Meta-
ponto, y mds tarde Filolao de Crotona, Arquipo y Lysis. Un siglo después de la
muerte de Pitdgoras, Arquitas de Tarento tom¢ el testigo como principal lider
de la sociedad pitagoérica.

3.4. El Teorema de Pitagoras y la Ecuacién Pitagdrica

Es reconocido que varias culturas antiguas como los babilonios ya conocian
el “Teorema de Pitdgoras”, que aplicaron a multitud de problemas de caricter
préctico, y tenfan conocimiento de las “Ternas Pitagéricas”, es decir, la solucién
en ntimeros enteros de la llamada “Ecuacién Pitagérica” x? + y? = z2, y que ya
habian utilizado por ejemplo los egipcios para resolver el problema que supo-
nia volver a replantear las parcelas de los agricultores después de las crecidas
del Nilo®.

Parece ser que el “Teorema de Pitdgoras” y su interpretacion geométrica tal
y como actualmente lo conocemos no fue desarrollado por ningtin miembro de
la orden. Sin embargo, la aplicacién y demostracion del teorema y su reciproco,
aparecen en el Libro I de Los Elementos de Euclides (Proposiciones 47 y 48). En

131500 afios antes a la época de Pitdgoras, los egipcios ya sabifan que si con una cuerda hacfan
3, 4, y 5 nudos equidistantes unos de otros, formaban un tridngulo rectdngulo de catetos 3 y 4 e
hipotenusa 5, lo que les era tremendamente 1itil a la hora de realizar sus replanteos topograficos y
reparcelar los terrenos que habian sido inundados tras las crecidas del Nilo.
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cuanto a la ecuacion pitagoérica se atribuye a la escuela la solucién particular:

x = %(nz—l)

n

y

=1n*+1)

con 7 impar, solucién que probablemente dedujeron de la propiedad conocida
de que todo ndmero impar es diferencia de dos niimeros cuadrados, de ma-
nera que si, a su vez, ese impar es un cuadrado, queda satisfecha la ecuacion.
Posteriormente otros autores obtuvieron otros métodos para resolver con “ni-
meros” !4 la ecuacién pitagérica.

1. Método de Platén. Sea m cualquier ntimero par divisible por 4; entonces m,
m? m? . .
T 1,y e + 1 son las tres soluciones para obtener los niimeros que
cumplen la ecuacién pitagérica. Basta demostrar que:

2 2 4 2 4 2 2 2
2 m- g2 m _m_ m _ (™
m—l—(4 1) =mit e - =gt 5+ (4+1)

2. Método de Euclides. Sean x e y dos ntimeros pares o impares cualesquiera,
tales que x e y no tienen factores comunes mayores que 2, y xy es un

+y

X — x .
cuadrado. Entonces ,/xv, — Y son las soluciones para obtener

los ntimeros que cumplen la ecuacién pitagérica. Basta demostrar que:
2 2 2 2
X — x°—2x x
(x/@)2+(—2y) =xy+ 4y+y :( ;y)

3. Meétodo de Maseres (1721-1824). Sean m y n dos nliimeros pares o impares
. m? + n? )
cualesquiera, tales que m > n,y —,,  Seaunndmero entero. Entonces

2 m2—n? m?+n? . .
m, — Yy~ son las soluciones para obtener los ntimeros que
n n

cumplen la ecuacion pitagérica. Basta demostrar que:

m2+m2—n2 _dmPn? 4+ mt = 2m? +n? +nt (m2+n2)2

2n 4n2 2n

4. Meétodo de Dickson. Sean m y n dos niimeros primos entre si cualesquiera,
uno par y otro impar, m > n'y 2mn es un cuadrado. Entonces m + +/2mn,

n++/2mn, y m+n+ +/2mn son las soluciones para obtener los ntimeros
que cumplen la ecuacién pitagérica. Basta demostrar que:

(m+ vV2mn)? + (n+ v2mn)? + m? + n* + dmn + 2mv/2mn + 2nv/2mn =
= (m+n+v2mn)?

14 1 0s griegos utilizaban este término para referirse a los nimeros enteros positivos. Puede con-
siderarse a Diofanto de Alejandria (s.111 d.C.) como el principal impulsor de la resolucién de ecuacio-
nes en nimeros enteros, que constituyen una de las principales semillas de lo que hoy conocemos
como Teoria de Niimeros.
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3.5. Filolao y Arquitas de Tarento

Tras la masacre de Metaponto, algunos de los refugiados supervivientes
como Filolao de Tarento fueron los encargados de divulgar la doctrinas pita-
goricas a otras regiones del mundo griego. A Filolao se le atribuye el haber
escrito la primera exposicién del pitagorismo, para lo cual, al igual que otros,
habia conseguido el permiso para tal fin, con el objetivo de que la orden pudie-
ra recuperar parte de los bienes que habian perdido durante la tiltima masacre.
Segtin parece esta obra fue la primera que sirvi6é para que Platén adquiriera
parte de los conocimientos sobre la escuela pitagorica. Filolao comparti6 parte
del misticismo numeérico que era tan caracteristico de la hermandad, y de esta
obra suya se derivé en gran parte la tradicién mistica relativa a la tetractis'®, asi
como el conocimiento de la cosmologia pitagérica. Mas tarde Ecfanto e Hice-
tas fueron los pitagdricos encargados de alterar el esquema césmico filolaico,
abandonando el fuego central y la contratierra, y explicando el dfa y la noche
situando a la tierra en rotacién en el centro del universo.

Arquitas naci6 en Tarento en la Magna Grecia, hoy
Italia, entre los afios 435 y 410 a.C. Hijo de Hestieo,
segln Aristégenes, o de Mnesdgoras, segtin Didgenes
Laercio. Condujo una reforma politica en Tarento de
forma que ésta lleg6 a ser la ciudad maés rica y pobla-
da de la Magna Grecia. A través de la construccién de
memoriales, templos y otros edificios le dio lustre a
la ciudad. Ayudé a dar nuevos impulsos al comercio
al buscar asociaciones con Istria, Grecia y Africa. Fue
uno de los ciudadanos de Tarento més influyentes, lle-
gando a ser elegido gobernador de la ciudad més de
siete afios (indicativo de su prestigio social ya que la Arquitas de Tarento
ley prohibia la reeleccién més de una vez).

Alumno de la escuela de Filolao de Crotona, fue amigo de Platén, al que
conocié durante el primer viaje que éste realiz6 al sur de Italia y a Sicilia en
388/7 a. C., tras la muerte de Sécrates. En su Carta Séptima, Platén asegura
que Arquitas trat6 de rescatarlo en sus dificultades con Dionisio II de Siracusa,
mediante una carta de recomendacién y enviando un barco a Sicilia en 361 a.
C.. Para algunos autores fue el maestro pitagérico de Platon.

Arquitas crefa firmemente en la eficacia del niimero; parece ser que durante
sus dias de gobernante de la ciudad que le habia concedido poderes autocrati-
cos, llevé a cabo una labor justa y mesurada, ya que consideraba la razén como
una fuerza dirigida al mejoramiento social. Se cuenta de él que a pesar de ser
un firme gobernante, era bondadoso y amante de los nifios, para los que parece
ser que invent6 incluso un juguete denominado carraca de Arquitas, y probable-
mente una paloma mecanica hecha de madera, para diversién de estos.

Continuando con la més pura tradicién pitagdrica, Arquitas situd la aritmé-
tica por encima de la geometria, pero su entusiasmo por lo ndmeros tenia ya
menos de la componente religiosa y mistica que caracterizaban a los seguidores
de Filolao.

15 hacia referencia a la escala arménica musical.
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Entre sus discipulos se encuentran varios de los lideres de la Escuela de
Atenas. Ensefi6 matematicas a Eudoxo de Cnido, que seria a su vez maestro
de Menecmo. Fue uno de los primeros que, tras Pitagoras, trabajé en el cono-
cimiento conjunto de la aritmética, que estudiaba los niimeros en reposo, la
geometria, que estudiaba las magnitudes en reposo, la astronomia, que estu-
diaba las magnitudes en movimiento, y la musica, que estudiaba los niimeros
en movimiento, las cuatro disciplinas que constituian el cuadrivium, junto con
la gramatica, retérica y dialéctica o trivium, acotando las matematicas a disci-
plinas técnicas, con la cuales se cree invent6 la polea, el tornillo y una especie
de mecanismo articulado con alas con el que, aunque sin éxito, intent6 volar.
Influencié a Euclides. Invent6 varios artilugios mecénicos para la construcciéon
de curvas y resolucién de problemas. También se interesé por la astronomia,
presentando en sus ensefianzas a la tierra como una esfera dando una vuelta
en torno a su eje de rotacién cada veinticuatro horas y con los cuerpos celestes
moviéndose a su alrededor.

Arquitas escribi6 sobre las aplicaciones de las medias aritmética, geométri-
ca y subcontraria a la musica, y probablemente fue él o Filolao el responsable
de cambiar el nombre de esta tltima por la de media armdnica; entre sus afirma-
ciones en este contexto estaba la observacién de que entre dos ntimeros enteros
que estén en la razén n : (n + 1) no puede haber ningtin entero que sea su me-
dia geométrica. Arquitas presté mucha mds atencién que sus predecesores a la
musica, considerando que esta materia deberia jugar en la educacién un papel
mads importante que el de la literatura.

Fue la primera persona en lograr una buena aproximacién al problema de
la duplicacion del cubo, uno de los tres problemas cldsicos méds famosos junto
a la triseccién del dngulo y la cuadratura del circulo. Su construccién si duda re-
sulta atin hoy dia cuanto menos sorprendente, puesto que utilizé una solucién
tridimensional. La construccién dada por Arquitas es similar a la siguiente:

1. Por un didmetro OA de la base de un cilindro circular recto trazamos un
semicirculo por un plano perpendicular a la base del cilindro.

2. Rotamos este plano que contiene el semicirculo en torno a la generatriz
que pasa por O, entonces la superficie trazada por el semicirculo inter-
secta el cilindro en una curva.

3. Esta curva serd cortada por un cono recto cuyo eje es OA y semidngulo
cénico 60°, con vértice en P, tal que la proyeccién de OP sobre la base del
cilindro sera proporcional al radio del cilindro, e igual a la relacién entre
el lado del cubo buscado y el lado del cubo original.

La demostracion de Arquitas se trata por lo tanto de una demostracién geo-
métrica llevada a cabo con éxito de manera sintética, sin ayuda de coordenadas.
Parece ser que Arquitas tuvo conocimiento de los resultados de las Proposicio-
nes 18, 35 del Libro III, y 19 del Libro XI de Los Elementos de Euclides. Para
mostrar analiticamente que la construccién es correcta, tomemos OA como el
eje x, y la generatriz que pasa por O como eje z, entonces, haciendo uso de
las coordenadas polares generales, si a es el radio del cilindro, tenemos que la
superficie que describe el semicirculo se expresa:

r = 2asen®
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el cilindro tendra la expresion:
rsenf) = 2acos ¢

y el cono:

1

2

Estas tres superficies se cortan en un punto de tal modo que

senfcos¢ =

1
3

9 = —
sen 5

y por lo tanto, si p es la proyecciéon de OP sobre la base del cilindro, entonces
se cumple que:
p® = (rsenf)® = 24°

Por lo tanto el volumen del cubo cuyo lado es p es dos veces el del cubo cuyo
lado es a.

Segtin cuenta Horacio en una de sus odas, Arquitas falleci6é en un naufragio
en las costas de Apulia, cerca de Tarento entre los afios 360 y 350 a. C. Horacio
escribi6 que su cuerpo permaneci6 sin sepultura en la orilla hasta que un na-
vegante le ech6 arena encima, pues de otra forma habria vagado en este lado
del Lago Estige durante cien afios.

3.6. Otros Pitagoéricos

Es bien conocido el sentido comunal de los desarrollos cientificos que los Pi-
tagoricos consideraron como principio, lo que dificult6 histéricamente la iden-
tificacién de discipulos pitagéricos. Con el paso del tiempo y debido funda-
mentalmente a la persecucién que la orden sufrié y provocé su desaparicion
final, su secretismo pasé a un segundo plano, lo que permitié que algunos re-
presentantes de la orden les fuera encargada la tarea de destapar parte de los
conocimientos a los que estos llegaron y que constituirian como hemos dicho
anteriormente, los fundamentos ideolégicos de la Escuela de Platén. Cabe des-
tacar entre otros la figura de Teodoro de Cirene.

Teodoro de Cirene fue un pi-
tagérico contempordneo de Ar-
quitas, alumno de Protdgoras y
uno de los profesores y maes-
tros de Teeteto, Platén y Sécra-
tes; vivié la mayor parte de su
vida en Atenas. Trabajé en cam-
pos tan diversos como la filoso-
fia, la astronomia, la aritmética,
la musica y la educacién. Creia
que la alegria y el juicio eran la
base para llegar a la felicidad.
Es conocido sobre todo por su
trabajo matematico, donde pro-
b6 la irracionalidad de las raices Desarrollo de la Espiral de Teodoro de Cirene
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de los nameros enteros no cuadrados (2,3,5...) al menos hasta 1716 a base del
método tradicional pitagérico de usar la reduccién al absurdo y llegar a una
inconsistencia relacionada con pares e impares. También desarroll6 la espiral
que lleva su nombre usando el Teorema de Pitdgoras y afiadiendo perpendi-
cularmente a un segmento una unidad lo que forma graficamente tridngulos
cuyas hipotenusas son las sucesivas raices de los ntimeros naturales.
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Resumen

Este articulo pretende ofrecer una visién desde el punto de vista mate-
matico de los conceptos fundamentales sobre los que Albert Einstein cons-
truyé su Teoria Especial de la Relatividad que apareceria publicada en
Anales de Fisica, dirigida por el prestigioso fisico Max Planck, en 1905, y
que supuso una revolucion en la comunidad cientifica, pues era capaz de
hacer compatibles la Teoria Electromagnética de James Maxwell con la Me-
cénica Clasica Newtoniana. Més tarde la teoria se puliria, haciendo uso de
los espacios pseudoeuclideos tetradimensionales espacio-tiempo propues-
tos por el matemético aleman Hermann Minkowski.

Palabras Clave: Teoria Especial de la Relatividad, Albert Einstein, espacios
tetradimensionales, algebra relativista.

1. Introduccion

Durante la segunda mitad de siglo XIX, la actividad cientifica de los fisicos
y sus esfuerzos se centraron entre otros en la determinacién de la velocidad de
la luz. Como resultado de los experimentos llevados a cabo, principalmente el
experimento de Michelson-Morley en 1887, los fisicos concluyeron que los re-
sultados obtenidos en la medicién de la velocidad de la luz son independientes
de la velocidad del instrumento utilizado para medirla. Como ejemplo, supon-
gamos que estando en la Tierra un observador mide la velocidad de la luz
emitida por el Sol y obtuviera como resultado 300000 kilémetros por segundo.
Ahora supongamos que el experimentador coloca el equipo de medicién en
una nave espacial que se aleja del Sol a 160000 kilémetros por segundo. Si se
repitiera el experimento esta vez en la nave cabria esperar que la velocidad de
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la luz relativa a la nave seria de 140000 kilémetros por segundo, pero paraddji-
camente la luz sigue viajando a 300000 kilémetros por segundo.

Esta revelaciéon condujo a una nueva manera de relacionar los sistemas
coordenados empleados para explicar hasta el momento cualquier evento me-
canico en el espacio-tiempo. El resultado fue la teoria especial de la relatividad
de Albert Einstein, que puso patas arriba toda la mecénica clésica, y dio pie
a un conflicto entre la comunidad cientifica, surgiendo tanto detractores como
defensores a ultranza de la recién aparecida teoria relativista.

2. La fundamentacion matematica de la Teoria

El final del siglo XIX puso de manifiesto la necesidad de llevar a cabo una
formalizacién de la Fisica Matemadtica a través de una geometrizacién y una
axiomatizacion de la misma. Debemos considerar a los matematicos alemanes
David Hilbert y Hermann Minkowski como dos personajes cruciales encarga-
dos de llevar a cabo esta ultima tarea.

A lo largo de toda su carrera cientifica, Hilbert
siempre sintié un especial interés por la fisica, fun-
damentalmente porque en Gotinga, Universidad don-
de impartia docencia, este hecho era considerado una
tradicién matemaética, que otros ilustres como Gauss,
Riemann y Klein ya habfan tratado previamente. La
actividad cientifica de Hilbert coincidié con el naci-
miento de las dos grandes teorfas fisicas del siglo
XX, la Fisica Cudntica (1900) y la Mecénica Relativis-
ta (1905), lo que en cierto modo intensificé su aficiéon
por la fisica matematica de la que se ocuparia durante
cierto periodo de su vida. Aunque la fisica debe apo-
yarse en hechos experimentales, Hilbert la considerd David Hilbert
como parte de la disciplina matematica, de este modo
sus maximos objetivos fueron establecer con claridad los fundamentos de la
fisica, presentar el formalismo matemaético de la fisica desde una perspectiva
geométrica, y desarrollarlo desde un punto de vista axiomético.

En el Congreso Internacional de Paris de 1900, Hilbert expondria su famo-
so discurso sobre los 23 problemas del siglo, pero consideremos fundamen-
talmente en el niimero seis, el dltimo de los problemas relativos a los funda-
mentos de las ciencias matematicas. Su titulo es “Tratamiento Matemitico de los
Axiomas de la Fisica” y su planteamiento es el siguiente:

“Las investigaciones en los fundamentos de la geometria sugieren el si-
guiente problema: Tratar de la misma manera, por medio de axiomas, aque-
llas ciencias fisicas en las que la matemdtica juegue un papel importante:
en primer lugar la teoria de probabilidades y la mecdnica”.

Llegados a este punto conviene dejar bien claro que existe una diferencia
notable entre “Matematizacién de la Fisica” y “Axiomatizacién de la Fisica”.
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La Fisica es una ciencia de la Naturaleza y, consecuentemente, es una cien-
cia que se debe desarrollar basdndose en datos experimentales. Galileo fue el
primer cientifico que establecié con claridad (aunque de forma un tanto poé-
tica para los gustos actuales) la idea de que las leyes de la Fisica son todas
ellas expresables en lenguaje matematico. Primero sus seguidores en Italia (To-
rricelli, Viviani) y luego Huygens y Newton y sus contemporaneos (Barrow,
Halley, Hooke, Wren), desarrollaron las ideas de Galileo y buscaron un forma-
lismo matematico apropiado para la mecdnica. Los desarrollos posteriores de
los Bernoulli, de Riccati y sobre todo de Euler, hicieron que al analizar el siglo
XVIII, época de Lagrange y de Laplace, la mecanica (ntimero finito de grados
de libertad) pudiera considerarse como una ciencia totalmente “matematiza-
da”. Pero la propuesta de Hilbert va mucho mads all4; propone no contentarse
con descubrir el formalismo matematico que gobierna la Naturaleza (que ya es
bastante), sino ademds demostrar que este formalismo, que recordemos debe
adecuarse a los experimentos, admite ademads una presentacién formal similar
a la geométrica.

El caso es que Newton cuando, a sugerencia de Halley, se decide a escribir
un libro de mecédnica desde una perspectiva matematica, toma como mode-
lo a Euclides. El resultado es que los Principia (Philosophiae naturalis principia
mathematica, 1687) tienen una estructura bastante axiomatica donde el papel
de los famosos cinco postulados de Euclides intenta ser desempefiado por un
conjunto de tres leyes del movimiento (“Las Leyes de Newton”). Asi las co-
sas, el trabajo de Newton podria ser considerado como un precedente para el
problema ntimero seis, aunque conviene dejar bien claro que los Principia, por
mads que sea uno de los documentos mds importantes en toda la historia de la
ciencia, desde un punto de vista puramente axiomaético es facilmente criticable.

Si consideramos la obra de Euclides, durante muchos siglos la geometria
Euclidea fue considerada como la “unica y verdadera” (la geometria cartesia-
na no se oponia sino que podia ser considerada como un perfeccionamiento
de la geometria euclidea). Pero en el siglo XIX surgieron de la mano de Gauss
Lobachevski y Bolyai nuevas ideas geométricas que dieron lugar a finales del
siglo XIX a nuevos modelos establecidos primero por Eugenio Beltrami' luego
por Felix Klein, y mds tarde por Henri Poincaré y David Hilbert, quienes de-
mostraron que la geometria hiperbdlica, considerada como un sistema formal
deductivo, era tan satisfactoria como la geometria Euclidea clasica. A partir de
ese momento la geometria Euclidea pasé a ser una de las varias geometrias
existentes (en un lenguaje Riemanniano, un caso muy particular de espacio
con curvatura constante); la diferencia estribaba en que se suponia que Eucli-
des describia el mundo real externo y las otras eran simplemente “invencién
del hombre”. Sorprendentemente, esto hizo que pasara de ser una teoria ma-
tematica a ser una teoria fisica. Penrose, que defiende esta interpretacion, cla-
sifica, en su conocido libro La nueva mente del emperador, las teorfas fisicas en
tres categorias: Soberbias, Utiles, y Tentativas. En el primer grupo incluye siete
teorfas fisicas que, en su opinién, han demostrado tener un alcance y una exac-
titud realmente extraordinarios. Pues bien, la primera teoria fisica que coloca
en este grupo es precisamente la “Geometria Euclidea”. Comenta que, aunque

! Considera la pseudoesfera como el primer modelo de geometria hiperbélica, que no es otra cosa
que la superficie que surge de girar la curva tractriz alrededor de un eje de coordenadas.
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los cientificos de tiempos pasados pudieron no considerarla como una teoria
fisica, eso es en su opinién lo que realmente es:

“una sublime y soberbiamente precisa teoria del espacio fisico (y de la geo-
metria de los cuerpos rigidos)”.

Pero volvamos al sexto problema. De entrada digamos que, aunque este
problema podria ser considerado como algo peculiar y diferenciado de los de-
mas, Hilbert lo situ6 entre los més importantes; al menos fue uno de los diez
seleccionados para la exposicién oral. Parece ser que su origen se encuentra
en la doble actividad que Hilbert desarroll6 durante los afios previos a Paris:
por una parte escribe Die Grundlagen der Geometrie, por otra empieza a impar-
tir cursos de mecanica. Son en principio dos actividades distintas pero que, de
alguna forma, se superponen y le llevan a plantearse la aplicacién de la axio-
matica geométrica a las leyes de la fisica. Por aquellos afios escribe

“La geometria es una ciencia que se ha desarrollado hasta un nivel tal que
todas sus propiedades pueden ser obtenidas por deduccion I6gica a partir
de otras propiedades previamente admitidas”.

y a continuacién afiade

“Se trata de una situacion completamente diferente a lo que ocurre, por
ejemplo, con la teoria de la electricidad o la dptica donde, incluso actual-
mente, se siguen descubriendo nuevos hechos”.

Parece deducirse de estas frases que Hilbert ya se habia empezado a plantear
el sexto problema hacia 1895-97 y que, atin encontrando deseable la axioma-
tizaciéon de la fisica, era consciente de que las dificultades surgfan al inten-
tar compatibilizar esquemas formales deductivos con medidas experimentales
(posibilidad de que los laboratorios descubran fenémenos nuevos que puedan
romper los esquemas). No se trata pues de axiomatizar toda la fisica, sino algu-
nas de sus ramas; de ahi la frase “en primer lugar la teoria de probabilidades
y la mecénica” (la expresion teoria de probabilidades hace referencia a la Me-
canica Estadistica desarrollada en los afios 1880-1900, fundamentalmente por
Boltzmann).

Hilbert, que esta al tanto de los trabajos recientes en mecanica, no cita a
los creadores del formalismo matemaético de la mecénica (p.ej., Poisson, Jacobi,
Liouville, Hamilton) sino que comenta como durante esos tltimos afios (1890-
1900) algunos fisicos han hecho importantes contribuciones a los fundamentos
de la mecdnica (cita a Mach, Hertz, Boltzmann y Volkmann) y a continuacién
afiade:

“...es por consiguiente muy deseable que la discusion sobre los fundamen-
tos de la mecdnica sea desarrollada también por matemdticos”.

En 1905 apareci6é un documento entre la comunidad cientifica que iba a ser
capaz de ofrecer una nueva perspectiva de la realidad fisica. Una de las gran-
des aportaciones cientificas de la segunda mitad del siglo XIX fue, sin duda
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alguna, la teorfa del campo electromagnético de Maxwell; pero pasados los
primeros afios de alegria surgié la crisis: esta nueva teoria no era compatible
con la mecdnica de Newton. Tanto Lorentz como Poincaré se dedicaron in-
tensamente al estudio del comportamiento de las ecuaciones de Maxwell bajo
las transformaciones de Galileo, pero quien resolvié esta cuestién fue un casi
desconocido Einstein que public6é en 1905 el que iba a ser uno de los traba-
jos mas importantes del siglo que entonces empezaba, Sobre la electrodindmi-
ca de los cuerpos en movimiento. Einstein propuso mantener la electrodindmica
de Maxwell y modificar la mecdnica de Newton
creando de esta forma una nueva rama de la fisica que
se llamaria “mecénica relativista” o “teoria de la Rela-
tividad (especial)”. El impacto de la nueva mecdnica
fue enorme en todas las universidades alemanas pe-
ro sobre todo en Gotinga donde Hilbert y Minkowski
impartifan un seminario en el que trataban fundamen-
talmente esas mismas cuestiones (en Francia la situa-
cién fue muy distinta ya que Poincaré recibié con bas-
tante frialdad las nuevas ideas de Einstein; de hecho
la nueva “mecdnica relativista” permaneci6é bastante
marginada en las universidades francesas hasta que
Paul Langévin se ocup6 de promocionarla varios afios
después).

Albert Einstein

Hermann Minkowski, que habia estado estudiando las teorias pre-relativis-
tas de Lorentz y Poincaré, se sintié muy interesado por el nuevo enfoque re-
lativista. Digamos antes que Einstein habia estudiado en el Instituto Tecnol6-
gico de Zurich y habia tenido a Hurwitz y a Minkowski como profesores, y
que cuando Minkowski se encontré con que la nueva teoria provenia de aquel
antiguo alumno de Zurich, expresé su sorpresa, ya que parece ser que tenia
algunas dudas sobre el nivel de los conocimientos matematicos de Einstein. En
cualquier caso, a partir de 1905, Minkowski se concentré casi exclusivamente
en el desarrollo de la electrodindmica incorporando las nuevas ideas de Eins-
tein a la teorfa previa de Maxwell-Lorentz.

Minkowski, aunque valoraba positivamente las
ideas de Einstein, lleg6 a la conclusiéon de que el for-
malismo matemaético utilizado no era el adecuado.
Einstein afirmaba que las transformaciones de Galileo
debian ser sustituidas por las transformaciones de Lo-
rentz y que, como consecuencia de ello, el tiempo per-
dia su cardcter absoluto para pasar a ser algo relativo.
Para Minkowski estas nuevas ideas fisicas (con im-
portantes implicaciones filoséficas) debian ser desa-
rrolladas utilizando nuevos planteamientos matema-
ticos. En su opinién, habria que considerar el tiempo
como una cuarta dimensién y desarrollar geométrica-
mente esta idea; de esta forma las ideas de Einstein
fueron expresadas en un nuevo lenguaje geométrico en un espacio de cuatro
dimensiones pero con una métrica pseudo-Euclidea. En geometria Euclidea, el
cuadrado 2 = x? + y? + 22 de la longitud de un vector tridimensional (distan-
cia Euclidea entre dos puntos) permanece invariante bajo las transformaciones

Hermann Minkowski
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ortogonales que, interpretadas fisicamente, se corresponden con las transfor-
maciones de Galileo. En geometria Minkowskiana, la expresiéon cuadratica

52 _ gwxyxv — _(x0)2 + (xl)Z + (x2)2 4 (x3)2

permanece invariante bajo transformaciones de Lorentz. Los indices griegos y,
v, van de 0 a 3, y el tensor métrico g, = gy en este nuevo espacio viene da-
dopor gy, = 0sip # v,y g1 = g2 = ¢33 = —goo = 1. Por consiguiente,
las transformaciones de Lorentz se deben interpretar geométricamente como
las transformaciones ortogonales de un espacio con métrica de signatura (3;
1); la velocidad, aceleracién y la fuerza deben ser sustituidas por sus versio-
nes cuadri-dimensionales (cuadri-velocidad, cuadri-aceleracién y cuadrifuer-
za), los cuadri-vectores pueden tener longitud positiva, negativa, o nula; y lo
que es incluso mds importante, al introducir un cuadri-potencial electromagné-
tico A¥, u = 0,1, 2,3, las ecuaciones de Maxwell adoptan una forma asombré-
samente simple. En resumen, todo lo que en Einstein era complicado y confuso,
adopta ahora con este formalismo geométrico, una forma elegante y sencilla.
Para sorpresa de todos, las leyes de la fisica deben ser planteadas en un mundo
pseudo-Euclideo con cuatro dimensiones.

Minkowski presenté el formalismo que hoy lleva su nombre en tres con-
ferencias. La primera de ellas impartida en Gotinga, dio lugar a un articulo
que apareci6 publicado en 1908; las otras dos fueron Das Relativitétsprinzip (El
principio de relatividad), comunicacién presentada en Gotinga en Noviembre
de 1907 y, posteriormente, Raum und Zeit (Espacio y tiempo), presentada en
Colonia en Septiembre de 1908, de donde procede el siguiente pérrafo intro-
ductorio:

“Los puntos de vista sobre el espacio y el tiempo que deseo presentar ante
ustedes surgieron del seno de la fisica experimental, y de ahi proviene su
solidez. Son puntos de vista radicales. De aqui en adelante, el espacio por
si mismo y el tiempo por si mismo estdn condenados a desvanecerse, y sélo
una especie de union entre los dos soportaria una realidad independiente.”

Lamentablemente, Minkowski no llegé a vivir para ver impresas estas dos tl-
timas comunicaciones, ya que murié en enero de 1909 como consecuencia de
las complicaciones surgidas en una operacién de apendicitis.

Acabaremos esta seccién con dos observaciones.
En primer lugar, estd plenamente admitido que Poin-
caré fue el primero en introducir la idea de un espa-
cio relativista de cuatro dimensiones; pero se limit6
a indicar la posibilidad de interpretar el tiempo ¢ co-
mo una cuarta coordenada y a comentar la convenien-
cia de introducir la unidad imaginaria para reescribir
las expresiones cuadréticas relativistas como suma de
cuadrados positivos

4yt - A2 = 2?22 4 (ict)?

Por los motivos que sean, no fue capaz de desarrollar Jules Henri Poincaré
las consecuencias geométricas de esta idea; posible-

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 6
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - El Algebra de la Teoria Especial de la Relatividad José Manuel Sdnchez Mufioz

mente la utilizacién de coeficientes complejos le privé de adivinar la existencia
de geometrias no euclideas.

En segundo lugar, resaltemos que Minkowski introduce un grupo de trans-
formaciones del espacio-tiempo G, que depende de c como pardmetro, analiza
las propiedades y los invariantes de G., demuestra que el grupo limite G
caracteriza la mecanica Newtoniana, pero resalta que G, es matematicamente
mas inteligible que Geo. Esta claro que esta aproximacién grupo-tedrica a un
problema geométrico puede considerarse como surgida dentro del espiritu del
Programa de Erlangen. Es cierto que, en sentido estricto, Erlangen esta relacio-
nado con el andlisis comparativo de varias geometrias, pero la aproximacién
minkowskiana utilizando el grupo G, cae claramente dentro de este espiritu.
En afios posteriores surgieron otras posibles geometrias relativistas, espacios
de De-Sitter y anti De-Sitter, y se pudo extender la aproximacién minkowskia-
na a estas nuevas geometrias.

3. 1905. El “Annus Mirabilis” de Einstein

Todos los estudiosos de Einstein coinciden en afirmar que 1905 fue uno de
los afios mds productivos para la carrera cientifica de éste. Durante este afio
Einstein, con tan sélo veintiséis afos, llevé a cabo multitud de estudios y llegé
a publicar cuatro articulos trascendentales para el devenir de la ciencia en la
famosa publicacién Anales de Fisica dirigida por Max Planck. En marzo envié
un articulo titulado Un Punto de Vista Heuristico sobre la Produccion y Transforma-
cién de la Luz que versaba sobre el efecto fotoeléctrico y los quantos de luz (més
tarde pasarfan a denominarse fotones, nombre introducido por Gilbert Newton
en 1926). El efecto fotoeléctrico consiste en la emisién de electrones por parte
de un metal cuando sobre él se hace incidir un rayo de luz. Este trabajo sugie-
re el intercambio de energia entre radiaciéon y la materia, confirmado la teoria
de Einstein que establecia que la luz tenia tanto caracter de onda como carac-
ter corpuscular, formada por pequefios corptsculos de energia denominados
cuantos. Einstein llam6 Energiequanten y Lichquanten a esas unidades elementa-
les de la energia. Para aquel entonces esta afirmacién era cuanto menos atrevi-
da, y aunque parte de la comunidad cientifica no acepté en un principio este
hecho, mds tarde se corrobord, tras las experiencias de Compton en 1923, que
pusieron de manifiesto la consistencia de la relatividad especial con la idea de
un corpusculo luminoso, demostrando que Einstein estaba en lo cierto.

En el segundo articulo, enviado en mayo y en el que se basaria su tesis
doctoral y titulado Sobre el Movimiento Requerido por la Teoria Cinética Molecular
del Calor de Pequefias Particulas Suspendidas en un Liquido Estacionario, Einstein
realizé un estudio sobre el movimiento browniano, que no es otra cosa que el
movimiento desordenado e incesante de pequefias particulas sobre la superfi-
cie de los liquidos. Se llamaba asi en honor al botdnico escocés Robert Brown
que lo descubri6 en 1828, a quien le habia llamado la atencién el movimiento
incontrolado de los granos de polen sobre las aguas de un estanque. Einstein
demostraba matemdaticamente que este movimiento era provocado por la ines-
tabilidad de las moléculas del mismo liquido debido a la agitacién térmica de
estas, lo que era una prueba directa de la existencia de los d&tomos, cuya reali-
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dad no era entonces universalmente admitida (p.ej, el Nobel de Quimica en
1909 Wilhelm Ostwald, o el fisico, historiador y filésofo austriaco Ernst Mach).

En el tercer articulo, titulado Sobre la Electrodindmica de los Cuerpos en Mo-
vimiento, Einstein sent6 la bases de la Teoria Especial de la Relatividad. La
idea era simple, aunque darle la forma definitiva le llevaria varios afios. Eins-
tein querfa demostrar que el espacio y el tiempo eran relativos respecto a un
observador. Su teoria resolvia los problemas abiertos por el experimento de
Michelson-Morley en el que se habia demostrado que las ondas electromagné-
ticas que forman la lus se movian en ausencia de un medio, lo que significa que
la velocidad de la luz es, por lo tanto, constante y no relativa la movimiento del
observador. Sin embargo la originalidad de este articulo estuvo cuestionado
puesto que en él omiti6 citar toda referencia a las ideas o conceptos desarrolla-
dos por otros autores, entre ellos Poincaré. Segtn parece, Einstein no estuvo al
tanto de estas aportaciones anteriores, lo que le llevé a desarrollar su teorfa de
un modo completamente genuina, deduciendo hechos experimentales a par-
tir de principios fundamentales y no dando una explicacién fenomenolégica
a observaciones desconcertantes. La Relatividad Especial arroja resultados sor-
prendentes, ya que en ella se niegan los conceptos de espacio tiempo absolutos.
La teorfa recibi6é el nombre de Teoria Especial de la Relatividad para distinguirla
de la Teoria General de la Relatividad que fue publicada por Einstein en 1915y en
la que introdujo la gravedad para explicar desde un punto de vista revolucio-
nario un teorfa completa sobre el universo.

Antes de acabar el afio, Einstein publicé un cuarto articulo en el volumen
18 de Anales de Fisica titulado ; Depende la Inercia de un Cuerpo de su Contenido de
Energia?, con el fin de complementar el articulo de la relatividad. Se trataba de
una conclusién corta de tres folios en la que aparecia por primera vez la famosa
relacién que determina la energia asociada a la masa. Mds exactamente

“Si un cuerpo proporciona energia en forma de radiacion, su masa dismi-
nuye en L/c?... por lo que llegamos a la conclusion general de que la masa
de un cuerpo es la medida de su contenido energético.”

L es aqui la energia; como tal, la famosa férmula E = mc? aparece en trabajos
posteriores de 1907.

4. El Algebra de la Teoria

El problema fundamental consiste en comparar dos sistemas de coordena-
das distintos inerciales?, que estdn en movimiento relativo uno con respecto al

2 Esta es la caracteristica fundamental y el motivo por el que se denomina Teoria “Especial”
de la Relatividad, puesto que tinicamente funciona para sistemas que se mueven con velocidad
constante. Mds tarde en 1907, mientras trabajaba atin en la Oficina de Patentes Suiza, Einstein co-
menzaria a trabajar en la Teoria General de la Relatividad, introduciendo sistemas no inerciales a
su teoria para que pudiera ser aplicable a la totalidad del universo, incluida la fuerza omnipre-
sente que lo mantiene todo unido, es decir la gravedad, lo que significaba contradecir més de dos
siglos de tradicién cientifica y a su idolo, Sir Isaac Newton. El razonamiento de Einstein consistié
basicamente en ignorar la atraccién gravitatoria y considerar al espacio y al tiempo como entes
flexibles que pueden curvarse. Teniendo en cuenta este hecho, Einstein podia explicar por ejemplo
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otro bajo la suposicién de que la velocidad de la luz es la misma, medida en am-
bos sistemas. Supéngase que tenemos dos sistemas de coordenadas inerciales
(sin aceleracién) que notaremos como Sy S’ en un espacio de tres dimensiones
(R3®) y tales que S’ se desplaza a una velocidad constante en relacién con S,
medida a partir de S.

Con el fin de simplificar, suponemos:

1. Los ejes correspondientes de Sy S’ (x y x’, y y ¥/, z y ') son paralelos y
el origen de S’ se desplaza en la direccion positiva del eje x de S a una
velocidad constante v > 0 relativaa S.

2. Se colocan dos relojes C y C’ en el espacio (el primero estacionario relativo
al sistema de coordenadas S y el segundo estacionario relativo al sistema
de coordenadas S'. Estos relojes estdn disefiados para dar como lecturas
numeros reales en unidades de tiempo (segundos). Se calibran los relojes
de manera que en el instante en que los origenes de S y S’ coincidan,
ambos relojes den la lectura cero.

3. Nuestra unidad de longitud sera el segundo luz (la distancia que recorre
la luz en un segundo) y nuestra unidad de tiempo serd el segundo. Ha de
observarse que con respecto a estas unidades la velocidad de la luz es de
un segundo luz por segundo.

S x S x!

Dado un evento cualquiera (cualquier cosa cuya posicién y tiempo de ocu-
rrencia pueda ser descrito) le podemos asignar un conjunto de coordenadas de
“espacio-tiempo”. Por ejemplo si consideramos que p es un evento que ocurre
en una posicién

x

¥
z

c6mo la tierra giraba en torno al Sol, hecho que la mayoria explicaria que se produce porque el Sol
atrae a la Tierra a través de la gravedad, pero Einstein consider6 que la Tierra giraba alrededor del
Sol porque éste curva el espacio alrededor de la Tierra, y el espacio la empuja hacia el Sol. Einstein
habia descubierto una nueva Teorfa del Universo.
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relativa a S en un tiempo ¢ leido en el reloj C, podemos asignar a p el conjunto
de coordenadas

N R

t

Este vector es denominado coordenadas espacio-tiempo de p relativasa Sy a C.
De igual modo p tendrd unas coordenadas espacio-tiempo relativasa S’ y a C’

de la forma
xl

/
/

t/

N

Podemos definir una correspondencia T, : R* — R* (que depende de la
velocidad v) como consecuencia de lo anterior tal que, para cualquier conjunto
de coordenadas de espacio-tiempo

- N < =

que miden un evento con respectoa Sy a C.

xl

/

Ty

- N < =
|
N

t/

es el conjunto de coordenadas espacio-tiempo de este evento con respecto a S’
y a C'. Puede comprobarse facilmente que la correspondencia Ty, es biyectiva.

Einstein llev6 a cabo una serie de suposiciones sobre la correspondencia T,
que le condujeron a formular su teoria especial de la relatividad, equivalentes
al siguiente grupo de axiomas.

Axiomas de la teoria especial de la relatividad

Ry: La velocidad de cualquier haz de luz, al ser medida en cualquiera de los
sistemas coordenados utilizando un reloj estacionario relativo al mismo
sistema, es 1.

R>: La correspondencia Ty : R* — R* es lineal.

R3: Para cualquier

X
Y| ert
z
t
si
x x'
/
v 2|y
[ %
t t/
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entoncesy' =yyz==2"

Ry: Para

=2

Ty

- N < R
|
N

tl

x"y t' son independientes de y y z; es decir, si

X X X
! /!
il _ Y V|1 _ 1Y
Ty |~ o/ y Ty |~ !
t t t "

entonces x”" = x'yt" =t
Rs: El origen de S se desplaza en la direccién negativa del eje x' de S’ a una

velocidad constante —v < 0 medida desde S’.

Como veremos, estos 5 axiomas (Ry, Ry, R3, R4 y Rs5) definen completamen-
te a Ty. El operador T, es denominado transformacion de Lorentz en la direccion x.
Nuestro objetivo es calcular T, y utilizarla para estudiar curiosos fenémenos
de la contraccién del tiempo.

Teorema 1. En R*

(a) Ty(e;) =ejparai =2,3.

(b) L({ez,e3}) es Ty-invariante.

(¢) L({e1,e4}) es Ty-invariante.

(b) L({ez,e3}) y L({e1, e4}) son T;-invariantes®.
(e) T;(e;) =ejparai =2,3.

Demostracion.

(a) Por el axioma R,

o O O
o O O

Ty
0 0

3 Se define T* como la aplicacién lineal T* : V — V mediante T*(y) = ¥/, siendo V un espacio
vectorial, tal que (T(x),y) = (x, T*(y)). El operador lineal T* descrito se denomina adjunto del
operador T, y se demuestra que es tnico.

Sea T : C?> — C? definido mediante T(ay,ap) = (2iay + 3az,a1 — a2). Si B es la base ordenada

esténdar para C2, entonces
2i 3
[Tlg = <1 71>

(T*]p = <_32i jl)

T*(ay,az) = (—2iay + ap,3a1 — ap)

Luego

Por lo tanto
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y por lo tanto, por el axioma Ry, las coordenadas primera y cuarta de

Ty

o T N O

son iguales a cero para cualquier a,b € R. Luego, por el axioma R3

0 0 0 0
olo|={o] ¥ T|1]= |5
0 0 0 0
Las demostraciones de (b), (c) y (d) se realizarfan del mismo modo.
(e) Para cualquier j # 2, en virtud de (a) y (c)
(T; (e2), ) = (e2, Tu(ej)) = 0;
paraj = 2 por (a)
(T5 (e2),¢j) = (e2, Tu(e2)) = (e2,€2) = 1
Concluimos que T; (e;) es un multiplo de e;, 0 sea que
T, (e2) = Aep paraalguna A € R

Entonces

1= (2, 02) = (e2, To(e2)) = (T (e2), €2) = (Aea, e2) = A
y por lo tanto
Ty(e2) = e
Del mismo modo T} (e3) = e3.
Supéngase que en el instante en el que los origenes de S y S’ coinciden

se emite un destello luminoso desde su origen comun. Cuando este evento se
mide relativoa Sy C o relativoa S’ y C’ tiene coordenadas espacio-tiempo

o O O O

Sea P el conjunto de todos los eventos cuyas coordenadas espacio-tiempo

- N < R
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relativasa S y C son tales que el destello se observa en el punto de coordenadas

x
¥

z

(medidas con respecto a S) en el instante ¢ (medido en C). Vamos a caracterizar
a P en términos de x, y, z y t. Como la velocidad de la luz es 1, en cualquier
instante t > 0 el destello se observa desde cualquier punto cuya distancia al
origen de S (medida a partir de S) sea f - 1 = t. Estos son justamente los pun-
tos que se localizan sobre la superficie de la esfera de radio ¢ con centro en el
origen. Las coordenadas (relativas a S) de tales puntos satisfacen la ecuacién
x? + 12+ z2 = t2. Por lo tanto, un evento estd en P si y sélo si sus coordenadas
espacio-tiempo relativasa Sy a C

(t>0)

- N R

satisfacen la ecuacion x? + y? + z? — t2 = 0. En virtud del axioma R; podemos
caracterizar a P en términos de coordenadas espacio-tiempo relativas a S’ y
a C' de la misma manera: un evento estd en P si y s6lo si sus coordenadas
espacio-tiempo relativasa S’ y a C’
/

X
!

L1 w=o
t/

satisface la ecuacion (x')% + (y')? + (z/)2 — (t')> = 0.

Sea
100 0
010 0
A4=10 01 o
000 —1

Teorema 2. Para cualquier w € R4, si (L4 (w), w) = 0, entonces
(TyLaTo(w),w) =0

Demostracion. Sea

e R*

- N < xR

y supéngase que (La(w),w) = 0.

CASO 1.+ > 0. Como (Lx(w),w) = x>+ y* + z2 — 2, w es el conjunto de
coordenadas de un evento de P relativos a S y a C. Como

/

X X
/
Y y y
z z'
t t/
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son las coordenadas espacio-tiempo del mismo evento relativasa S’ y a C’, la
discusién que precede al Teorema 2 da

() + () + () = () =0
Luego entonces,
(TsLaTo(w), w) = (LaTo(w), To(w)) = (x')* + (y')* + (2)* = (t')* =0
y se obtiene la conclusién.

CASO 2.t < 0. La demostracion se obtiene al aplicar el Caso 1 a —w.

Procedamos ahora a deducir informacién acerca de T,. Sean

1 1
0 0
w1 = 0 y wy = 0
1 -1

(w1, wy) es una base ortogonal para L({e1,e4}), y L({e1,e4}) es T; L4 To-inva-
riante. El siguiente resultado nos dice atin mas.

Teorema 3. Existen escalares a y b no nulos tales que

a) T;LATy(wl) = awy,

b) TyLaTo(wz) = bw.

Demostracion.

a) De acuerdo con el Teorema 2, (La(w1),w1) = 0, (TFLATy(w1), w1) = 0.
Entonces T; L4 Ty(w;) es ortogonal a wy. Como L({e1,e4}) = L({wy, wy}) es
T L s To-invariante, T; L 4 T, (w1 ) debe pertenecer a este conjunto. Pero {w, w }
es una base ortogonal para este subespacio, y entonces Ty L4 T,(w;) debe ser
multiplo de wy. Asi T;LsTy(wy) = aw, para algun escalar a. Como T, y A
son invertibles, también T;L4 T, lo es. Luego a # 0, demostrando asf a). La
demostracién de b) es semejante.

Corolario. Sea B, = [T3] B donde B es la base ordenada estandar para R
Entonces

a) ByAB, = A,

b) TAiLaT, = Ly.

Omitiremos la demostracion que dejamos para el lector.

Consideremos ahora la situacién cuando ha transcurrido un segundo desde
que los origenes S y S’ coincidieran medido por el reloj C. Como el origen
de S’ se desplaza a lo largo del eje x con una velocidad v medida en S, sus
coordenadas espacio-tiempo relativasa S y C son

_ o odJg
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De la misma manera, las coordenadas espacio-tiempo para el origen de S’ re-
lativas a S’ y a C’ deben ser

o O© O

~
~

para algun t' > 0. Entonces tenemos que

v 0
8 = 8 para algin t">0 1)
1 t'
Por el corolario del Teorema 3
v v v v
Ty LaTo 8 , 8) =|La 8 8 =2-1 (2
1 1 1 1
Pero también
v v v v
TyLaT, 8 , 8 ) = | LaTy 8 , Ty 8 =
1 1 1 1
0 0
(el o || o [|=-7 ©)
t t

Combinando las ecuaciones (2) y (3), concluimos que

obien ' =+/1-12 4)

Luego, de las ecuaciones (1) y (4), obtenemos

02 —1= _(t/)Z,

v 0
0 0
1

v1—19v2

Tenemos que recordar que el origen de S se desplaza en la direccién nega-
tiva del eje x de S’ con la velocidad constante —v < 0 medida desde S’ (este
hecho es el axioma Rs). En consecuencia, un segundo después de que los ori-
genes de S y S’ coincidieran medido con el reloj C, existe un tiempo ¢ > 0
medido en el reloj C’ tal que

0 —ot!
0 0
T = 6
1 t
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De la ecuacion (6) se obtiene, de una manera semejante a como se obtuvo
la ecuacién (5), que

1
r_
=7 @)
y por lo tanto, de las ecuaciones (6) y (7)
0 1_1]7,2
0 0
lo =] o ®)
1 1
V1-0?

El siguiente resultado se puede demostrar facilmente utilizando las ecuaciones
(5) y (8) y el Teorema 1.

Teorema 4. Sea 3 la base ordenada estandar para IR*. Entonces

1

1 e
T T
Tlg=B.=| ¢ o1 o
v 0 0 -1
V1—2v2 V1—12

5. Las paradojas relativistas

En su momento la teoria de Einstein causd cierta perplejidad entre los cien-
tificos de la época, puesto que de ella se extraian resultados curiosos y paradoé-
jicos, como era la aceptacién de la contraccién del tiempo, la paradoja de los
gemelos, la contraccién de Lorentz-Fitzgerald, o el efecto Doopler entre otros.

5.1. La contraccién del tiempo

Supongamos que un astronauta abandona nuestro sistema solar en una na-
ve espacial que viaja a una velocidad constante v medida con respecto a nuestro
sistema solar. De la teoria de Einstein se deduce que al final del tiempo t me-
dido desde la Tierra, el tiempo que habré transcurrido en la nave espacial es
tnicamente /1 — v2. Para establecer este resultado, se consideran los mismos
sistemas de coordenadas Sy S’ y los relojes C y C' que vimos antes. Supéngase
que el origen de S’ coincide con la nave espacial y que el origen de S coincide
con un punto en el sistema solar (estacionario con relacién al Sol), de manera
que los origenes de S y S’ coincidan y los relojes C y C’ den una lectura cero en
el momento en el que el astronauta inicia su viaje.

Visto desde el sistema de referencia S, las coordenadas espacio-tiempo del
vehiculo en cualquier instante t > 0 medidas por C son

Q
-

- O O
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mientras que vistas desde S’ las coordenadas espacio-tiempo del vehiculo en
cualquier instante ' > 0 medidas por C’ son

o O O

~~
~

Pero si dos conjuntos de coordenadas de espacio-tiempo describen el mismo
evento, debe tenerse que

vt 0
0 0
To 0] |o
t t
Luego entonces
1 —
iz 00 e (ot 0
0 10 0 0| _ 1[0
0 01 0 0] |o
- 1
ﬁ 00 1—v2 t t'

De la ecuacién anterior se obtiene que:

—v%t t
Y t' obien t' =t\/1—0?2 9)

+ p—
V1i—v2 J1-102

que es el resultado que muestra el hecho que querfamos demostrar.

Hagamos una consideracién adicional. Supongamos que las unidades de
distancia y tiempo que consideramos son unidades que se usan mds comun-
mente que el segundo-luz y el segundo, tales como el kilémetro y el segundo
o la milla y la hora en el mundo anglosajon. Sea c la velocidad de la luz en
las unidades que hayamos considerado para la distancia y el tiempo. Se puede
ver facilmente que si un objeto viaja a una velocidad v relativa a un conjunto de
unidades, entonces viaja a una velocidad v/c en unidades de segundos-luz por
segundo. Asi, para un conjunto cualquiera de unidades de distancia y tiempo,
la ecuacion (9) se transforma en

5.2. La paradoja de los gemelos

En la formulacién mads habitual de la paradoja, debida a Paul Langevin, se
toma como protagonistas a dos gemelos (de ahi el nombre); el primero de ellos
hace un largo viaje a una estrella en una nave espacial a velocidades cercanas
a la velocidad de la luz; el otro gemelo se queda en la Tierra. A la vuelta, el
gemelo viajero es mds joven que el gemelo terrestre.
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5.3. Contraccién de Lorentz-Fitzgerald

Consideremos ahora una varilla rectilinea de longitud I en reposo respecto
de un sistema de referencia inercial*. Vamos a calcular la longitud de la misma
varilla medida por un observador inercial que se aleje con velocidad aparente
v en la direccién de la varilla (digamos ;). El vector w que en un instante dado
determine la varilla para el nuevo observador

w = Aeg + leg

eo + vep

ley K

ey

e

es espacial para este observador, luego w = Aep + leg ha de ser ortogonal a la
velocidad del observador, que es proporcional a ey + ve;

vl vl
O:ZU'(60+031):)\—C—2, :C_2
[
w:l<c—2€0+31)

y concluimos que para el nuevo observador la longitud I’ de la varilla es

| = Vo w=1 l—(§)2

l’:l\/l—(g)zzl—;—jé—---

La longitud se contrae aproximadamente en [v?/2c? unidades cuando v <
c. Por ejemplo, como el didmetro de la Tierra es de unos 12700 kilémetros, un
viajero que se alejara de ella observaria una contraccién de 0,6 milimetros.

Al considerar la trayectoria de un mévil, siempre hemos supuesto que éste
es puntual, de modo que su trayectoria es una curva en el espacio-tiempo Ay.
En general, la trayectoria de un mévil no-puntual serd una region F C Ay y

% Fijadas las unidades de tiempo y longitud, dadas por sendas métricas ¢ y ¢* = —c%g, un
sistema de referencia inercial en el espacio-tiempo de Minkowski es un observador inercial, cuya
velocidad denotaremos ey, junto con un suceso pg de su trayectoria, llamado origen del tiempo, y
tres vectores ortonormales eq, €, e3 (respecto de ¢*) de (Reg)+, llamados ejes, de modo que la base
{eo, e1, €2, e3} de V esté orientada positivamente.

Es decir, es un sistema de referencia afin (po; e, e1, €2, e3) tal que {eo, e1, €2, €3} es una base orien-
tada positivamente y la matriz de la métrica g en tal base resulta

1 0 0 0
10 =2 0 0
$Tlo 0o -2 0
0 0 0 —c2
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el lugar que ocupa el mévil en un instante ¢, para un observador inercial, es
ENF, por lo que la forma de un cuerpo (que es el lugar que ocupa, salvo
semejanzas) depende de la velocidad del observador.

5.4. Efecto Doopler

Supongamos que un observador inercial envia una sefial luminosa con una
frecuencia f, por ejemplo emite f fotones por unidad de tiempo. Vamos a cal-
cular la frecuencia f’ de la senal para un observador que se aleje con velocidad
aparente ve;.

al A w

/77T

Consideremos el intervalo w de la trayectoria del receptor determinado por
los f fotones emitidos durante una unidad de tiempo, que ha de ser proporcio-
nal al vector 9 + vdy:

w =0+ /\(at + Cal)

cA v

R I A_c—v

we— 9+ 5

= ¢ 1
1-z 1-z

Como /w - w es el tiempo que mide el receptor durante la absorcién de
esos f fotones recibe una sefial de frecuencia menor

Si en vez de alejarse, el receptor se acerca con velocidad aparente —vd1,
entonces w ha de ser proporcional al vector d; — vd; y un razonamiento andlogo
permite concluir que el receptor observa una sefial de frecuencia mayor
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Resumen

Este articulo pretende ofrecer una visién general del descubrimiento de
los llamados cuaterniones por parte del matematico irlandés William Ro-
wan Hamilton. Se pretende dar al lector algunos detalles del nacimiento
de los ntimeros imaginarios en el siglo XVI, su interpretacién geométrica
a principios del siglo XIX, y la extensién del plano complejo a las tres di-
mensiones a través de los cuaterniones, que abririan el paso al estudio y el
desarrollo de las nuevas dlgebras no conmutativas y a una nueva interpre-
tacién tridimensional de la realidad fisica.

Palabras Clave: Sir William Rowan Hamilton, dlgebras no conmutativas,
niimeros complejos, cuaterniones, andlisis vectorial.

1. Introduccion

Aunque considerar la paternidad legitima de los ntimeros complejos ha re-
sultado histéricamente una tarea complicada, tanto la unidad imaginaria i co-
mo los niimeros enteros negativos siempre estuvieron rodeados de un halo
misterioso y resultaron para los matematicos una fuente constante en la que
beber. El misterio se vio alimentado por dos hechos que sucedieron simul-
tdneamente aunque de forma independiente. Por un lado la publicacién en
Alemania de Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, més
conocida como Ausdehnungslehre, traducida como Teoria de La Extensién, o Teo-
ria de las magnitudes extensivas de Hermann Glinther Grassmann (1809-1877)
en 1844, que describia las geometrias n-dimensionales de un modo algebraico
y los sistemas de los niimeros hipercomplejos, y por otro, el descubrimiento
de los cuaterniones por parte del matematico irlandés William Rowan Hamil-
ton, que resultaron ser unos nuevos niimeros que no obedecian la propiedad
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conmutativa de la aritmética comtin. A pesar de que las algebras vectoriales
descritas por Grassmann resultaron ser mucho mas generalistas que las de Ha-
milton, sin embargo su comprensién y el sentido e importancia de sus ideas no
fueron asimiladas y reconocidas en su tiempo.

El descubrimiento de estas nuevas estructuras algebraicas constituy6 junto
a la aparicién de las geometrias no euclideas un punto de inflexién en el desa-
rrollo de la matemadtica del siglo XIX. Los matemaéticos se vieron obligados a
enfrentarse con la relacién que existia entre los simbolos y los objetos matemati-
cos, y comenzaron a distinguir de manera mds clara la interconexién que habia
existido histéricamente entre las ecuaciones algebraicas y la manipulacién de los
niimeros. La nueva y mds flexible concepcién del dlgebra emergida a mediados
del siglo XIX hizo posible avances en las técnicas algebraicas y la 16gica simb6-
lica de matematicos como Boole, Peirce, y Schroder, o el desarrollo de algebras
abstractas de la mano de matemaéticos como Cayley, Sylvester, Clifford, Gibbs,
o Dedekind entre otros.

2. La Representacion de los Niumeros Complejos

La primera vez que se tiene constancia escrita de la apa-
ricién de los ntimeros complejos la encontramos en el Ars
Magna de Girolamo Cardano publicado en 1545. Previamen-
te en el afio 1539 Cardano habia conocido al célebre matema-
tico Tartaglia, lo que resultaria crucial en su vida puesto que

comenzaria a interesarse por las ecuaciones ctbicas. Tarta- ‘..',i.- iz
glia era un matematico de reconocida fama y prestigio, entre { {4 o

otras cosas, por haber ganado concursos sobre la resolucién
de ecuaciones, usando métodos secretos.

Girolamo Cardano

Tartaglia le ensefi¢ a Cardano sus trucos y técnicas se-
cretas para el manejo de las ecuaciones, no sin antes hacerle
prestar un juramento de no revelar a nadie dichos secretos.
En 1545, Cardano publica su obra Ars Magna, donde expone
los métodos para la resolucion de la ecuacién ctbica. Tar-

k\ |l taglia monta en célera y acusa a Cardano de traidor y des-

ks e honesto, por haber faltado a su juramento. Sin embargo, un
. 11 . I : .
i ML joven matematico de apenas 18 de edad, Lodovico Ferrari,

wEemimsss== quien a la sazén era sirviente de Cardano, sale en defensa
Niccolo Fontana - d diciend 51 1 he d
Tartaglia e su protector diciendo que €l estuvo presente la noche de
la reunién entre los dos matemaéticos y no hubo ningtn ju-
ramento.

En realidad, la férmula para resolver la ecuacién ctbica, habia sido des-
cubierta mucho antes por el matematico Scipione del Ferro, quien publicé un
pequefio libro, que en alguna oportunidad fue consultado por Cardano. Luego
Cardano quedaba libre de toda culpa.

En su Ars Magna, Cardano reconoce a Al-Khwarizmi como el padre del al-
gebra. Ellibro fue un clasico de la matematica y contribuy de manera decisiva
al desarrollo del dlgebra. En aquella obra aparecen muchos resultados origina-
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les, como el método para eliminar la x2 en una ecuacion ctbica, conocido como
el método de Cardano. También desarrollé un método para resolver ecuaciones
diferenciales, llamado método de las proporcionales.

Cardano hizo uso por vez primera de las raices cuadradas de ntimeros ne-
gativos y considerd la posibilidad de usar los nimeros imaginarios aunque con
mucha cautela. En una nueva edicion de su libro, en 1570, Cardano se adentré
un poco mds en el misterio de estos ndmeros y ofreci6 algunas reglas para ma-
nipularlos. Por ejemplo, la expresién:

(54 v/—15)(5 — V/—15) = 25— (—15) = 40

Podemos afirmar por lo tanto que fueron entre las soluciones a la ecuacién
ctbica en el libro de Cardano donde se produjo el nacimiento de los ntimeros
complejos, como algo digno de ser estudiado por los matemaéticos. En particu-
lar, para la ecuacién:

x> =3px+2q

Cardano daba la fé6rmula:

x=VMM%—ﬁ+%PV%—ﬁ

conocida como Férmula de Scipione del Ferro-Tartaglia-Cardano.

El siguiente hecho importante en el desarrollo de los niimeros complejos
sucede en 1637, afio en el que Descartes publica su Géométrie, acufiando el tér-
mino “imaginarios” para determinar a estos nimeros. Segtin Descartes:

“Ni las raices verdaderas, ni las falsas (las negativas) son siempre reales,
a veces son imaginarias.”

Pero el establecimiento definitivo en el panorama mate-
matico de los nlimeros imaginarios sucede en el siglo XVIII,
fundamentalmente emparejado al desarrollo del Anélisis, de
la mano de uno de los grandes matematicos de la historia,
Leonhard Euler. Euler fue el primero en utilizar la notacién
i para referirse a la unidad imaginaria v/—1. En su memo-
ria, De Formulis Differentialibus Angularibus, presentada en la
Academia de San Petesburgo en 1777, escribio:

Leonhard Euler

“En adelante, denotaré la expresion v/ —1 como i resultando entonces que
ii=—-1."

Pero desde su nacimiento, los niimeros imaginarios estaban huérfanos de
una teorfa consistente que interpretase sus propiedades de un modo apropia-
do. En medio de esta falta de entendimiento completo, surgieron fundamen-
talmente dos teorias que sentarian las bases de sus fundamentos. Por un lado,
la asociacién de los ntimeros complejos a una interpretacién geométrica de los
mismos, y por otro la consideracién de expandir el concepto de nimero de la
aritmética existente hasta entonces, con el fin de que estos tuvieran cabida.
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John Wallis parece ser que fue el primero que llevé a cabo
el intento, aunque sin éxito, de formalizar una interpretacién
geométrica de los ntimeros complejos. En su Algebra publi-
cada en 1685, sugirié que como /—bc era la media propor-
cional entre +b y —c, la interpretacion geométrica de v/ —bc
podria obtenerse aplicando la construccién de media pro-
porcional euclidea de dos segmentos representados por +b
y —c. Pero tras este intento no consiguié avances.

John Wallis
La interpretaciéon geométrica de los ntimeros complejos

como un punto del plano es un idea sencilla, pero llevé mucho tiempo llegar
a su deduccién. Cuando finalmente lleg6, lo hizo simultdneamente, y lo que
es mds sorprendente, sin ninguna conexién, de la mano de varias personas,
entre ellos, el topdgrafo y cartégrafo noruego Caspar Wessel (1745-1818), el
contable franco-suizo Jean Robert Argand (1768-1822), y el matemaético aleman
Carl Friedich Gauss (1777-1855).

Caspar Wessel public6 un tinico articulo de matemati-
cas en su vida, en el cual, consideraba como tema princi-
pal la interpretacion geométrica de los nimeros complejos.
En 1797, present6 sus ideas a la Real Academia de Ciencias
de Dinamarca; el articulo, escrito en danés, fue publicado
dos afios mas tarde en el Philosophical Transactions de la Aca-
demia. Desafortunadamente, este articulo pas6 inadvertido,
puesto que la publicacién no era muy conocida entre la co-
munidad matemadtica de la época. Un siglo después, en el Caspar Wessel
centenario de su publicacién, la Academia realiz6é una tra-
duccién al francés del articulo de Wessel, con el nombre de Essai sur la représen-
tation analytique de la direction, que a la postre serviria para reconocer finalmente
la importancia de sus aportaciones. En la introduccién, Wessel presenta el ob-
jetivo de su estudio:

“El presente articulo trata la cuestion de cémo podemos representar una
direccion de forma analitica; esto es, como expresaremos rectas (segmentos
rectos) de tal manera que en una ecuacion que arroje como resultado una
recta desconocida y otras conocidas, la longitud y la direccién de la recta
desconocida puedan ser expresadas.”

Su primer paso consistié en dar una definicién para la suma de segmentos
rectos (vectores'), colocando el punto inicial de un segmento en el punto final
del otro, observando que esta suma resultaba ser conmutativa. En el siguien-
te paso, Wessel consideré la multiplicacién de segmentos. Para ello colocé un
sistema de ejes coordenados perpendiculares, considerando +1 para la unidad
en uno de los ejes y 4-€ para la unidad en el otro eje. Wessel escribié:

“Sea +1 la unidad rectilinea positiva y +€ otra unidad perpendicular a
la unidad positiva tomada antes, teniendo ambas el mismo origen; enton-
ces el dngulo de la direccion de 41 resulta igual a 0°, y por lo tanto para

! Fue William Rowan Hamilton quien se encargé de acuiiar este término del verbo en latin veher,
que significa “dirigir, direccionar”. También acufi6 el término escalar.
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—1es 180°, para +€ es 90°, y para —e es —90° 0 270°. Por la regla que
establece que el dngulo de la direccion del producto es igual a la suma de
los dngulos de los factores, tenemos:(+1)(4+1) = +1; (+1)(-1) = -1,
(=1)(=1) = +1; (+1)(+€) = +€ (F1) (=€) = —€ (=1)(=¢€) =
+e; (+€)(+e) = —=1; (+€)(—€) = +1; (—€)(—€) = —1. De este re-
sultado se observa que € es igual al /—1,y que la divergencia del producto
se determina de tal forma que ninguna de las reglas operativas comunes
son contravenidas.”

Wessel estableci6é que cualquier segmento recto podia ser representado me-
diante la expresion a + be, y que por lo tanto para su multiplicacion resultaba
que:

(a+ be)(c+de) = (ac — bd) + (ad + bc)e

De este modo, hay que considerar que Wessel no sélo se anticip6 a la nocién de
espacio vectorial, ademas lo hizo previamente a todo el desarrollo de un alge-
bra en torno a este concepto, aunque desafortunadamente su descubrimiento
se mantuvo en el olvido durante un siglo.

A
y a+ be

\]

La contribucién de Jean Robert Argand Essai sur une ma-
niere de représenter les quantités imaginaire dans les construc-
tions géométriques, corrié un poco mejor suerte que el articulo
de Wessel. Este fue impreso de manera privada en 1806, en
una pequefia edicién sin el nombre del autor en la portada.
El trabajo se podria haber perdido si no llega a ser por una
cadena de acontecimientos ocurridos en 1813 que lo resca-
taron del olvido. El trabajo de Argand llegé a las manos de
Adrien-Marie Legendre antes de su publicacién, y éste co-
ment6 la importancia de sus descubrimientos en una carta
dirigida al hermano de J. F. Frangais. Frangais ley6 la carta y qued6 impresio-
nado de los resultados obtenidos por Argand, por lo que decidi6 desarrollarlos
en una publicacién en 1813, donde en el tltimo parrafo puntualizaba que es-
tos conceptos habian sido tomados de la carta de Legrende, y esperaba que el
autor de esas ideas fuera identificado y publicara él mismo los resultados. Ar-
gand escuché acerca del articulo de Frangais, y respondi6 con un articulo en el
siguiente ndmero de la publicacién Annales, donde especificaba los principales
puntos de su trabajo original. Pero a pesar de su gran mérito, esta publicacién
no tuvo ninguna repercusion relevante.

Jean Robert Argand
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Tanto Wessel como Argand no eran muy conocidos. Sin
embargo, éste no era el caso de Carl F. Gauss, cuya autoridad
hizo posible la aceptacién general de la interpretacion de
sus dos anteriores predecesores. Parece ser que Gauss ya ha-
bia considerado una interpretacién geométrica sobre los nu-
meros complejos a finales del siglo XVIIIL. En su disertacién
doctoral de 1799 sobre el Teorema fundamental del dlgebra,
habia empleado la idea aunque no hizo mencién explicita
sobre ello, sin embargo, si lo hizo después en una carta a ~ Carl Friedich Gauss
Friedich Bessel, en 1811; finalmente en 1831, en un comenta-
rio de su articulo Theoria Residuorum Bigquadraticorum, la idea era ptblicamente
descrita. La novedad consistia en que Gauss considerd la representacion de los
niimeros complejos como puntos del plano, en lugar de segmentos del mismo
como habian considerado Wessel y Argand. Tal es asi, que Gauss consider6 el
numero a + bi como el punto (a,b). Gauss afirmaba:

“Este tema (de las magnitudes imaginarias) ha sido tratado hasta ahora
desde un punto de vista erréneo, rodeado de una misteriosa oscuridad, y
esto es debido a la utilizacién de una notacion inadecuada. Si, por ejemplo,
+1, —1, \/—1 hubieran sido denominadas directa, inversa y unidad late-
ral respectivamente, en lugar de positiva, negativa e imaginaria (o incluso
imposible) tal oscuridad hubiera estado fuera de lugar.”

Gauss también consideré que su presentacién resultaba la més correcta, ha-
ciendo que todas las dificultades sobre estos niimeros desaparecieran. De este
modo los ntimeros reales representaban una recta, mientras que los complejos
representaban el plano. Gauss también acufi6 el término técnico de “ntimeros
complejos” para la cantidad a + bi, y se opuso al término “ntimeros imagina-
rios” ya que consideraba que ese término era precisamente uno de los principa-
les causantes del halo de misterio que habia rodeado siempre a estos niimeros.

Como resultado de todo esto, si consultamos a matemaéticos o las publica-
ciones francesas, estos hacen referencia al plano complejo como el plano de
Argand, mientras que los alemanes lo denotan como el plano de Gauss. Sin
embargo, los modestos noruegos nunca tomaron parte en estas disquisiciones
patridticas.

3. William Rowan Hamilton (1805-1865)

Desde la muerte de Sir Isaac Newton, hasta la llegada
de William Rowan Hamilton, las Islas Britdnicas no habian
dado a la comunidad matemadtica un personaje de semejan-
te talla intelectual. Este hizo importantes contribuciones en
dindmica y en Optica, inventé los cuaterniones y comercia-
lizo algtin juego de ingenio que se convertiria después en
una especialidad a desarrollar dentro de la teoria de grafos ‘
que habia visto la luz con Euler y el famoso problema de

. . M . Sir William Rowan
“Los Siete Puentes de Kénnisberg”. A lo largo de su vida su Hamilton

popularidad sufri6é continuamente curiosos altibajos, siendo
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aclamado, aunque no comprendido. Més tarde, tras su muerte, su reputacién
comenz¢ a declinar hasta el punto de llegar a ser considerado como una figura
de segunda categoria. Finalmente el siglo XX, trajo consigo nuevamente una
revitalizacién extraordinaria del interés y la estima por él y sus trabajos.

William Rowan Hamilton nacié en Dublin la medianoche del 3 al 4 de Agos-
to de 1805. Sobre sus ancestros no hay mucho que decir. Su padre Archibald
Hamilton, fue un abogado dublinés que defendié al nacionalista irlandés Ar-
chibald Hamilton Rowan y obtuvo con éxito una revocacién de su sentencia.
Fue Rowan quien apadriné al nifio en su bautizo y del que éste adquiri6 su se-
gundo nombre. El padre era un hombre de negocios con una elocuencia “exu-
berante”, un religioso fanatico demasiado jovial en ocasiones por desgracia,
rasgos todos que fueron transmitidos a su inteligente hijo. Posiblemente de-
bido a la mala situacién financiera de su padre, el nifio fue enviado con tan
s6lo un afio junto a su tio, el reverendo James Hamilton, jefe de la escuela dio-
cesana del tranquilo pueblecito de Trim, a unas veinticinco millas al noroeste
de Dublin quien se ocup6 de su sustento y educacién. Su tio también estaba
a cargo de la iglesia anglicana local. Su casa estaba a medio camino de unas
espectaculares ruinas medievales, junto al rio Boyne. Desde el punto de vista
politico James Hamilton era un Tory, partidario del Acta de Unién que habia
hecho de Irlanda parte del Reino Unido que reforz6 el predominio protestante.
El reverendo era un gran lingiiista, conocedor del griego, el latin, el hebreo, el
sénscrito, el caldeo, el pali, y un largo etcétera. Durante su nifiez, William tuvo
poco contacto con sus progenitores, limitado solamente a unas cuantas visitas
hasta que lleg6 a la edad universitaria. Sus cuatro hermanas se reunian con
el joven William en Trim tan s6lo ocasionalmente, pero su familia siempre se
preocupd por sus progresos.

Durante la época de tutelaje del reverendo James, William desarrollé una
educacién exquisita, revelando su gran capacidad. A los tres afios lefa perfec-
tamente el inglés y tenfa grandes conocimientos de Aritmética; a los cuatro era
un buen gedgrafo, a los cinco leia y traducia el latin, el griego y el hebreo, y le
gustaba recitar versos de Dryden, Collins, Milton y Homero, de este tltimo en
griego; a los ocho afiadi6 el dominio del italiano y el francés a su coleccién, y
su dominio del latin le permitia expresar su emocién ante la belleza del paisa-
je irlandés en hexametros latinos, ya que citar la corriente prosa inglesa para
poner de manifiesto sus nobles y exaltados sentimientos, le parecia demasiado
“plebeyo”; finalmente, antes de cumplir los 10 afios estableci6 los fundamentos
firmes para profundizar el estudio de las lenguas orientales, comenzando por
el drabe y el sdnscrito.

En 1817 muri6 su madre, y pocos meses después también lo hizo su padre.
A la edad de trece afios comenz6 su educacion seria de la matematica, con el
estudio de Euclides. Teniendo 17 afios Hamilton habia dominado la matema-
tica, siguiendo el Célculo integral, y pudo conocer la astronomia matematica,
necesaria para ser capaz de calcular los eclipses. Ley6 a Newton y a Lagrange.
Todo esto constituia una diversion, pues los estudios humanistas eran enton-
ces para él los principales. Lo mas importante es que habia hecho ya “algunos
descubrimientos curiosos”, que comunico en carta a su hermana Eliza. Los des-
cubrimientos a los que Hamilton se refiere son probablemente los gérmenes de
su primera gran obra, Los Sistemas de Rayos en 6ptica.
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El 7 de julio de 1823, el jo-
ven Hamilton ocupé el primer
puesto entre 100 candidatos en
los exdmenes del Trinity Colle-
ge. Su fama le precedia, y como
se esperaba, fue pronto una ce-
lebridad. En efecto, sus cono-
cimientos humanistas y mate-
maticos cuando todavia no ha-
bia obtenido su titulo excita-
ron la curiosidad de los circu-
los académicos en Inglaterra y
Escocia, asi como de Irlanda, Trinity College junto al Banco de Irlanda
llegando a hacer pensar a algu- por Richard Lovett (siglo XIX)
nos que habia aparecido un se-
gundo Newton. Ya antes habia atraido la atencién del doctor John Brinkley,
profesor de astronomia de Dublin, por el descubrimiento de un error en la
demostracién del paralelogramo de las fuerzas propuesta por Laplace en su
Meécanique céleste.

Siendo atin estudiante, Ha-
milton escribi6 la primera par-
te de lo que mds tarde serfa su
tratado sobre 6ptica. La inten-
cién de Hamilton consistia en
renovar la teorfa de la luz esta-
blecida hasta el momento. Par-
tié6 de principios ya estableci-
dos, como el de que un rayo de
luz siempre marcha por el ca-
mino que lleva el tiempo mini-
mo (segtn la teoria ondulato-
ria) o “accién” minima (segin
la teoria corpuscular), para lle-
gar de un punto a otro. Esto
es cierto, sea el camino recto o
curvado por la refraccién. Una Bihlioteca‘del Trinity Collfzge (interior)
contribucién de Hamilton con- por Richard Lovett (siglo XIX)
sisti6 en considerar la acciéon (o
el tiempo) como una funcién de las posiciones del punto entre los que la luz
pasa, y demostrar que esta cantidad varfa cuando las coordenadas de estos
puntos varian, segtn la ley que el llamo la ley de variacién de la accién. De-
mostré que todas las investigaciones sobre cualquier sistema de rayos 6pticos
pueden ser reducidas al estudio de esta tinica funcién. El descubrimiento de
Hamilton de esta “funcién caracteristica”, como él la llamo, fue un resultado
extraordinario de su genio cientifico. Su primer articulo sobre el tema fue re-
chazado, pero al siguiente afio en 1827, una versién revisada fue aceptada y
publicada por la Academia bajo el titulo de Teoria de los Sistemas de Rayos. Este
hecho le hizo ganarse una gran reputacion y fue el causante de la dedicacién de
su actividad cientifica durante la siguiente década. Habia comenzado a idearlo
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cuando tenia dieciséis afios y logré darle una forma mds o menos final hacia
los veintiuno.

La aparicién de este articulo supuso una rdpida trans-
formacién en la vida de Hamilton. La citedra de Astro-
nomia en el Trinity College, con un sueldo anual de 250
libras, que concedia a su ocupante el titulo de Astréno-
mo Real de Irlanda en el Observatorio de Dunsink, que-
do vacante en 1826, cuando quien lo ocupaba, el reveren-
do John Brinkley, fue nombrado obispo de Cloyne, obis-
pado ocupado anteriormente por el gran filésofo Geor-
ge Berkeley. Hamilton fue elegido como sucesor de Brin-
kley unos pocos meses més tarde en 1827. La eleccién de
un subgraduado para una cdtedra fue un suceso sorpren-  Detalle del Observatorio
dente y trajo ciertas consecuencias curiosas. Por ejemplo, Dunksink en sello irlandés

p . . . . (1985)
el Astronomo Real, en virtud de su oficio, era examina-
dor para el Premio del Obispo Law, una distincién matemética abierta a los
candidatos recién graduados como bachilleres, y asi vino a ocurrir la situacién
anémala de que un subgraduado se encontrase examinando a graduados en
las ramas mas altas de las matematicas.

Si bien todo el mundo reconocia la grandeza del honor sin precedentes del
nombramiento de Hamilton para dicha catedra, la opinién estaba fuertemen-
te dividida con respecto a su prudencia en aceptarla. George Biddel Airy, a la
sazén futuro Astrénomo Real de Inglaterra, estaba mucho més preparado que
Hamilton, pero decidié no aceptar la plaza puesto que el sueldo era paupé-
rrimo. Tras un afio o dos hubiera sido elegido, sin duda, profesor de Trinity
College, con mejores perspectivas econémicas y generales. Pero lo que deter-
miné la eleccién por parte de Hamilton, fue la consideracién de que el puesto
de Astrénomo Real era practicamente un nombramiento de investigacion, que
implicaba muy poco con respecto a tareas fijas, mientras que un profesor en el
Trinity College debia convertirse en clérigo y pronto se hubiera transformado
en tutor y lector, con deberes fijos que ocuparian la mayor parte de su tiem-
po. Era cierto que el equipo de investigacién del observatorio astronémico era
muy pobre; pero lo que realmente estaba en la mente de Hamilton, asi como en
la de los electores, no era la astronomia, sino un arreglo por el que Hamilton
pudiera continuar las investigaciones tedricas de las que el articulo sobre los
Sistemas de Rayos habia sido un glorioso comienzo.

Antes de aceptar sus nuevas responsabilidades, Hamilton realizé su prime-
ra visita a Inglaterra en compafiia del ingeniero y topégrafo Alexander Nimmo.
Su itinerario incluyé Lake District, donde tomé té con el poeta William Words-
worth y compartié parte de los poemas que habia escrito, puesto que desde
nifio habia manifestado un gran interés por la poesia. A lo largo de su vida se
relacion6 con escritores como Maria Edgeworth o Samuel Taylor Coleridge cu-
yas ideas filoséficas “kantianas” le influyeron en gran medida posteriormente.

De vuelta en su Catedra de Astronomia, Hamilton imparti6 un curso de
lecciones sobre astronomia. En estas, su costumbre era discutir las relaciones
de la astronomia con la ciencia fisica en general, con la metafisica y con todos
los campos relacionados del saber. Sus lecciones eran tan poéticas y tan cultas
que pronto atrajeron a audiencias enormes de profesores y visitantes, asi como
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a subgraduados. Cuando en 1831 se empez6 a hablar de su traslado a la catedra
de matemadticas, el Consejo insisti6 en que permaneciera donde estaba. Como
incentivo, el Consejo subié su pensién a 580 libras al afio y le dio permiso para
dedicar su investigacién principalmente a las matematicas.

En 1832, Hamilton anunci6 a la Academia Real Irlandesa un descubrimien-
to en Optica notable, que daba continuidad a su teoria de los sistemas de rayos.
Se sabia desde hacia algtin tiempo que ciertos cristales biaxiales, tales como el
topacio y la aragonita, daban lugar a dos rayos refractados, produciendo una
doble imagen. Agustin Fresnel habia elaborado las leyes de la refraccién doble.
Ahora Hamilton, investigando por su método general la ley de Fresnel, llegd
a concluir que en ciertos casos, un tinico rayo de luz incidente sobre un cristal
biaxial puede dar lugar no solamente a dos, sino a un ntimero infinito de ra-
yos refractados, formando un cono, y que en otros ciertos casos un tinico rayo
dentro de tal cristal emergeria de él como un cono diferente. Propuso, por con-
siguiente, partiendo de consideraciones tedricas, dos nuevas leyes de la luz,
que él llam¢ de refraccién cénica interna y externa. Pronto fueron verificadas
experimentalmente por su amigo Humphrey Lloyd, un fisico de Dublin. El ma-
tematico y fisico aleman Pliicker llegaria a escribirle una carta comentdndole:

“Ninguin experimento de fisica me habia causado nunca tanta impresion
... se trata de algo novedoso y sin parangén.”

En 1834, Hamilton, que entonces contaba con veintinueve afios, escribi6 a
su tio:

“Es mi propdsito y mi esperanza remodelar todo el conjunto de la dind-
mica, en el sentido mds extenso de la palabra, por medio de la idea de mi
funcidn caracteristica.”

Procedié entonces a aplicar este principio al movimiento de sistemas de cuer-
pos, y al afio siguiente expresé las ecuaciones del movimiento en una forma
que demostraba la dualidad entre las componentes del momento de un siste-
ma dindmico y las coordenadas de su posicién. Fue un siglo més tarde cuando
el desarrollo de la teoria cuantica permiti6 a fisicos y matemaéticos darse per-
fecta cuenta de la importancia de esta dualidad.

Durante la década de 1830, Hamilton tuvo una vida muy “agitada” tan-
to cientifica como personalmente. Estos fueron sus afios méds productivos, du-
rante los cuales trabaj6 en 6ptica, dindmica, y dlgebra de manera simulténea.
Durante esta década también llevé a cabo un estudio de filosofia, influenciado
por las ideas de S. T. Coleridge. Se dice de él que durante esta época su ener-
gia parecia inagotable, de forma que en ocasiones se le podia encontrar incluso
parapetado en la cubierta del observatorio. Desde el punto de vista personal,
Hamilton tuvo varias aventuras romanticas, pero hubo una en particular que
le marcé enormemente. Se enamoré perdidamente de una mujer llamada Cat-
herine Disney. Aunque la atraccién era mutua, la familia de Catherine la obligd
a casarse con otra persona y Hamilton estuvo a punto de suicidarse. Podemos
imaginar lo enamorado que debia estar y el dolor que debi6 ocasionarle este
hecho como para contemplar el suicidio como una solucién siendo una per-
sona tan abnegadamente religiosa como él era. Tras otro desengafio amoroso

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 10
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Hamilton y el Descubrimiento de los Cuaterniones José Manuel Sdnchez Mufioz

Hamilton comenzé a pensar que el matrimonio le serfa esquivo, y en su de-
sesperacion le propuso matrimonio a su tercera novia Helen Maria Bayly. Ella
provenia de una familia de la pequefia nobleza del Condado de Tipperary, don-
de habia vivido con su viuda madre en una pequefia granja. Al principio ella
rehusoé aceptar su proposicién de matrimonio, pero finalmente, acepto y la bo-
da tuvo lugar el 9 de abril de 1833. Escribiendo acerca de ella en una carta a un
amigo, Hamilton hacia notar su “extraordinaria timidez y delicadeza”. Estas
caracteristicas llegaron a agudizarse mas plenamente después del matrimonio.
Ademas ella pasaba largas épocas viviendo fuera del hogar junto a miembros
de la familia Bayly. En Mayo de 1834, naci6 el primer hijo del matrimonio Ha-
milton, bautizado con el nombre de William Edwin. El segundo hijo nacié casi
un afio después, bautizado como Archibald Henry, y finalmente la tinica hija
del matrimonio naceria en agosto de 1840, bautizada como Helen Eliza Amelia.

No se puede decir que el matrimonio de los Hamilton fuera una balsa de
aceite. A la ya de por si “complicada” personalidad de Helen, se unia el hecho
de su semi-invalidez debido a una enfermedad que habia sufrido en el verano
de 1832. Helen no era capaz de encargarse de las obligaciones domésticas y
fue poco a poco descuidando la atencién de su marido. Ademds en multitud
de ocasiones Helen abandonaba el hogar para pasar una temporada junto a
miembros de la familia Bayly, dejando a su marido en la mds completa sole-
dad a la suerte de unos incompetentes sirvientes. La personalidad de William
fue cambiando paulatinamente. La enérgica jovialidad elocuencia y entusias-
mo del pasado se fueron tornando en soledad, y William se fue convirtiendo
en una persona introspectiva, a menudo encerrandose en si mismo. Ademas
William comenz6 a descuidar su alimentacién y a contar con el alcohol como
compafiero inseparable.

Antes de hablar de lo que Hamilton con-
sideraria su obra maestra, cabe destacar bre-
vemente la cantidad de honores que recibié.
A los 30 afios desempefié un cargo impor-
tante en la Asociacion Britanica para el Pro-
greso de la Ciencia. La ceremonia ritual de
su investidura se celebr6 en Dublin en pre-
sencia del por entonces Gobernador de Ir-
landa quien le armé caballero tocdndole en
ambos hombros con la espada del Estado y
le dijo, “Arrodillaos, profesor Hamilton”, y
luego afiadid, “Alzaos, Sir William Rowan
Hamilton”. Esta fue una de las pocas ocasio-
nes en la que Hamilton no supo qué decir.
A los 30 afios fue nombrado PreSidente de  Retrato de Hamilton con el bastén de mando
la Real Academia Irlandesa, y a los 38 le fue de la presidencia de la Real Academia
asignada una pension vitalicia de 200 libras Irlandesa
al afio, concedida por el gobierno britanico,
siendo entonces Primer Ministro del Reino Unido Sir Robert Peel, quien sentia
poco afecto por Irlanda. Poco después de esto, Hamilton realiz6 su descubri-
miento capital, los cuaterniones. Un honor que le produjo una de sus mayores
satisfacciones ocurri6 al final de sus dias, cuando ya se hallaba en su lecho de
muerte, y se trata de su eleccién como primer miembro extranjero de la Aca-

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 11
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Hamilton y el Descubrimiento de los Cuaterniones José Manuel Sdnchez Mufioz

demia Nacional de Ciencias de los Estados Unidos, fundada durante la guerra
civil. Este honor fue concedido en reconocimiento por su obra sobre los cuater-
niones, que por alguna razén desconocida produjo entre los matematicos ame-
ricanos de aquel tiempo (sélo habia uno o dos, siendo el principal Benjamin
Peirce de Harvard) una conmocién mds profunda que las restantes matemati-
cas britanicas desde los Principia de Newton.

A lo largo de toda su vida, Hamilton se
dedicé a investigar en multitud de discipli-
nas. Cabe destacar que en el afio 1857, ven-
di6é por 25 libras los derechos de un jue-
go que denominé el “juego icosiano”, o el
“juego del viajero”, que consistia en conec-
tar mediante un camino simple los vértices Sello Irlandés conmemorativo del 200
de una ﬁgura formada por tres pentégonos aniversario del nacimiento de Hamilton
concéntricos encajados unos dentro de los (2005)
otros. Este juego serviria para desarrollar en
mayor medida la denominada Teoria de Grafos. Lo denominé de este modo,
porque en el siglo XVII era comtn en Europa proveer a los pueblos y ciudades
de productos diversos de distinta necesidad. El agente viajero o agente de ventas
llevaba un catdlogo consigo para realizar una ruta por diferentes lugares y re-
coger los pedidos ademads de para realizar la captacién de nuevos clientes. Se
procuraba que las rutas de estos agentes describieran un camino cuya longitud
fuera la minima posible con el fin de minimizar los gastos de establecimiento
y transporte. Esta clase de recorridos se denominan en Teoria de Grafos ciclos
hamiltonianos en su honor. El 5 de febrero de 1930, en un coloquio en Viena,
el matematico Karl Menger plante6 por primera vez el problema del agente
viajero en lenguaje matematico formal. Menger afirmaba que el problema de
determinar rutas de minima distancia entre dos localidades era una herramien-
ta para encontrar ciclos hamiltonianos de distancia minima.

En la Gltima parte de su vida, Hamilton se dedi-
6 casi exclusivamente a la elaboracién de los cuater-
niones (incluyendo sus aplicaciones a la dindmica, a
la astronomia, y a la teorfa de la luz) y a su volumi-
nosa correspondencia. Durante estos afios, Hamilton
se entregd a fantasfas romdnticas manteniendo una
secreta y prolongada correspondencia con Catherine
Disney, objeto a menudo de muchos de sus poemas,
de quien nunca dejé de estar enamorado. Los tltimos
afnos de su vida sufri¢ varios ataques de gota, segura-
mente agudizados por sus pésimos hdabitos alimenti-  Retrato de W.R. Hamilton
cios y su cada vez mayor problemética dependencia
del alcohol. Ademéds su situacién financiera en estos tltimos afios se fue dete-
riorando, llegando précticamente a un estado de ruina absoluta, en gran medi-
da causada segin se cuenta por su primogénito William Edwin. En el verano
de 1865, Hamilton enfermé seriamente. En vista del empeoramiento de su sa-
lud, Hamilton comenzé a trabajar en lo que seria su tltima obra Los Elementos
de los Cuaterniones, aunque desafortunadamente a finales de agosto la grave-
dad de su situacién le impidi6 finalizarla. Muri6 el 2 de septiembre. Aunque
segun los doctores, su alcoholismo no fue la causa fundamental de su muerte,
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no cabe duda que fue un problema constante a lo largo de sus tltimos afios de
deterioro. Una vez escribié:

“Desde hace mucho tiempo he admirado la descripcion que hace Ptolomeo
de su gran maestro astronémico Hiparco, como un hombre que amd el
trabajo y que amd la verdad. Serd mi epitafio.”

Como ejemplo de lo que debieron ser sus tltimos afios de vida, debemos
decir que tras su muerte, Hamilton habia dejado una enorme montafia de tra-
bajos en indescriptible confusién, y sesenta enormes libros manuscritos de fér-
mulas matematicas. El estado en que se hallaban todos estos manuscritos ates-
tiguan las dificultades domésticas con que tropezé en el tltimo tercio de su
vida. Entre las montafias de papeles fueron desenterrados platos con restos de
comidas. Durante este tiltimo periodo Hamilton vivié como un recluso, sin dar-
se cuenta de los alimentos que le servian mientras trabajaba, obsesionado por la
idea de que el dltimo tremendo esfuerzo de su genio magnifico inmortalizaria
a él y a su amada Irlanda, y dejaria para siempre inconmovible una contribu-
cién matematica a la ciencia como no habia tenido lugar desde los Principia de
Newton.

4. Fl Algebra de Hamilton

A finales de la década de 1820-30, Hamilton tenia la atenciéon centrada en
sus estudios de 6ptica; pero su amigo, el matematico John Thomas Graves, co-
menz6 a intercambiar correspondencia con Hamilton sobre ciertos problemas
sobre los fundamentos del dlgebra. Durante 1826 y 1827, Graves estuvo inmer-
so en construir una teoria sobre logaritmos de ntimeros negativos y complejos,
y a menudo se escribfa con Hamilton comentdndole sus progresos. En 1828,
Graves entregd una memoria sobre logaritmos imaginarios en la Royal Society,
que fue muy bien recibida por matemaéticos de la talla de George Peacock y
John Herschel, y publicada poco tiempo después gracias a la intermediacion
de Hamilton. Este episodio fue el comienzo del interés por parte de Hamilton
en los niimeros complejos.

Poco después, fue precisamente Graves quien recomendé a Hamilton la
lectura del recién publicado en 1828 Tratado sobre la representacién geométrica
de las raices cuadradas de cantidades negativas del matematico John Warren. En
este trabajo se describia la representaciéon de los niimeros complejos de Ar-
gand. Hamilton se sintié inmediatamente cautivado por la idea, de modo que
si se consideraban los ntimeros complejos como vectores del plano, entonces
las operaciones aritméticas elementales adquirfan una interpretacién geomé-
trica natural, de modo que la suma compleja resultaba equivalente a la suma
vectorial, y la multiplicacién compleja equivalente al producto de un vector por
un escalar mds la rotacién de dicho vector. Fue entonces cuando en Hamilton
surgi6é de forma natural la idea de intentar generalizar los ntimeros complejos
con el fin de representar rotaciones y movimientos de vectores en el espacio
tridimensional. Si esta generalizacién funcionaba, sin lugar a dudas los ntime-
ros complejos resultarian una herramienta potentisima para la formulacién de
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las leyes bésicas de la fisica con el fin de describir el movimiento de cuerpos
rigidos en el espacio.

En los afios inmediatamente posteriores a la lectura del Tratado de Warren,
Hamilton intenté por su parte llevar a cabo otras representaciones algebrai-
cas mas simples de los niimeros complejos, ya que los mateméticos del siglo
XVIII consideraban que la interpretacién geométrica de los ntimeros comple-
jos de Argand no era demasiado compatible con el paradigma tradicional del
dlgebra hasta la época. En la década de 1820-30, Hamilton habia descubier-
to (independientemente de Cauchy, que lo harfa en 1821), las ecuaciones de
Cauchy-Riemann y la representacién de una funcién de variables complejas
compuesta por dos funciones de variables reales. Hamilton llamaria a las ac-
tuales Ecuaciones de Cauchy-Riemann, Ecuaciones de Conjugacién, y a las dos
funciones reales, Funciones Conjugadas. Este descubrimiento le hizo considerar
que los niimeros complejos podian verse como pares ordenados, o “parejas” de
niimeros reales, y utiliz6 este concepto para investigar el problema de los lo-
garitmos imaginarios de Graves. Pero Hamilton tenia ahora que explicar coémo
estaban relacionadas estas parejas de niimeros con los niimeros reales.

A principios de la década de 1830-40, Hamilton comenzé a interesarse por
la filosofia de la mano fundamentalmente de Coleridge y Kant. Este interés se
tradujo en un cambio de perspectiva de la actividad cientifica de Hamilton.
En 1830 estudié concienzudamente los trabajos de George Berkeley y el fil6-
sofo croata Rudjer Boskovié. El siguiente afio leyé Ayudas a la reflexion de S.
T. Coleridge. En octubre de 1831, Hamiltén ley6 la Critica de la razén pura de
Inmmanuel Kant, que atin no habia sido traducida al inglés y que era una obra
bastante desconocida para los cientificos britdnicos de la época, y quedé tan
profundamente impresionado, que a partir de entonces su actividad cientifica
sufrié un punto de inflexién influenciada directamente por la obra del filésofo
aleman.

El 4 de noviembre de 1833, Hamilton presenté un articulo a la Real Aca-
demia Irlandesa con el nombre de Teoria de funciones conjugadas, o parejas alge-
braicas. En él, Hamilton definfa operaciones de suma y multiplicacién para las
parejas, y demostraba que el cuadrado de la pareja (0,1) es la pareja (—1,0),
de modo que (0, 1) debe considerarse como \/—1; defini6 las propiedades arit-
méticas bésicas para estas parejas, verificando que formaban un cuerpo®. Dos
afnos después, el 1 de junio de 1835, Hamilton presenté un segundo articulo a
la Real Academia Irlandesa, titulado Ensayo preliminar y elemental de dlgebra co-
mo ciencia del tiempo puro®. En éste, Hamilton consideraba la nocién de tiempo
como principio y fundamento de la unidad numérica, y comentaba:

“La idea de continuidad en la progresion de un momento de tiempo a otro
engloba la idea de una progresion continua, de manera semejante, en las
cantidades...la existencia de un niimero o de una razén a que es la raiz

2 En una carta fechada en 1837 dirigida a Wolfgang Bolyai, Gauss describfa que ya en 1831, el
afo en el que publicé su teoria sobre residuos bicuadraticos, habia tenido la idea de la represen-
tacién de los nimeros complejos como parejas ordenadas de niimeros reales. Hamilton, indepen-
dientemente por su parte, fue el primero que publicé la idea.

3 Este titulo tiene su origen en Kant pues los nimeros reales como tiempo son definidos como
la razén de la longitud de un segmento de recta sobre un segmento unidad. Kant pensaba que la
geometria pertenecia al espacio y la aritmética al tiempo.
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cuadrada exacta de todo niimero positivo propuesto o razén b.”

Siguiendo por este camino, y partiendo de la media proporcional de dos nu-
meros positivos, establece que:

n' n'? 12
sia > —;para -5 < bysia < i b, entonces a = Vb
Llega asf a la introduccién de a = Vb, esto es, de los ntimeros irracionales,
como una particién definida por dos sucesiones, p? y p]2-, tales que:

p% < b < b? con i,j=123...

Y no contintia desarrollando su teoria de los irracionales. Sélo le interesa de-
finirlos mediante los racionales. Ambos articulos fueron fundidos en uno maés
general publicado més tarde en 1837.

Hamilton fue el primer matemdtico en tratar los ntimeros complejos como
pares ordenados (sin obviar a Gauss puesto que no publicé sus avances), sin
embargo es importante comentar que el espiritu de su andlisis difiere tanto des-
de el punto de vista de los textos modernos, como de sus contempordneos en
Cambridge. La visiéon de los ntiimeros complejos de los algebristas de Cambrid-
ge consistia en reducir todo planteamiento a un mero sistema de reglas para la
manipulacién simbdlica carente de significado. Pero este enfoque era ajeno al
pensamiento de Hamilton. El consideraba el dlgebra fuertemente interconecta-
da con la fisica, donde la interpretaciéon geométrica de los niimeros complejos
cobraba sentido como realidad material del mundo que nos rodea. Hamilton
deseaba un enfoque del algebra como ciencia (un conjunto de verdades que
explicaran nuestra realidad fisica). Su ambicién en este sentido consistié en es-
tablecer una referencia objetiva para las ecuaciones del andlisis complejo. En
su esencia, Hamilton influenciado por Kant, reclama que la geometria debe
considerarse la ciencia del espacio, y de este modo, el dlgebra es la ciencia del
tiempo. Pero el desarrollo y avance de las investigaciones de Hamilton cami-
naban en contracorriente a la tendencia histérica establecida por los algebristas
britanicos de la época.

El punto de vista de Hamilton conllevaba grandes ventajas, la principal
desmarcarse de la tendencia establecida, lo que le llevé al tratamiento de los
nuimeros complejos desde un punto de vista puramente sintéctico y algebrai-
co, hecho que le llevaria descubrir los cuaterniones més adelante. Si se estd
interesado en resolver ecuaciones algebraicas, entonces los nimeros complejos
satisfardn nuestras necesidades. Sin embargo si se tiene un sentido desarrolla-
do de la geometria y de la interpretacion fisica del plano complejo, es natural
plantearse la analogia con el espacio tridimensional. Por otro lado, su concep-
cién del édlgebra como “ciencia del tiempo puro” (aparte de sus incuestiona-
bles repercusiones filoséficas), resultaban ser un fundamento inadecuado para
el dlgebra del siglo XIX. Hamilton tenia la creencia de que la naturaleza del
tiempo requeria que todas las operaciones fueran asociativas, y que la inversa
del producto siempre existiera. Pero estos requerimientos habian encorsetado
el desarrollo del dlgebra britanica. Desde un punto de vista retrospectivo, la ex-
ploracién de las nuevas estructuras algebraicas, necesitaban de una concepcién
mucho mas flexible.
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5. Los Cuaterniones

Teoria de las funciones conjugadas, o parejas algebraicas: con un ensayo preliminar
sobre el dlgebra como ciencia del tiempo puro, puede ser considerada como el pri-
mer intento de Hamilton de encontrar un algebra que englobara un conjunto
de axiomas basados en el “orden y progresién continua, o, del tiempo puro”.
Algunos puntos de este trabajo ya habian sido presentados a la Real Academia
Irlandesa en 1833, pero el tratado completo no fue publicado hasta 1837. El tra-
bajo se divide en tres partes, 5 paginas de Observaciones Generales Introductorias,
95 péginas de Ensayo de dlgebra como ciencia del tiempo puro, y 29 péginas de Teo-
ria de funciones conjugadas, o parejas algebraicas. Hamilton finaliza su trabajo con
la afirmacion:

“...el autor espera publicar mds adelante muchas aplicaciones sobre este
aspecto; especialmente sobre Ecuaciones e Integrales, y sobre la Teoria de
Tripletas...”

Las tripletas a las que hacia referencia eran ntimeros hipercomplejos refe-
ridos al espacio tridimensional del mismo modo que los ntiimeros complejos
se referian al espacio de dos dimensiones. Su deseo fue finalmente satisfecho
en 1843, con la aparicién de los cuaterniones como ntimeros hipercomplejos de
cuatro ndmeros, tras una larga e infructuosa btsqueda de las tripletas.

Por analogia con los ntimeros complejos, al principio Hamilton consideré
sus tripletas con la expresion a + bi + cj, donde a4, b, y ¢ eran niimeros reales, y
i> = j> = —1. La suma de estas expresiones no presentaba ninguna dificultad;
estas eran sumadas, sumando cada uno de los coeficientes “escalares” de cada
una de las unidades i y j del siguiente modo:

(a+bi+cj)+ (@ +Vi+j)=(a+d)+ (b+b)i+(c+)j

Pero Hamilton, se topé con una dificultad seria al intentar definir el pro-
ducto de tripletas, ya que estas no guardaban las propiedades comunes de los
ntmeros complejos. El médulo de un ntimero complejo a + bi resulta a? + b?,
de manera que el producto del médulo de dos niimeros complejos resulta ser
el médulo del producto de los dos nimeros (lo que Hamilton denominé ley de
los médulos). Pero al considerar el cuadrado de una tripleta, Hamilton se encon-
traba con lo siguiente:

(a4 bi+cj)? = a®> — b* — ¢® + 2abi + 2acj + 2bcij
cuyo cuadrado del médulo resultaba:

(a® — b* — ¢*)* + (2ab)* + (2ac)? + (2bc)? = (a* + b* + c*)? + (2bc)?

La ley de médulos no se satisfacia a menos que los términos ij fueran sim-
plificados de la expansi6n de (4 + b + ¢?)2. El término debe o bien suprimir-
se estableciendo ij = 0, o incluyéndolo en alguno de los otros tres términos.
Hamilton consideraba que establecer ij = 0 no resultaba “suficientemente”
correcto:
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“Por momentos me he visto tentado en considerar ij = 0. Pero me resulta
extrafio e incémodo, y me percaté de que la misma supresion del término no
deseado, podria obtenerse asumiendo algo que me parecia menos violento,
es decir que ji = —ij. De este modo consideré que ij = k, ji = —k,
reservidndome la consideracion de si k era nulo o no.”

Su pensamiento aqui es que, si el orden del producto es escrupulosamente
respetado, hay en realidad dos términos involucrados en el producto de i y j,
es decir, que 2bcij deberia ser escrito como be(ij + ji). La ley de médulos podria
satisfacerse facilmente asumiendo que ij + ji = 0, sin considerar separadamen-
te ni ij ni ji nulos.

El siguiente paso a dar era el de generalizar el producto de tripletas. Bajo la
consideracién de que ij = —ji = k, Hamilton calculo el producto:

(a+bi+cj)(x+yi+zj) = (ax —by —cz) + (ay + bx)i+ (az+cx)j+ (bz — cy)k

Considerando k = 0, Hamilton nuevamente se preguntaba si la ley de mo-
dulos era satisfecha. Es decir si la ecuacion:

(a® 4+ 0% + ) (22 + y* + 2%) = (ax — by — cz)® + (ay + bx)? + (az + cx)?

era satisfecha. La respuesta es claramente que no; el lado izquierdo de la igual-
dad es superior al derecho en el término (bz — cy)?, que es el cuadrado del
coeficiente de k en la expansién del producto. Por lo tanto, la asuncién de que
k = 0 no era sostenible. Sin embargo, si se consideraba k # 0, no se satisfa-
cfa enteramente porque el producto de dos tripletas debiera ser otra tripleta, y
el producto indicado contenia cuatro términos en lugar de tres. Durante prac-
ticamente diez afios Hamilton fue incapaz de avanzar en este sentido. Cada
mafana en el desayuno, sus hijos que en cierto modo participaban con afecto
en las esperanzas y los desengarios de su padre a medida que las investigacio-
nes tenian lugar, le preguntaban:

“Bueno Papd, ;puedes ya multiplicar las tripletas?.”
a lo que Hamilton respondia sacudiendo tristemente la cabeza:
“No. Por ahora sélo puedo sumarlas y restarlas.”

Sin embargo, algo extraordinario iba a suceder mientras paseaba como de
costumbre con su mujer por el Canal Real en Dublin el 16 de octubre de 1843.
De pronto en un acto de revelacién, Hamilton se dio cuenta de que todas sus
dificultades podian verse superadas simplemente con la consideracién de to-
mar cuatro términos en lugar de tres, es decir, si tomaba k como una tercera
unidad imaginaria afiadida a 7 y j. Hamilton describe este hecho quince afios
después en una carta a uno de sus hijos:

“Mafiana serd el decimoquinto cumpleafios de los cuaterniones. Surgie-
ron a la vida, o a la luz, ya crecidos, el 16 de octubre de 1843, cuando
me encontraba caminando con la Sra. Hamilton hacia Dublin, y llegamos
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al Puente de Broughman. Es decir, entonces y ahi, cerré el circuito gal-
vdnico del pensamiento y las chispas que cayeron fueron las ecuaciones
fundamentales entre i, j, k; exactamente como las he usado desde enton-
ces. Saqué, en ese momento, una libreta de bolsillo, que todavia existe, e
hice una anotacién, sobre la cual, en ese mismo preciso momento, senti
que posiblemente seria valioso el extender mi labor por al menos los diez (o
podian ser quince) afios por venir. Es justo decir que esto sucedia porque
senti, en ese momento, que un problema habia sido resuelto, un deseo in-
telectual aliviado, deseo que me habia perseguido por lo menos los quince
afios anteriores. No pude resistir el impulso de coger mi navaja y grabar en
una piedra del Puente Brougham la férmula fundamental con los simbolos
i,j, k:
==k =ik=-1

que contenian la solucién del Problema, que desde entonces sobrevive como
inscripcion.”

Hamilton denominé a estas nuevas expresiones cuaterniones, o niimeros cua-
ternios. Son ndmeros hipercomplejos de la forma q = a + bi + cj + dk, donde g,
b, ¢ y d son ntiimeros reales, e i, j y k satisfacen la relacién 2 = j2 =k = —1.
Habiendo asumido que i> = j2 = —1y que k = ij = —ji, parecia claro para
Hamilton que:

K= (i) (i) = = (ji) (if) = —ji*j = = 1

Para comprobar la ley de médulos, todavia necesitaba valores para ik y kj. No
estando seguro atin de que la propiedad asociativa se cumpliera en los cuater-
niones, Hamilton concluyé:

“...tenemos probablemente que ik = —j, porque ik = iij, y i> = —1; de
este modo podemos esperar encontrar que kj = ijj = —i.”

La propiedad asociativa le habria proporcionado el valor para ki, de modo
ki = (—ji)i = —ji* = (—j)(—1) = j. Pero Hamilt6n prefiri6 argumentarlo del

siguiente modo:

“...de ella consideré que resultaba que ki = j, jk = i, porque parecia
evidente que si ji = —ij, deberiamos tener también que kj = —jk, ik =
—ki.”

Resumiendo las “asunciones” del producto (como Hamilton las llamaba)
para los cuaterniones resulta:

P=P2=K=-1, ij=—ji=k jk=—-ki=i, ki=—ik=]j.

Obsérvese, que para dos cuaterniones g y ¢’, en general no es igual el pro-
ducto g4’ que el de 4'q. El nuevo algebra de los cuaterniones obedece las propie-
dades fundamentales de la aritmética tradicional a excepcion de la propiedad
conmutativa. La aceptacién del dlgebra no conmutativa puede ser considerado
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un destello de su genialidad. Para Hamilton debié resultar bastante compli-
cado ir en contra de la tendencia establecida por los algebristas de su época,
muy similar al que debieron sufrir los fundadores de las geometrias no eucli-
deas (Bolyai y Lobachevsky fundamentalmente) al considerar abstraerse del
conservadurismo geométrico reinante durante mas de dos milenios, y romper
con el quinto postulado de las paralelas. Hamilton debi6 realizar el sacrificio
de renunciar a la propiedad conmutativa, lo que daria lugar a la eclosién de
las nuevas 4lgebras donde esta propiedad no era necesaria. De hecho, duran-
te los tres meses siguientes a la aparicién de los cuaterniones de Hamilton,
John Thomas Graves realiz6 en 1843 un estudio (aunque no lo publicé) sobre
los octoniones*, que formaban un 4lgebra 8-dimensional, donde el producto no
satisfacia ni la propiedad conmutativa ni la propiedad asociativa.

Placa en el Puente de Brougham Sello irlandés conmemorativo
de la Serie Europa (1983)

Hamilton estaba absolutamente convencido de que los cuaterniones se con-
vertirian en la herramienta precisa con la que poder describir la realidad de
espacio fisico y el tiempo. De modo que el tiempo es un escalar, y los puntos
de espacio estan definidos por las tres coordenadas reales. A fin de especificar
la operacion necesaria para convertir un vector en otro en el espacio, era nece-
sario conocer cuatro ntimeros, la relacion entre la longitud de un vector y otro,
el angulo entre ellos, el nodo, y la inclinacién del plano en el que estos vectores
se encuentran.

Durante los altimos 22 afos de su vida, la
carrera cientifica de Hamilton se centré casi de
manera exclusiva en el desarrollo de los cua-
terniones, aplicindolos a la dindmica, astrono-
mia y la teorfa de la luz. Fueron afios prepon-
deradamente tristes y solitarios, debido a en-
fermedades frecuentes y a las ausencias de su

; - / . Sellos irlandeses conmemorativos del
esposa. A finales del afio 1865, se habian publi-  centenario del descubrimiento de los

cado casi 150 articulos sobre el asunto, 109 de Cuaterniones (1943)
ellos de la mano de Hamilton. Diez afios des-

pués de su descubrimiento, Hamilton public6 sus Lecciones sobre Cuaterniones,
un trabajo de 736 pdginas con un Prefacio adicional de 64 paginas. El libro en
cierto modo resulté dificil de entender por los matemaéticos de la época, hasta
el punto de que un colega escribi6 a Hamilton:

4 Cabe destacar que el matemético Arthur Cayley fue el primero en publicar sobre ellos en 1845,
por lo que también son denominados niimeros de Cayley.
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“Lleva mds de un afio leerlo, y casi una vida comprenderlo.”

A peticién de algunos amigos, Hamilton comenz6 a escribir una introduc-
cién a los cuaterniones con ejemplos y problemas; pero una vez mds su excesiva
verborrea le llevo a escribir Los Elementos de los Cuaterniones, editado de manera
postuma por el primogénito de Hamilton, que resultaria incluso més extenso
que Lecciones (762 paginas impresas).

6. Vectores y Cuaterniones

Ya comentamos en nuestra introduccién la importancia
de los trabajos del alemdn Hermann G. Grassmann en el
desarrollo de las nuevas édlgebras que estaban por venir en
la segunda mitad del siglo XIX. Después de proponer en su
Ausdehnungslehre nuevas bases para todas las matematicas,
comenzando con definiciones de naturaleza mds bien filo-
séfica, Grassmann demostr6 que si la geometria se hubiese
expresado en forma algebraica como él proponia, el nimero
tres no hubiese desempefiado el papel preponderante que Hermann G.
hoy dia tiene como ntimero que expresa el espacio que nos Grassmann
rodea; de hecho, el ntimero de posibles dimensiones de interés para la geome-
tria es ilimitado. Grassmann no pudo formalizar su trabajo ya que en aquel
momento no existia un lenguaje algebraico adecuado donde sus ideas pudie-
ran ser plasmadas. Sin embargo, su dlgebra lineal fue comprendida y recono-
cida finalmente alrededor de 1920, cuando Hermann Weyl y otros publicaron
su definicién formal que ya habia sido estudiada y formulada 30 afios atras
por el matematico italiano Giusseppe Peano (1858-1932). Grassmann desarro-
116 la teoria de la independencia lineal de modo extraordinariamente similar
a la presentaciéon que hoy dia podemos encontrar en los textos modernos de
algebra lineal. Defini6 la nocién de subespacio, independencia, longitud, des-
doblamiento, dimensién, unién e interseccién de subespacios, y proyecciéon de
elementos en los subespacios. Fue a principios del siglo XX cuando los traba-
jos de Grassmann comenzaron a ser considerados y valorados. Sin embargo
a pesar de ello tuvo algunos incondicionales como su compatriota Hermann
Hankel (1839-1873), que escribié Theorie der complexen Zahlensysteme und ihre
Functionen en 1867, donde llevé a cabo una clara y concisa comparacién des-
de el punto de la notacién del calculo cuaterniénico con el grassmaniano. De
hecho, previamente el propio Grassmann encontré una forma de reducir su
célculo al formalismo de los cuaterniones.

El trabajo de Grassmann consistié fundamentalmente en una generaliza-
cién del actual producto vectorial, de ahi su valor. Grassmann se guié de su in-
tuicién geométrica, definiendo un nuevo producto que en la actualidad se de-
nomina producto exterior (ab = a A b) que él denominaba producto escalén, rela-
cionado intimamente con el actual producto vectorial, pero sin la restriccién de
una dimensionalidad fija de éste. Debido a un actual abuso de la notacién, al-
gunos docentes y profesores expresan erréneamente el producto vectorial con
el simbolo A, a pesar de que conceptualmente son diferentes en origen y for-
mulacioén, ya que el producto exterior es asociativo, mientras que el producto

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 20
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Hamilton y el Descubrimiento de los Cuaterniones José Manuel Sdnchez Mufioz

vectorial o producto cruz no lo es al ser un algebra de Lie.

El descubrimiento de los cuaterniones
nunca colmaron las expectativas que Ha-
milton habia depositado en ellos con el fin
de crear un lenguaje matematico aplicable
a la realidad fisica. Sin embargo, Hamilton
cont6 con un ingente ntimero de defenso-
res a ultranza en favor de la utilizacién de
los cuaterniones en el desarrollo de la fisica.
Entre ellos caben destacar a los fisicos esco-
ceses Peter Guthrie Tait (1831-1901) y James
Clerk Maxwell (1831-1879), aunque este tiltimo, mds que defender el uso de los
cuaterniones, defendié su metodologia como acercamiento de la realidad fisi-
ca. De hecho, Tait escribié Tratado Elemental sobre Cuaterniones en 1867, en el
que reclamaba la importancia de los cuaterniones en la fisica. El tratado de
Tait, contenia equivalencias con las operaciones modernas del producto esca-
lar y vectorial de vectores, aunque desarrolladas en notacién cuaterniona. En
particular, especificaba que S.af = —TaTBcos6, donde T es la longitud del
vector y 0 es el dngulo entre a y , y entonces V.af = TaTBsen® -y donde
es el vector unitario perpendicular a ambos a y .

Peter Guthrie Tait  James Clerk Maxwell

Por su parte Maxwell, en su Tratado sobre Electricidad y Magnetismo, tam-
bién defendi6 en cierto modo las ideas de Hamilton. Su principal propdsito era
evitar explicitamente las coordenadas cartesianas, y fijar su estudio desde un
punto del espacio en lugar de en tres coordenadas, y considerar la magnitud
y direccién de una fuerza en lugar de sus tres componentes. Maxwell expres6
sus resultados tanto en la forma de coordenadas como en la forma cuaterniona.
En los preliminares de la segunda edicién de su tratado comentaba:

“Pero atin por muchos propdsitos del razonamiento fisico, para diferenciar-
lo del cdlculo, es deseable evitar explicitamente el uso de las Coordenadas
Cartesianas y fijar la atencién en un punto del espacio en lugar de en sus
coordenadas, y en la magnitud y direccién (de la fuerza) en lugar de en
sus tres componentes. Esta forma de comprender geométrica y fisicamente
magnitudes es mds primaria y natural que la otra, aunque las ideas conec-
tadas a ésta no encontraron su completo desarrollo hasta que Hamilton dio
un gran salto en el tratamiento del espacio, mediante el invento del Cdlcu-
lo de los Cuaterniones. (...) Ya que los métodos de Descartes son todavia
aquellos con los que los estudiantes de ciencias estdn mds familiarizados,
ademds de ser los mds iitiles para realizar cdlculos, por lo que expresamos
todos nuestros resultados en la forma cartesiana. Estoy convencido, sin
embargo, que la introduccion de las ideas y métodos de los Cuaterniones,
serd de un gran uso para el estudio de todas las partes de nuestra materia,
y especialmente de la electrodindmica, donde tenemos que tratar con un
gran miimero de magnitudes fisicas, y las relaciones entre ellas pueden ser
expresadas de forma muy simple haciendo uso del método de Hamilton, en
lugar de las ecuaciones de costumbre. (...) 11. Una de las caracteristicas
mds importantes del método de Hamilton, es la divisién de las magnitudes
en Escalares y Vectores.”
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Pero Maxwell no estaba de acuerdo con el Célculo desarrollado por Hamilton,
y llevé a cabo una critica directa de la existencia en la constitucién de los cua-
terniones de dos partes no homogéneas, una parte escalar y una parte vectorial
(geométrica). De ahi su aceptacién de las ideas vinculadas con esta teoria pero
su rechazo de sus métodos de célculo.

El primer intento por llevar a cabo una transicion des-
de el método de los cuaterniones hacia lo que actualmente
denominamos andlisis vectorial, fue llevado a cabo por el ma-
tematico William Kingdom Clifford (1845-1879). Hoy dia es
ampliamente conocido por sus dlgebras de Clifford, un tipo de
dlgebra asociativa que generaliza al cuerpo de los nimeros
complejos y a los cuaterniones de Hamilton. Un resultado
posterior, los octoniones (bicuaterniones), es ahora conocido
como espacio de Clifford-Klein y es empleado para el estu-
dio de movimientos en espacios no euclidianos y en ciertas
superficies. En su Elementos de Dindmica publicado en 1878,
introdujo el producto vectorial, practicamente tal y como hoy lo conocemos,
aunque s6lo un refinamiento posterior de la teorfa de determinantes acab6 de
darle la forma, esto es:

William K. Clifford

ik
C=AxB=|A, A, A
Bx By BZ

También introdujo la nocién de producto geométrico, que funde los productos
escalar y exterior en un solo objeto mediante las dlgebras que hoy se nombran
en su honor. Dicho producto es muy similar al producto de cuaterniones pero
no estd restringido a 4 dimensiones. Vale:

ab=a-b+aANb

Clifford, revel6 la importancia del uso de métodos vectoriales en detrimento
de los cuaterniones cuyo uso era demasiado limitado. De este modo sus con-
sideraciones para establecer un nuevo producto son fundamentalmente geo-
métricas. Clifford interpretd el drea de un paralelogramo como generada por
el movimiento de un vector ab sobre un vector ac, definiendo asi el produc-
to vectorial, cuyo resultado es un vector de longitud (ab - ac) sen bac y cuya
direccién depende del sentido de recorrido. Por otro lado el examen de un vo-
lumen construido en torno a la transicion de ab (el cual representa ahora un
drea) a lo largo de ac, determina el segundo producto, el producto escalar, co-
mo la magnitud (ab - ac) cos bac. Esas dos multiplicaciones son evidentemente
equivalentes a las que se obtienen con los cuaterniones (de hecho, no es total-
mente un azar si las notaciones empleadas son similares), pero, y es la gran
diferencia con Maxwell, Clifford se deshace del poco atrayente manejo de los
cuaterniones para considerar productos de dos vectores de manera separada,
lo que no hacian los cientificos anteriores quienes veian en ellos las dos partes
de un mismo y tinico producto.
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A finales del siglo XIX se realizaron al-
gunos descubrimientos fisicos debido a la
aparicién de los cuaterniones. Pero una pe-
queiia revoluciéon matemadtica estaba a pun-
to de hacer apariciéon de la mano (de for-
ma independiente) del matemético ameri-
cano Josiah Williard Gibbs (1839-1925) de la
Universidad de Yale, y del matematico in-
glés Oliver Heaviside (1850-1925). Ambos  Josish Williard Gibbs ~ Oliver Heaviside
publicaron sus trabajos en los afios 1881 y
1882 respectivamente. Heaviside particip6 de forma activa en la extension de
las ecuaciones de campo de Maxwell y proporcioné algunas de las primeras
soluciones completas. En el estudio del electromagnetismo, Maxwell habia uti-
lizado los cuaterniones, pero de un modo muy simplificado. Para los prop6-
sitos pedagoégicos y sistematizadores de Heaviside esto no era suficiente, por
lo que elaboré el analisis vectorial como un élgebra independiente, formulada
en el capitulo III de Teoria del Electromagnetismo del mismo modo que hoy dia
sigue siendo la forma actual, donde se encuentran las razones de su rechazo a
la teoria cuaterniona, razén por la que en multitud de ocasiones mantuvo po-
lémicos enfrentamientos con P. G. Tait. Paralelamente al trabajo de Heaviside,
Gibbs desarroll6 un célculo simbélico separando las partes vectorial y escalar
de los cuaterniones. A diferencia de Heaviside, su claridad y rigor matemati-
co llevé a dar un impulso a los métodos de éste. En particular, por ejemplo,
desarrolld la teoria del operador nabla, en su expresién actual, con todas sus
matrices, esto es, rotacional, divergencia, gradiente e identidades. Utilizando
s6lo la porcién vectorial de un cuaternién para representar cantidades fisicas,
es decir, u = bi + cj + dk, desarrollé un nuevo sistema tridimensional denomi-
nado andlisis vectorial. En lugar de hacer uso del producto de los cuaterniones
de Hamilton, introdujo dos nuevos tipos de multiplicacién; por un lado, el pro-
ducto escalar de v = bi + ¢j+ dk y v’ = V'i + ¢'j + d'k, definido por:

v-v' =bb' +c +dd
y el producto vectorial dado por:

v x v = (cd —d)i+ (db' —V'd)j+ (bc" —V'c)k.

A pesar de la defensa a ultranza de los cuaterniones por parte de los segui-
dores de Hamilton, finalmente las teorias vectoriales de Gibbs y Heaviside se
impusieron, gracias sobre todo a los desarrollos refinados del dlgebra y la teoria
de determinantes, que hizo que el anélisis vectorial fuera tomando cuerpo co-
mo entidad independiente, no sin antes dejar algtin enfrentamiento dramatico
con los cuaternionistas liderados fundamentalmente por Tait, que se negaban a
reconocer la utilidad practica de la nueva estructura creada. Sin embargo, tras
la publicacién de Andlisis Vectorial de Gibbs en 1901 (su publicacién de 1881 se
realiz6 de forma privada a modo de libro de texto para sus estudiantes), y la
publicacién de los nuevos tratados sobre electromagnetismo en lenguaje vecto-
rial, los cuaterniones fueron progresivamente reemplazados. En cierto modo,
el origen del mismo analisis vectorial quedé envuelto en un poderoso lenguaje
matemadtico autoconsistente del que quedaron las unidades imaginarias, sino
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(quién jamads sintié curiosidad por saber de donde salian las letras i, j, k del
determinante formal que permite calcular el producto vectorial?.

7. Lasemilla de Hamilton

En el afio 1900, el matematico Alfred

North Whitehead (1861-1947) consider6
que si bien toda la fisica hasta entonces co-
nocida podia ser tratada por los métodos
del algebra ordinaria, era posible que pu-
dieran aparecer algiin dfa nuevos campos
en la fisica para los cuales el dlgebra no con-
mutativa serfa la tnica representacién na-
tural. En aquel mismo afio comenzé el ca-  Alfred N. Whitehead ~ Max Planck
mino hacia la realizacién de esta conjetura.
Max Planck (1858-1947) introdujo el cuanto /, el comienzo de la teoria cudntica.
Ahora bien, & es un cuanto de accién, y la accién era un concepto central en el
sistema de la dindmica de Hamilton. Asi, las ideas de Hamilton sobre dindmica
comenzaron a aparecer en primer plano, aunque muy lentamente.

La buena semilla siguié creciendo, sin embargo. El des-
cubrimiento de la relatividad especial trajo los cuaterniones
al primer plano, porque Arthur Cayley (1821-1895), de la
Universidad de Cambridge, habfa demostrado en 1854 que
los cuaterniones podian ser aplicados a la representacién de
rotaciones en un espacio de cuatro dimensiones. Su resul-
tado produjo una expresién particularmente elegante de la
transformacion mds general de Lorentz. Por otra parte los
nuevos descubrimientos subrayaron de nuevo la importan- Arthur Cayley
cia de la accién, que preserva su forma en diferentes siste-
mas de referencia y es, por tanto, fundamental en la fisica de la relatividad.

Mientras tanto, las in-
vestigaciones en la teoria
cudntica ponian de mani-
fiesto las concepciones di-
ndmicas que Hamilton te-
nia. Y en 1925 el otro as-
pecto de su trabajo, su &l-
gebra no conmutativa, fue
introducida en la teoria  Werner Heisemberg Max Born Pascual Jordan
cuantica por Werner Hei-
senberg (1901-1976), Max Born (1882-1970) y Pascual Jordan (1902-1980), de-
mostrando que las ecuaciones hamiltonianas de la dindmica eran también vali-
das en teoria cuantica, de modo que los simbolos que representaban las coorde-
nadas y los momentos en la dindmica cldsica fueron interpretados como ope-
radores cuyos productos no conmutaban.

El tiempo dio la razén a la intuicién que Hamilton tenia sobre la duali-
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dad entre las coordenadas generalizadas y los momentos generalizados. Esto
vino a ser demostrado de una forma sorprendente en 1927, cuando Heisenberg
descubrié el Principio de Indeterminacién, que se enuncia comtinmente de esta
forma:

“Cuanto mds exactamente son determinadas las coordenadas de una par-
ticula, menos exactamente puede ser conocido su momento, y reciproca-
mente, siendo el producto de las dos indeterminaciones del orden de la

constante de Plank h.”
' )
Y

Wolfgang E. Pauli Arthur Conway Paul A.M. Dirac

Las investigaciones en
mecanica cudantica tuvie-
ron la tendencia general
de considerar las matrices
en lugar de los cuaternios
como el tipo de 4lgebra no
conmutativa que mejor se
adaptaba a sus problemas;
pero las férmulas origina-
les de Hamilton continua-
ban apareciendo. Asi, “las
matrices de spin”, de Wolfgang Erns Pauli (1900-1958), de las que depende la
teoria de las refracciones y momentos angulares de la mecanica cudntica, son
simplemente las tres unidades de los cuaterniones de Hamilton, i, j, k. Art-
hur Conway (1875-1950) demostré que los métodos de los cuaterniones po-
dian ser utilizados para explicar la teoria del giro del electréon propuesta por
Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984).
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Resumen

Este articulo ofrece en su tltima seccién, una traduccién comentada
de la memoria que Niels Henrik Abel public6 en 1824, para demostrar
la imposibilidad de resolver la ecuacién de quinto grado mediante radi-
cales (Teorema de Abel-Ruffini). Ademads se ofrece una visién general de
las dificultades que debi6 sufrir a lo largo de su vida, anhelando siempre
un puesto de privilegio entre la comunidad cientifica de su tiempo, que
sistematicamente le negé el lugar que la historia de la matemdtica acab6
reservandole.

Palabras Clave: Abel, Quintica, ecuaciones algebraicas, método de los ra-
dicales.

1. Introduccion

Alolargo de la historia, fueron muchos los que intentaron resolver las ecua-
ciones de grado cinco y superior por métodos de radicales, al igual que se habia
llegado previamente a esta solucién para la cuadrética, ctibica y bicuadratica.
Pero todos y cada uno de ellos lamentablemente desconocian que este logro
era imposible de lograr. Ya Carl Friedrich Gauss (1777-1855) en su Disquisi-
tiones Arithmeticae (1799) habia “intuido” esta posibilidad, aunque no ofrecié
demostracién alguna. Haciendo uso de los trabajos sobre “permutaciones” de
Joseph Louis Lagrange ( 1736-1813), Paolo Ruffini (1765-1822), fue el primero
en acertar con la estrategia utilizada para demostrar que las ecuaciones poli-
némicas de grado superior al cuarto son irresolubles por radicales, problema
que permanecia abierto desde el siglo XVI y que seria finalmente resuelto por


http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE/
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el francés “alma gemela”l de Abel, Evariste Galois (1811-1832). Lamentable-
mente el trabajo de Ruffini no fue del todo aceptado por los matematicos del
momento, quizds debido a la todavia “en pafiales” teoria de las permutaciones
de Lagrange o quizds por la negacién a la aceptacion de la imposibilidad de
resolver algunas ecuaciones mediante radicales. El caso es que estudios poste-
riores confirmaron que habia una pequefia laguna en los trabajos de Ruffini, lo
que hacia de su demostracién insuficiente.

El ataque definitivo del problema se llevaria a cabo desde las gélidas tierras
noruegas, donde el joven matematico Abel (con tan s6lo 21 afios) demostraria
definitivamente esta imposibilidad de resolver la ecuacién de grado cinco por
métodos radicales, y lo que resulta evidente debido al aislamiento de Noruega
a principios del siglo XIX, de forma independiente a los resultados obtenidos
por Ruffini. Abel basé principalmente su estrategia y esfuerzos en los resulta-
dos sobre permutaciones obtenidos por Lagrange y por una figura admirada y
a la vez en cierto modo odiada (méas adelante en la breve biografia de Abel el
lector sabra por qué digo esto) como Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Cabe
destacar que el trabajo en cuestion de Cauchy sobre permutaciones (1815) es-
taba basado fundamentalmente en los trabajos de Ruffini, sin embargo éste le
fue ajeno a Abel, quien desconocia en 1824, afio en el que preparé su memoria,
los trabajos del ilustre italiano.

2. Niels Henrik Abel (1802-1829)

Sobre la vida y obra de Niels Henrik Abel se ha
escrito una gran cantidad de bibliografia. Casi toda,
por no decir la totalidad, coincide en una misma afir-
macion, que Abel ha sido el matemaético escandinavo
mas brillante de la historia. Su vida presenta todos los
ingredientes de un melodrama; la pobreza de un ge-
nio que muere consumido en su barrio natal, mien-
tras que egoistas académicos le niegan un lugar pri-
vilegiado entre ellos que tanto necesitaba y merecia.
Desafortunadamente, estos mismos académicos s6lo
fueron capaces de rectificar la injusticia cometida con
él cuando ya era demasiado tarde, el cuerpo y el genio
de Abel se habian ido apagando poco a poco, victimas
de la incomprensién y la tuberculosis.

Niels Henrik Abel

Seren Georg Abel, parroco luterano de una pequefia isla de la ciudad de
Stavenger llamada Finney, en la costa sudoccidental noruega, era un ambicio-
so tedlogo educado en la Universidad de Copenhage; su mujer, Anne Marie
Simonsen, era la hija de Niels Henrik Saxild Simonsen, un mercader de Riser,
duefio de una flota de barcos. Su segundo hijo Niels Henrik, nacié el 5 de Agos-

! Podemos considerar que las vidas de ambos tuvieron una particular similitud. Ambos sufrie-
ron una genialidad incomprendida para los conservadores canones de la época que les tocé vivir.
Ambos murieron jévenes, sin darles tiempo a disfrutar de un futuro mas prometedor, acorde a los
resultados que fueron capaces de alcanzar. Juntos sentaron las bases del nacimiento del algebra
moderna, y sin embargo, nunca fueron suficientemente reconocidos en vida.
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to de 1802. Fue el segundo de siete hermanos (seis nifios y una nifia). Cuando
Niels tenfa s6lo un afio de edad, su padre fue designado pastor de un lugar
llamado Gjerstad cerca de Risgr. Aquellos primeros afios fueron tiempos difici-
les, dado que Noruega pasaba por un época critica para su desarrollo politico
y econémico.

En el pafs dominaba la po-
breza, el hambre, y la carestia.
Antes en 1789 habia comenzado
la Revolucién francesa, y afios
mas tarde, el gran conquistador
Napoleén en el apogeo maximo
de su poder e influencia sobre
Europa, habia forzado a Norue-
ga a la unién politica con Di-
namarca, y aunque ambas na-
ciones pretendieron ser neutra-
les en el transcurso de las gue-
rras que se desencadenaron, su-
frieron un fuerte ataque naval de Inglaterra en Copenhague (1801), y un blo-
queo de la costa noruega en 1807, ademds de tener que afrontar posteriormen-
te un enfrentamiento militar con Suecia (1813). Tras las guerras napolednicas,
dado que los noruegos habian realizado varios intentos de independizarse de
Dinamarca sin éxito, su padre, un profundo nacionalista, y habida cuenta de
su actividad politica , fue considerado para ser elegido miembro en el cuerpo
legislativo del Storting o Parlamento Noruego, encargado en 1814 de reescribir
la constitucién noruega con el fin de disolver la unién con Dinamarca y pactar
la anexién a Suecia, monarquia bajo el reinado de Carlos XIII.

Iglesia de Gjerstad. Foto tomada en torno a 1890-1895

Unos afos antes, Seren, que
era un intelectual que lefa con
asiduidad a Voltaire, habia pro-
movido campafias de alfabeti-
zacién y vacunacién en la No-
ruega rural. También promovié
la fundacién de la primera Uni-
versidad noruega en Cristiania®
que tuvo lugar en 1811, la cual
se pudo crear al proveerse de un
cuerpo docente constituido por Cristiania en julio de 1814
los mejores maestros de la Es- Pintura de Margrethe Kristine Tholstrup
cuela Catedralicia de Cristiania
(existente desde la Edad Media), inaugurando la docencia universitaria en
1813. Pero Noruega estaba inmersa en una profunda crisis, y el padre de Abel

2 En 1624, se produjo un incendio que destruyé gran parte del Oslo medieval (la parte ahora
conocida como Gamlebyen) y la nueva ciudad fue ubicada cerca de la Fortaleza de Akershus. El
Rey Cristian IV de Dinamarca y Noruega renombroé la nueva ciudad como Christiania (o Cristiania,
en castellano). Desde finales de los afios 1800, el nombre de la ciudad apareci6 escrito también
como “Kristiania”. No se aprob¢ oficialmente ninguna de ellas, por lo que ambas eran vélidas y se
aceptaban sus usos. El nombre original de Oslo fue recuperado en una ley del 11 de julio de 1924,
siendo efectiva a partir del 1 de enero de 1925.
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fue incapaz de resolver la precaria situacién familiar, por lo que dificilmente
pudo lograr escolarizar a su primogénito y a Niels Henrik.

A la edad de trece afios, en 1815, su hijo Niels ingresaria a duras penas en la
Escuela Catedralicia de Cristiania. La escuela tenia una inmejorable reputacién,
pero acababa de perder a parte de sus mejores profesores que se habian mu-
dado a la Universidad Real Frederik, lo que provocé que parte del entusiasmo
intelectual de los alumnos de la Catedralicia se viera pronto frenado. Al prin-
cipio de su instruccién, Abel se mostrarfa como un estudiante indiferente, mds
bien mediocre y sin que ni siquiera las matematicas le despertaran atraccién al-
guna. Sin embargo, afortunadamente, se produjo un inesperado cambio en su
actitud tras la muerte de un condiscipulo suyo ante los malos tratos recibidos
por un maestro brutal que se excedia con métodos pedagdgicos mediante cas-
tigos corporales a sus alumnos. El maestro fue entonces relevado (1818) por un
joven aunque capacitado profesor matemadtico llamado Bernt Michael Holm-
boé (1795-1850), quien inicié su misién motivando a sus alumnos para que re-
solvieran por si mismos algunos problemas de dlgebra y geometria. Supo asi
vislumbrar entonces el gran potencial de Abel, teniendo que escoger cuestiones
especiales para él, a la vista de su enorme capacidad. Segun coinciden varios
historiadores, es en aquel momento crucial de la vida de Abel, cuando “se con-
sagra a las matemdticas con la pasién mds ardiente”, adquiriendo rdpidamente un
pleno conocimiento de las matemaéticas elementales.

Bajo las ensefianzas de Holmbog, el joven Abel co-
menzé a familiarizarse con trabajos de mayor nivel co-
mo los de L. Euler (1707-1803) sobre el calculo (obras que
fueron textos universitarios durante més de cien aﬁos)3,
Lagrange y Laplace. Registros Bibliotecarios, acreditan
que durante su primer afio universitario, Abel habia so-
licitado en préstamo, la Arithmetica Universalis y Princi-
pia Mathematica de 1. Newton, Disquisitiones Arithmmeti-
cae de C. E. Gauss, o Calcul de fonctions de J. L. Lagrange
entre otras obras de grandes maestros. Afios mas tarde
le preguntaron cémo pudo situarse tan rdpidamente en  Bernt Michael Holmbo¢
primera fila, a lo que Abel replicé:

“.. . estudiando a los maestros, no a sus discipulos.”

En esta época, la carrera politica del padre de Abel acababa de forma ines-
perada y tragica en Septiembre de 1818, expulsado del Parlamento debido a
falsas acusaciones contra algunos de sus colegas. Inmerso en una profunda de-
presion, Seren se habia refugiado en la bebida como vélvula de escape a sus
problemas lo que le hizo enfermar gravemente. El padre de Abel fallecia s6lo
dos afios después en 1820. Como anécdota, en el funeral, su viuda Anne Marie
Abel bebid en exceso y se fue a la cama con uno de sus sirvientes a la vista
de todos los asistentes al acto. Esta pérdida sumirfa a la familia en una situa-
cién critica, recayendo sobre Abel una gran responsabilidad para su sustento,
ya que su hermano mayor estaba incapacitado para trabajar por enfermedad.

3 A los 16 afios, Abel generaliz6 el teorema del binomio formulado por Isaac Newton (y exten-
dido luego a los ntimeros racionales por Euler), dando una prueba valida, no sélo para ntimeros
enteros y racionales, sino también para los casos de exponentes irracionales e imaginarios.
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Su madre cay6 en una profunda depresion dificil de superar lo que la hizo
convertirse en una alcohdlica.

En 1821, a pesar de la precaria situacién en la que vivian él y su familia,
Abel logra ser matriculado en la Universidad Real Frederik y en atencién a
una solicitud tramitada por su mentor Holmboé, se le concede a Abel con ca-
racter excepcional, alojamiento gratuito y una modesta aportacién monetaria
para pequerios gastos (parte de la misma sufragada particularmente por el pro-
pio Holmbog). En aquel entorno universitario y en su ciudad, Abel ya estaba
reconocido como un genio sobre el que sus profesores comenzaban a depositar
grandes esperanzas desde el punto de vista cientifico.

sidad, cuando sélo tenia veinte afios,
Abel comenz6 a atacar el viejo proble-
ma de encontrar la solucién de la ecua-
cién general quintica mediante opera-
ciones algebraicas. En términos concre-
tos, se trataba de encontrar la solucién
mediante radicales de la ecuacién gene-
ral de quinto grado ax® + bx* + cx® +
dx?> +ex + f = 0; es decir, hallar una
férmula que exprese sus raices en térmi-
nos de coeficientes a, b, ¢, d, e y f dados,
de modo que s6lo incluya un ntimero fi-
nito de las operaciones de adicién, sus-
traccién, multiplicacién, divisién y ex-
traccion de raices. Abel no sélo estuvo al
tanto de los trabajos desarrollados por
Cardano, Tartaglia y Bombelli para las Niels Henrik Abel (retrato original)*
ecuaciones ctibica y cudrtica, sino que

conocia muy bien la problematica pendiente, estimulado por el trabajo de al-
gunos maestros como Lagrange y su obra “Réflexions sur la résolution algébrique
des équations” (1770)° donde habia reconsiderado criticamente los métodos y
fracasos de todas las tentativas de btisqueda de soluciones para las ecuaciones
algebraicas. Paolo Ruffini (1765-1822) intent6 probar la imposibilidad de la re-
solucién algebraica de la ecuacion general de grado nn > 4, primeramente en su
Teoria generale della equazione en 1799, y mds tarde en su Reflessioni intorno alla
soluzione della equazioni algebriche generali en 1813. Tuvo éxito con su primera
versién de la demostracién haciendo uso del método de Lagrange, que esta-
blece que no existe ninguna ecuacién resolvente® que satisfaga una ecuacién de

Durante su ultimo afio en la univer- ’,n‘;l— . =

% Este es el tinico retrato de Abel que se hizo en vida. Se trata de un grabado realizado por
Johan Gerbitz en otofio de 1826 durante su estancia en Paris. © Matematisk Institutt, Universidad
de Oslo.

5 Este trabajo influy6 tanto en Ruffini como en Abel para el caso n > 4, y también condujo a
Galois a su Teoria de Grupos. Debe afiadirse que Abel tuvo conocimiento de los trabajos de Ruffini,
por una referencia que realizé Cauchy sobre él en su trabajo de 1815.

6 El término resolvente (del latin aequatio resolvens) significa “ecuacién que resuelve”. Los re-
feridos intentos de resolucion eran equivalentes al establecimiento de la teoria algebraica de la
resolvente, es decir, el hallazgo de otra ecuacién algebraica de grado menor (en general) cuyos coe-
ficientes sean funciones racionales de los coeficientes de la ecuacién de partida, y tal que aquella
permita hallar las raices de esta tltima.
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grado menor que cinco. Ruffini hizo uso, aunque sin demostrarlo, de un teore-
ma ya hoy conocido como el Teorema de Abel-Ruffini, en el que se afirma que
si una ecuacién es resoluble con el uso de radicales, las expresiones para las
raices pueden darse de tal forma que los radicales en ellas sean funciones ra-
cionales con coeficientes racionales de las raices de la ecuaciéon dada y las raices
de la unidad. A pesar de todo, no pudo lograr una fundamentacién de acuerdo
a los estdndares matemadticos de la época. En trabajos posteriores, formularia
una regla de cdlculo aproximado de raices.

El primer triunfo real del problema corresponde a
Abel, al parecer independientemente de Ruffini, segu-
ramente debido a la imposibilidad de encontrar en una
Noruega bastante precaria, documentos cientificos im-
portantes de calidad, y ademads, de haberlos hipotética-
mente, Abel hubiera sido incapaz de comprenderlos, ya
que no manejaba por aquel entonces el italiano. Ruffini
habia basado sus trabajos sobre el problema en los resul-
tados sobre permutaciones obtenidos por J. L. Lagrange.
Al igual que otros que habfan considerado erréneamente
resolver el problema antes que él, Abel crey6 en un prin-
cipio haber descubierto la resolucién del problema de la
quintica; sin embargo, a la vista de que ni Holmboé ni ninguno de los mejo-
res matemadticos de Noruega (Christopher Hansteen, Seren Rasmussen,. . .) pu-
dieron comprobar la veracidad de su conjetura, envié a través de Holmboé la
presunta resolucién al matematico profesor Ferdinand Degen en Copenhague,
para que la presentase a la Real Sociedad de Ciencias de Dinamarca. Degen
le contesté requiriéndole algtin ejemplo numérico, sin comprometerse a emitir
un juicio. Esa respuesta contenia la advertencia de que “estudiara las integra-
les elipticas”’. Fue entonces cuando Abel se puso a trabajar en la bisqueda de
ejemplos, hallando mds tarde un error en su razonamiento, lo que le suscité
su primera gran decepcién, aunque este hecho le motivaria para reconducir su
estrategia en la direccion correcta. Abel se dio cuenta de que su estrategia no
era la adecuada y no habia tenido éxito en su empresa y aparcé de momento el
problema de la quintica. Entonces centrd su atencién y sus energias en las inte-
grales elipticas y se dio cuenta de que las funciones inversas de las integrales
elipticas, esto es las funciones elipticas, tenfan propiedades muy interesantes.

Paolo Ruffini

Con respecto a sus gustos, aficiones y carécter, Abel mostraba un gran inte-
rés por el teatro, pero nulo por la musica. A veces mostraba un espiritu impe-
tuoso, mientras que otras entraba en profundas depresiones; todo esto sugiere
que sufria cambios de humor con tendencias maniaco depresivas. Era muy
modesto y aparentemente amable, y siempre estaba dispuesto a ayudar a sus
amigos cuando fuera necesario. Abel no ofrecia nada notable en su aspecto ge-
neral. Era de estatura media, complexién delicada y ojos azul claro, y vestia
siempre con un atuendo simple y descuidado. Quizas lo tinico destacable de
su cardcter era que no resultaba ser una persona demasiado extrovertida. En
1822 conseguiria la graduacion.

7 Esto hizo que Abel se iniciara en la que serfa su segunda contribucién fundamental para las
matematicas, que le condujo a su famosa memoria de Paris y su posterior competicion con Jacobi.
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Durante su estancia en
la Universidad, fueron los
propios profesores quienes
le ayudaron a su manuten-
cién. Abel habia encontra-
do en cierto modo una aco-
gida lo méas similar posi-
ble a un ambiente familiar
en la casa del cientifico, ex-
plorador, catedrético de Os-
lo y profesor de Astrono-
mia Christopher Hansteen,
quien le habfa dado un te-
cho en una habitacién del
atico de su vivienda, y con-
sideraba a su esposa como
una segunda madre, ya que
ésta cuid6é de él como si
de un hijo se tratara, y en
estos afios dificiles le ayu-
d6 enormemente. Abel pu-
blicé su primer articulo en
una revista de Ciencias Na-
turales (Magazin for Natur-
videnskaben) impresa en No-
ruega, y de la que Hansteen
era uno de sus editores. Se
publicaron algunos breves trabajos de Abel, pero pronto se comprobé que
aquel material que Abel presentaba no era muy comun. En 1823, escribié un
ensayo en francés titulado “Solution de quelques problemes a I'aide d’intégrales dé-
finies”, aparece por primera vez el planteamiento y la solucién de una ecuacién
integral. Buscé financiacién en la Universidad para poder publicarlo, sin em-
bargo el trabajo se perdié mientras estaba siendo revisado.

Antigua Universidad de Cristiania (a finales del siglo XIX)

Al contrario que Noruega, Dinamarca contaba con
una buena escuela de matematicas. Por ello en el verano
de 1823, con la edad de veintitin afios, y a instancias de
su benefactor Hansteen, el profesor Rasmussen concedié
a Abel una modesta beca de 100 speciedaler®(propulsada
con la ayuda de profesores de la Universidad) para visi-
tar a Ferdinand Degen o von Schmidten entre otros céle-
bres matemadticos daneses en Copenhague. Una vez alli,
Abel realiz6 algunos estudios acerca del ultimo teorema
de Fermat. El tio de Abel, Peder Mandrup Tuxen, traba-

; oot Christine Kemp, retrato
jaba en la base naval de Christianshavn, en Copenhague,  de Johan Gorbitz, 1835

donde conocié a una joven llamada Christine Kemp, hi-
ja de un comisario de guerra en Dinamarca, con quien entabl6 una relacién
sentimental. Se dice de ella que no era especialmente bella, pero gozaba de un

8 Moneda Noruega en circulacién entre 1816 y 1875. Més tarde serfa sustituida por el rigsdaler
specie, y este a su vez por la corona noruega. Al cambio 1 corona noruega = ! /4 speciedaler.
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excepcional buen caracter. En 1824, Christine se mudaria a Son en Noruega
donde trabajé como institutriz para estar cerca de su novio, y en las navidades
de ese mismo afio se prometerian.

Tras su retorno de Copenhague, Abel retomé nuevamente el problema de la
ecuacién quintica. Ya a finales de 1823, fue capaz de demostrar correctamente
que en general, ésta no podia ser resuelta mediante radicales, resultado amplia-
do maés tarde por Galois a las ecuaciones de grado mayor. Public6 su primera
demostracién en una memoria en 1824 que comenzaba asf:

“Los gedmetras se han ocupado mucho de la solucion general de las ecua-
ciones algebraicas y varios de ellos trataron de probar la imposibilidad.
Pero, si no estoy equivocado, no han tenido éxito hasta ahora.”

y seguia,

“Uno de los problemas mds interesantes del Algebra es el de la solucién
algebraica de las ecuaciones, y observamos que casi todos los matemdti-
cos distinguidos se han ocupado de este tema. Llegamos sin dificultad a
la expresion de las raices de las ecuaciones de los cuatro primeros grados
en funcién de sus coeficientes. Fue descubierto un método uniforme pa-
ra resolver estas ecuaciones, y se creyd seria aplicable a las ecuaciones de
cualquier grado, pero, a pesar de todos los esfuerzos de Lagrange y de otros
distinguidos matemdticos, el fin propuesto no fue alcanzado. Esto llevé a
la creencia de que la solucion de las ecuaciones generales era algebraica-
mente imposible; pero esta creencia no podia ser comprobada, dado que el
método sequido sélo llevaba a conclusiones decisivas en los casos en que las
ecuaciones eran solubles. En efecto, los matemiticos se proponian resolver
ecuaciones sin saber si era posible. Ast se podia llegar a una solucién, pero
si por desgracia la solucién era imposible, podriamos buscarla durante una
eternidad sin encontrarla. Para llegar infaliblemente a una conclusion de-
bemos por tanto seguir otro camino. Podemos dar al problema tal forma
que siempre sea posible resolverlo, cosa que podemos hacer con cualquier
problema. En lugar de preguntarnos si existe o no una solucién de relacion
que 1o nos es conocida, debemos preguntarnos si tal relacién es en efecto
posible. . . Cuando se plantea un problema de esta forma, el enunciado con-
tiene el germen de la solucién e indica el camino que debe seguirse, y yo
creo que habrd pocos ejemplos donde seamos incapaces de llegar a propo-
siciones de mds o menos importancia, hasta cuando la complicacién de los
cdlculos impida una respuesta completa al problema.”

Abel sigue diciendo que debe seguirse el método cientifico, pero ha sido poco
usado debido a la extraordinaria complicacién de los célculos algebraicos que
supone.

“Pero en muchos ejemplos esta complicacion es sélo aparente y se desva-
nece en cuanto se aborda.”

y afiade,
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“He tratado de esta forma diversas ramas del Andlisis, y aunque muchas
veces me he encontrado ante problemas mds alld de mi capacidad, he Ile-
gado de todos modos a gran niimero de resultados generales que aclaran
la naturaleza de esas cantidades cuya dilucidacion es el objeto de las Ma-
temdticas. En otra ocasién mencionaré los resultados a que he llegado en
esas investigaciones y el procedimiento que me ha conducido a ellos. En
la presente memoria trataré el problema de la solucién algebraica de las
ecuaciones en toda su generalidad.”

Desafortunadamente el resultado de la impresién de este trabajo dejé mucho
que desear, fundamentalmente debido a que Abel s6lo utiliz6 seis paginas para
ello con el objetivo de ahorrar costes de impresién, lo que le infirié un carac-
ter bastante ecléctico e incluso ilegible en ocasiones. Una version mucho mas
elaborada apareceria mas tarde en 1826, en el primer volumen del Journal de
Crelle (del que hablaremos mds adelante).

Para entonces el Senado de la Universidad de Cristiania, reconoci6 la ex-
cepcional habilidad de Abel, y decidié que debia ser considerado receptor de
una beca para estudiar alemdn y francés, y visitar los centros matematicos mds
importantes del continente (en Alemania y Francia). Los fondos necesarios pro-
vendrian del Estado (200 speciedaler anuales por un periodo de dos afios). En
agosto de 1825, Abel junto a otros cuatro jévenes cientificos de la universidad
(Christian P. B. Boeck, Balthazar M. Keilhau, Nicolay B. Mgller y Otto Tank)
emprendieron su viaje por las universidades de Francia y Alemania. El plan
original consistia en que primeramente Abel debia visitar a Degen en Dina-
marca, pero a su llegada encontré que éste ya habfa fallecido.

En su viaje por tierras ger-
manas, Abel decidi6 acompanar
a sus compaferos que se diri-
glan a Berlin. Previamente hizo
un alto en las proximidades de
Hamburgo, en Altona, donde con-
tacté con el astrénomo Heinrich
Christian Schumacher (amigo de
Gauss). Una vez llegaron a Berlin,
decidieron que pasarian alli el in-
vierno. Abel gastd gran parte de
sus fondos en Berlin, pero tuvo la Berlin, Heinrich Hintze, 1829
gran suerte de que entrd en con-
tacto, previa misiva de recomendacién de von Schimidten, con August Leo-
pold Crelle (1780-1855), quien se convertirfa en un personaje vital en su vida
tanto personal como profesional.

Crelle era un exitoso ingeniero civil que dirigia grandes obras publicas de
ferrocarril en Prusia, y gozaba de un mayor peso especifico en el mundo ma-
tematico que su gran benefactor hasta el momento Holmboé. Nacido en 1780,
habia desarrollado un temprano interés por las matematicas, y publicado al-
gunas obras sobre matematicas aplicada y escolar. En 1826, cuando llegé Abel,
Crelle acababa de fundar el Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Dia-
rio sobre matemadtica pura y aplicada), llamado comtnmente Journal de Crelle.
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Este hecho provocé que debido a la emisién regular del diario, Berlin fuera
considerada una importante ciudad en el mundo matemaético. Aunque su ob-
jetivo era cubrir también aspectos formales de matemaéticas aplicadas, pronto
se centra practicamente de forma exclusiva en la matemadtica pura. Crelle sos-
tenfa que:

“... las matemdticas puras deberian ser explicadas en primera instancia
sin prestar atencién a sus aplicaciones. Deberia desarrollarse puramente
desde y para st misma, para que sélo de esta manera pueda ser libre pa-
ra moverse y evolucionar en cualquier direccion. En la ensefianza de las
aplicaciones matemdticas, éste es el resultado particular que la gente bus-
ca. Serdn extremadamente sencillas de encontrar para aquellos que estén
cientificamente entrenados, y los que hayan captado su espiritu.”

En el prefacio del primer ntimero de su Journal,
Crelle declar6 sus objetivos: no sélo se publicarfan
nuevos articulos sino que una seleccién de articulos
publicados en otras lenguas serfan traducidos al ale-
man. El propio Crelle habia traducido al alemén el li-
bro de geometria de Legendre y algunos de los tra-
bajos de Lagrange. Pronto, el Journal adquirié carac-
ter internacional, gracias a los contactos de Crelle en
Paris entre otros lugares. Tenfa un don extraordina-
rio para descubrir jévenes prometedores matematicos
y animarlos. Los primeros trabajos de Abel, Dirichlet,
Eisenstein, Grassmann, Hesse, Jacobi, Kummer, Loba- August Leopold Crelle
chevski, Mobius, Pliicker, von Staudt, Steiner y Weier-
trass fueron todos publicados en el Journal de Crelle.

Crelle era un hombre de carécter afable y sociable. Después de que Abel lo
conociera en Enero de 1826, éste escribi6 a su antiguo profesor Holmboé:

“No puede usted imaginar qué hombre tan excelente es, exactamente tanto
como uno mismo deberia ser; pensativo y sin embargo terriblemente cortés
como muy poca gente, bastante honesto llegado el caso. Cuando me en-
cuentro con él, me siento tan agusto como cuando estoy con usted o con
otros buenos amigos.”

Cuando Abel lleg6 a Berlin, Crelle estaba pensando en lanzarse a esta gran
aventura con sus propios medios econémicos y Abel tuvo una parte en que
tomara la decision. Existen dos relatos acerca de la primera visita de Abel a
Crelle, ambos interesantes. Por aquella época Crelle desempertiaba un cargo del
gobierno para el que tenia poca aptitud y menos gusto: el de examinador del
Instituto de Industria (Gewerbe-Institut) en Berlin. El relato de Crelle, de terce-
ra mano (Crelle a Weierstrass y éste a Mittag-Leffler), de esta visita histérica es
el siguiente:

“Un buen dia, un joven muy desconcertado, con un rostro juvenil e in-
teligente, penetrd en mi habitacion. Creyendo que se trataba de un candi-
dato para ingresar en el Instituto le expliqué que eran necesarios diversos
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exdmenes. Al fin, el joven abrié su boca y dijo en muy mal alemdn: ;No
exdmenes, solo Matemdticas!.”

Con los dnimos, el apoyo y la amistad de Crelle, Abel publicé sus traba-
jos de forma regular en el Journal; para entonces Crelle ya se habia percatado
de que estaba ante un auténtico genio matemadtico. El primer volumen por si
s6lo contenia siete de sus trabajos, y los siguientes volimenes muchos mas la
mayoria de ellos de importancia suprema. En total lleg a publicar 22.

La estancia de Abel en Berlin, de unos cinco meses, influy6 sobremanera en
su vida profesional. Alli ley6 el Analyse Algébrique de A. L. Cauchy por quien
manifestaria mas adelante una gran admiracién por el conjunto de sus trabajos.
En uno de sus articulos sobre la quintica, Abel ya habia usado resultados de
Cauchy sobre permutaciones.

En una carta a Hansteen, Abel habla fundamentalmente de dos temas, el
primero la necesidad de inferir al Andlisis Matemaético un fundamento firme,
y el segundo una imagen de su humanidad y optimismo a pesar de todas las
contrariedades con las que se habia encontrado a lo largo de su vida.

“En el andlisis superior pocas proposiciones han sido demostradas con un
rigor suficiente. En todas partes encontramos el desqraciado procedimien-
to de razonar desde lo especial a lo general, y es un milagro que esta forma
de razonar sélo rara vez nos haya llevado a la paradoja. Es en efecto extra-
ordinariamente interesante buscar la razén de esto. Esta razén, en mi opi-
nion, reside en el hecho de que las funciones que hasta ahora se presentan
en el Andlisis pueden ser expresadas en su mayor parte por potencias. . ..
Cuando seguimos un método general ello no es muy dificil [para evitar
trampas]; pero tengo que ser muy circunspecto, pues las proposiciones sin
prueba rigurosa (es decir sin prueba alguna) se han apoderado de mi en
tal grado que constantemente corro el riesgo de usarlas sin nuevo examen.
Estas bagatelas aparecerdn en el Journal publicado por el Sr. Crelle.”

Expresa luego la gratitud a como fue tratado en Berlin.

“Cierto es que pocas personas se interesaron por mi. Pero estas pocas han
sido infinitamente carifiosas y amables. Quizd pueda responder en alguna
forma a las esperanzas que han puesto en mi, pues es desagradable para un
bienhechor ver perderse todos sus esfuerzos.”

En la primavera de 1826, era el momento de que Abel se dirigiera a Pa-
ris. Crelle prometié acompafiarle e intentar realizar una parada en Gotinga y
concertar una visita con Gauss. Desafortunadamente asuntos de negocios im-
pidieron a Crelle dejar Berlin. Previamente Abel habia enviado a C. F. Gauss
una copia de sus trabajos con la demostraciéon del problema de la quintica,
motivo principal por lo que en el viaje se habia planificado hacer un alto en
Gotinga para tener una entrevista con él. Cabe destacar la gran decepcion y
desengafio que sufrié Abel cuando se enteré de la noticia de que Gauss, sin ni
siquiera echar un vistazo al breve folleto con la demostracién de la resolucién
de la quintica por radicales, manifestaba textualmente:
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“iHe aqui otra de esas monstruosidades!”

Es claramente evidente que si Gauss se hubiera dignado a enterarse de al-
gunos de los pérrafos de la obra, hubiera mostrado otro interés por el trabajo
que lleg6 a sus manos. Quizds no atribuy6 la importancia que merecia a la reso-
lubilidad por radicales, y no supo vislumbrar que estaba ante el nacimiento del
dlgebra moderna, de la que tanto Abel como Galois deben ser considerados los
padres naturales. Cuando Abel se enter6 de la reacciéon de Gauss, decidié no
visitarlo, no ocultando desde entonces su antipatia por aquél, que manifestaba
siempre que encontraba ocasién. Asi, Abel llegarfa a decir de Gauss:

“Jamds en sus grandes trabajos descubre la idea generadora. Es como el
zorro, que con la cola va borrando el camino que sigue, para que nadie
pueda ir detrds.”

Durante la estancia de Abel en Berlin, surgi6é un pues-
to vacante de profesor en su alma mater’ de forma inespe-
rada, pero antes incluso de que Abel conociera este hecho
la vacante fue ocupada por su mentor Holmboé. Abel fue
considerado demasiado joven e inexperto. Una vez cono-
ci6 la noticia se sinti6 terriblemente desdichado, puesto
que seria bastante dificil que volviera a surgir una opor-
tunidad similar en bastante tiempo. Queria casarse pero
dificilmente podria hacerlo sin una posicién asegurada.
Quizés el querer resarcirse de esta decepcion fue el moti-  Christopher Hansteen
vo por el que en lugar de encaminarse a Parfs, Abel deci-
di6 prolongar su viaje (a todas luces, en perjuicio de su salud y de su carrera,
ademads de tratarse de un viaje que poco tenia que ofrecerle desde el punto de
vista cientifico) para disfrutar en algunas “juergas” con sus compafieros estu-
diantes, dirigiéndose hacia Venecia y el norte de Italia, para atravesar los Alpes
en su ruta hacia la capital francesa. Como justificacion, Abel escribiria a Hans-
teen:

“Pensé al principio marchar directamente desde Berlin a Paris, satisfecho
con la promesa de que el Sr. Crelle me acompafiaria. Pero el Sr. Crelle tuvo
dificultades, y tendré que viajar solo. Estoy constituido de tal modo que
no puedo tolerar la soledad. Cuando estoy solo me hallo deprimido, me
siento pendenciero, y tengo poca inclinacion para el trabajo. Por tanto me
he dicho a mi mismo que seria mucho mejor ir con el Sr. Boeck a Viena, y
este viaje me parece injustificado por el hecho de que en Viena hay hombres
como Litrow, Burg, y otros, todos ellos excelentes matemdticos; afiddase
también que serd la vinica ocasion en mi vida de hacer este viaje. ;Hay
algo que no sea razonable en este deseo mio de ver algo de la vida del Sur?
Puedo trabajar activamente mientras viajo. Una vez en Viena, existe para
ir a Parfs, una via directa por Suiza. ; Por qué no ver un poco todas estas
cosas? jDios mio! también a mi me gustan las bellezas de la naturaleza

9 Alma mater es una expresién procedente de la locucién latina, que significa literalmente “ma-
dre nutricia” (que alimenta) y que se usa para referirse metaféricamente a una universidad, alu-
diendo a su funcién proveedora de alimento intelectual, generalmente para referirse al sitio en
donde determinada persona cursa o cursé sus estudios universitarios.
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como a cualquier otro. Este viaje me hard llegar a Paris dos meses mds
tarde, esto es todo. Podré rdpidamente recuperar el tiempo perdido. ;No le
parece que este viaje me hard mucho bien?.”

Visitaron Leipzig, Freiburgo, Dresden, Praga, Viena, Graz, Trieste, Venecia,
Verona, Innsbruck, Lucerna, Zurich, y Basilea. En Freiburgo, visité a Georg
Amadeus Carl Friedrich Naumann y su hermano el matematico August Nau-
mann, y fue aqui donde Abel llevé a cabo descubrimientos interesantes sobre
teoria de funciones, sobre todo elipticas e hiperelipticas, y unas clases de fun-
ciones que son ahora conocidas como funciones abelianas.

Era Julio cuando Abel llegé a
Paris y con la ayuda de su ami-
go Johan Gerbitz encontré aco-
modo con una familia pobre pe-
ro codiciosa que le proporcionaba
dos malas comidas por dia y un
inmundo aposento a cambio de
un elevado alquiler. Habia man-
dado a Berlin la mayoria de sus
trabajos para la publicacién en el
Journal, pero se habia reservado el
que consideraba el mds importan-
te para presentarlo en la Acade-
mia de Ciencias de Francia. El trabajo en cuestién era un teorema sobre funcio-
nes trascendentales. Las vacaciones de verano habian comenzado recientemen-
te, por lo que aquellos matemaéticos con los que esperaba entrevistarse estaban
fuera de la ciudad. Por lo tanto Abel continué¢ trabajando en su teorema hasta
Octubre momento en el que lo finaliz6 para su presentacion en la Academia.
Cuando los profesores regresaron, Abel sintié que éstos eran demasiado inac-
cesibles, ademads de que dificilmente le entendian quizas porque su francés no
era lo suficientemente fluido. Legendre, cuya principal especialidad eran las
integrales elipticas, tuvo su primer encuentro efimero con Abel antes de subir
a un carruaje, y s6lo tuvo tiempo de saludarle cortésmente y presentarle sus
excusas pues debia marcharse. Cauchy también lo recibié con su caracteristica
descortesia. Abel coment6 sobre este encuentro en una carta fechada el 24 de
octubre de 1826, dirigida a Holmboé:

Parts, Seyfert, 1818

“Le diré que esta ruidosa capital del continente me ha producido por el
momento el efecto de un desierto. Pricticamente no conozco a nadie, a pe-
sar de hallarnos en la mds agradable estacion cuando todos se hallan en
la ciudad . ... Hasta ahora he conocido al Sr. Legendre, al Sr. Cauchy, al
Sr. Hachette y a algunos matemdticos menos célebres, pero muy capaces:
el Sr. Saigey, editor del Bulletin des Sciences y el Sr. Lejeune-Dirichlet, un
prusiano que vino a verme el otro dia creyéndome compatriota suyo. Es un
matemdtico de gran penetracion. El Sr. Legendre ha probado la imposibili-
dad de resolver la ecuacion
By =20

en enteros, y otras cosas importantes. Legendre es un hombre extraordi-
nariamente cortés, pero desafortunadamente tan viejo como las piedras.
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Cauchy es un excéntrico, y no se puede llegar a ningiin lado con él, aun-
que es el matemdtico que sabe en estos momentos como desarrollar la ma-
temdtica. Al principio no comprendia prdcticamente nada, pero ahora veo
algunas cosas con mds claridad. Cauchy es extremadamente Catdlico y fa-
ndtico. Una cosa muy extrafia en un matemdtico (...). Es el vinico que
se preocupa de las matemdticas puras. Poisson, Fourier, Ampére, trabajan
exclusivamente en problemas de magnetismo y en otras materias fisicas.
El Sr. Laplace creo que ahora no escribe nada. Su iiltimo trabajo fue un
complemento a su teoria de las probabilidades. Muchas veces le veo en la
Academia. Es un buen sujeto (...) Poisson es un hombre bajo con una
tripita muy graciosa. Es un agradable camarada y sabe comportarse con
dignidad. También Fourier (...) Lacroix es extremadamente viejo. EI lu-
nes el Sr. Hachette me presentard a varios de estos caballeros. Por otro
lado, los franceses no me gustan tanto como los alemanes; los franceses
son anormalmente reservados hacia los extranjeros. Es dificil acercarse a
ellos. Y no me atrevo a presentar mis pretensiones. Todo el mundo traba-
ja en sus propios asuntos sin importarle los otros. Todo el mundo quiere
ensefiar y nadie aprender. El mds absoluto egoismo prevalece por todos los
sitios. Lo tinico que buscan los franceses de los extranjeros es la prictica
(...) puede imaginar qué dificil es hacerse notar, especialmente para un
principiante (. ..) He realizado un trabajo sobre ciertas clases de funciones
trascendentes, para presentarlo a la Academia (.. .). Se lo mostré a Cau-
chy, pero seguramente ni se dignard a mirarlo. Y me atrevo a decir sin
jactancia, que es un buen trabajo. Siento gran curiosidad por conocer el
juicio de la Academia.”

Luego cuenta lo que estd haciendo, y afiade un resumen de sus proyectos no
muy optimistas.

“Lamento haber pedido dos afios para mis viajes, pues afio y medio habrian
sido suficientes.”

El estudio fue presentado al Secretario de la Academia de Ciencias de Parfs,
Joseph Fourier, el 30 de octubre de 1826, para ser publicado en su revista. El tra-
bajo se remiti6é a Cauchy y Legendre, con Cauchy como responsable principal,
para que fuera evaluado. Para aquel entonces, Legendre, que contaba ya con
74 afios, considero pobre y dificilmente legible el manuscrito, manifestando:

“... percibimos que la memoria era apenas legible; estaba escrita con una
tinta casi blanca y los caracteres algebraicos a menudo mal formados; es-
tuvimos de acuerdo en que el autor debid proporcionarnos una copia mds
limpia para ser leida.”

por lo que confié a Cauchy (con 37 afios) para que se encargara del informe,
informe que Abel esperaba lleno de esperanza pero que nunca llegaba. La-
mentablemente como maés tarde se confirmaria, no recibié respuesta en vida
sobre el trabajo presentado. Sumergido en su propia tarea, Cauchy quizas no le
prest6 la atencién merecida, tal vez porque vislumbrara en aquel misero estu-
diante noruego un pobre diablo con ensofiaciones imposibles o incluso quizas
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por indiferencia al principiante. Al igual que Legendre, Cauchy extravié y ol-
vidé aquel ensayo del que era depositario. Al parecer, cuando Abel se enter6
de que Cauchy no lo habia leido, aguardé con paciente resignacién el veredicto
de la Academia (que nunca recibiria), como asi revel6 a Holmbog en otra carta:

“Espero todos los dias la decisién sobre los trabajos que presenté a la Aca-
demia. Pero los lentos nunca acaban. Legendre y Cauchy fueron los jueces,
Cauchy es el principal y Legendre simplemente se deja llevar.”

Pero cuando tuvo constancia de que su manuscrito se habfa extraviado,
hizo ademas otra cosa, redactar de nuevo el principal resultado. El articulo, adn
siendo el mas profundo de todos sus trabajos, constaba tan sélo de dos breves
péginas. Abel lo llam¢ estrictamente teorema; no tenia introduccién alguna, ni
contenfa observaciones superfluas, ni aplicaciones.

Como hemos comentado antes, Holmboé habia sido contratado como pro-
fesor de la Universidad de Oslo. Holmboé no queria el puesto, pensando en
que Abel era verdaderamente merecedor de él, pero lamentablemente no tuvo
eleccién, ya que la Universidad de Oslo no podia aguardar la decisién, y en ca-
so de no contestar (Abel para entonces se encontraba en Berlin), se lo ofrecerfan
a otro candidato. Desafortunadamente este hecho significé la imposibilidad de
que Abel pudiera ocupar un puesto apropiado regular en la ensefianza supe-
rior de matematicos.

Después del tiempo transcurrido en Berlin con Crelle, Abel se habia car-
gado de deudas y, aunque su colega y amigo quiso que volviera a Berlin con
algunas ofertas para intentar retenerle, una vez agotado incluso el préstamo
de Holmboé, Abel queria volver a casa. Sobre todo porque la situacién fami-
liar, especialmente la de sus hermanos, era ya desesperada.

En una carta, Abel expresa su necesidad de abandonar la Europa Continen-
tal, pues queria dedicarse en profundizar en su matemaética.

“Muchas cosas me quedan por hacer, pero en tanto me halle en el extran-
jero todo lo que haga serd bastante malo. ; Si yo tuviera mi cdtedra como el
Sr. Kielhau tiene la suya!. Mi posicion no estd asegurada, pero no me in-
quieto acerca de esto; si la fortuna no me acomparia en una ocasion, quizd
me sonria en otra.”

Regreso a Cristiania en Mayo de 1827, y para ganar algtin dinero tuvo que
dar instruccion a algunos escolares. Su novia Christine se empleé como insti-
tutriz en casa de unos amigos de su familia en Freland. Abel pasé el verano
con su novia en esa ciudad. Estaba a la saz6n, dedicado a la teoria de funcio-
nes elipticas, en su competicién con Jacobi, escribiendo algunos articulos sobre
la misma. En la Navidad de ese afio, hubo de viajar en trineo para visitar a su
novia en Freland, llegando tras su viaje bastante enfermo. El riguroso clima no-
ruego ya le habia hecho desde hacia tiempo padecer tuberculosis pulmonar, de
la que tuvo conocimiento médico durante su estancia en Paris y que Abel habia
atribuido a un frio persistente. Quizdas el trajin y la excesiva tensién de aquel
largo viaje al extranjero de méas de afio y medio de duracién, contribuyeron a
que esa enfermedad le llevara mds tarde a su fatal desenlace.
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En 1828, Hansteen recibié una subvencién para investigar el magnetismo
terrestre en Siberia y se nombré entonces a Abel para que lo sustituyera en su
puesto docente en la Universidad y también en la Academia Militar. Este he-
cho mejor6 su precaria situacién econémica. Pero Abel continuaba entregado
en cuerpo y alma a su investigacion matematica, si bien su salud se iba dete-
riorando cada dia. Las vacaciones veraniegas de 1828 las pas¢ junto a su novia
en Frpland y volveria a viajar de nuevo a esta ciudad para celebrar la Navidad
de ese afio. A mediados de enero de 1829, Abel empeord notablemente. Supo
que no vivirfa mucho tiempo, a causa de una hemorragia que no fue posible
detener. Con anterioridad ya habf{a escrito a su amigo Keilhau, con quien Abel
se sentia profundamente unido, implorandole que se hiciera cargo de la asis-
tencia de su madre; y ademds de aquel requerimiento, al visitarle le aconsejé
que entablara una relacién seria con Christine (a quien Keilhau no conocia),
manifestdndole:

“No es bella; tiene el cabello rojo y es pecosa, pero se trata de una mujer
admirable.”

(un tiempo después de que Abel muriera, resulté que ambos se casaron). Asi
fueron los tltimos dias de Abel en Freland en el hogar de la familia inglesa en
la que Christine era institutriz. La debilidad y la creciente tos hicieron que sélo
pudiese estar fuera de la cama unos pocos minutos. Ocasionalmente intentaba
trabajar en su matemadtica, pero ya no podia escribir. A veces revivia el pasado,
hablando de su pobreza y de la bondad de la Sefiora Hansteen. Padeci6 su
peor agonia durante la noche del 5 de abril. En la madrugada llegé a sentirse
mas tranquilo, y durante la mafiana a las once en punto del 6 de abril de 1829,
exhal6 su tdltimo suspiro. Tenia 26 afios y ocho meses.

Dos dias mds tarde de la muer-
te de Abel llegaba una carta de
Crelle, quien se habia encargado
de intermediar con el ministro de
educacién en Berlin para que Abel
obtuviera una plaza definitiva co-
mo profesor de la Universidad de
Berlin en un nuevo Instituto Tec-
nolégico. Alli tendria por compa-
fieros de trabajo a Dirichlet, Jaco-
bi y Steiner. Lamentablemente la
carta llegaba demasiado tarde. El
propio Gauss, con el fin de reparar dignamente su anterior comportamiento
para con Abel, habia intermediado junto a Humboldt, solicitando una catedra
para él. Legendre, Poisson y Laplace, habian escrito asimismo al rey de Suecia
para que Abel ingresara en la Academia de Estocolmo. Para entonces Cauchy
no habfa atin emitido informe alguno sobre el primer ensayo de Abel, a pe-
sar de que Legendre habia emitido varias protestas al respecto, pero para este
momento ya se conocia la esencia de la misma a través del Journal de Crelle.

Casa donde murié Abel en Froland

El propio Crelle escribi6 un largo elogio en su Journal en el que decia:

“Todo el trabajo de Abel lleva la imprenta de la genialidad y la fuerza de

Revista “Pensamiento Matemitico”- Niimero 1 - Oct'11 16
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Abel y la imposibilidad de resolver la “quintica” por radicales  José Manuel Sanchez Mufioz

su intelecto que es extraordinario y en ocasiones increible, aiin cuando la
juventud del mismo no fuera tomada en consideracion. Se puede decir que
fue capaz de salvar todos los obstdculos hasta llegar a la raiz de los pro-
blemas con un vigor que parecia inagotable. Atacaba los problemas con
extraordinaria energia; él los consideraba desde su superficie y era capaz
de vislumbrar con tal perspectiva su estado, que todas las dificultades pa-
recian desvanecerse bajo el victorioso ataque de su genio. . .. Pero no sélo
era su gran talento lo que fomentd el respeto de los demds por Abel y lo que
hace infinitamente lamentable su pérdida. Se distinguid por la pureza y la
nobleza de su cardcter y por una rara modestia que le hizo ser una persona
tan apreciada como su genialidad.”

Al final de sus dias, ajeno al conocimiento de Abel y otras instituciones no-
ruegas competentes, ocurri6 que C. G. J. Jacobi (1804-1851) tuvo noticias del
teorema de Abel por el propio Legendre (con quien Abel sostuvo correspon-
dencia después de su regreso a Noruega) y en una carta a Legendre fechada el
14 de marzo de 1829, éste comento:

“1Qué descubrimiento es ese Abel!(...) ;Cémo es posible que ese descu-
brimiento, quizds el mds importante que se haya hecho en nuestro siglo,
se comunicara a su Academia hace dos afios y se escapara a la atencion de
sus colegas?.”

Esta noticia lleg6 hasta Noruega, lo que unido a las expectativas que en su
momento se habian depositado en la figura de Abel, hizo que el propio cénsul
de Noruega en Paris interpusiera una reclamacién diplomatica con la firme
intencién de que el manuscrito perdido se recuperara. La Academia indagé
en el asunto y Cauchy encontré finalmente dicho manuscrito en 1830. En una
carta fechada en abril de 1829 que contestaba a la del 14 de marzo a Jacobi,
Legendre comentaba:

“Esta memoria ha sido encargada en principio al sefior Legendre que la
ha examinado, pero viendo que la escritura era poco legible y los carac-
teres algebraicos a menudo mal formados, la remitié a su colega, el sefior
Cauchy, con el ruego de que se encargara del informe (.. .). EI Sr. Cauchy
(...) olvidé durante mucho tiempo la memoria del Sr. Abel, de la cual era
depositario. No fue hasta el mes de marzo de 1829 que los dos comisarios
supieron, por el aviso que uno de ellos recibié de un sabio de Alemania,
que la memoria del Sr. Abel, que habia sido presentada a la Academia, con-
tenia o debia contener unos resultados de andlisis muy interesantes y que
estaba sorprendido de que no se hubiera hecho un informe de este en la
Academia.”

Una vez hallado el manuscrito, Cauchy se dispuso a redactar el correspon-
diente informe, pero ambos (Legrende y Cauchy), se vieron retenidos al sope-
sar que Abel ya habia publicado parte de la memoria en el Journal de Crelle. En
palabras de Legendre:

“Bajo ese aviso, el Sr. Cauchy buscd la memoria, la encontrd y se dispuso
a hacer un informe sobre ella, pero los comisarios se vieron retenidos con-
siderando que el Sr. Abel habia publicado ya una parte de la memoria en
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el Journal de Crelle, y que el autor probablemente continuaria hasta hacer
aparecer el resto, y que entonces el informe de la memoria, que no podia
ser sino verbal, estaria fuera de lugar. En este estado de cosas sabemos sti-
bitamente de la muerte del Sr. Abel, pérdida muy penosa para la ciencia y
que puede hacer ahora el informe necesario para conservar, si ha lugar, este
trabajo, que es de los principales de su autor, en la coleccion de titulos de
sabios extranjeros.”

Cuando, tras su muerte, la fama de Abel ya estaba cimentada, su aprecia-
disima memoria afortunadamente no se habia extraviado, sin embargo no fue
publicado hasta el afio 1841 en Mémoires des savants etrangers, vol.7, 176-264.
Para colmo de desgracias, editor, impresor, o ambos, perdieron el manuscri-
to antes de que fueran leidas las pruebas de imprenta. La Academia en 1830,
quiso sincerarse con Abel, concediéndole el Gran Premio de Matematicas, en
unién con Jacobi, pero Abel ya habia fallecido.

Los siguientes pérrafos de la memoria muestran su objeto:

“Las funciones trascendentes hasta ahora consideradas por los matemd-
ticos son escasas en niimero. Prdcticamente toda la teoria, de funciones
trascendentes se reduce a la de funciones logaritmicas, circulares y expo-
nenciales, funciones que en el fondo forman una sola especie. Tan sélo re-
cientemente se ha comenzado a considerar algunas otras funciones. Entre
las ultimas, las trascendentes elipticas, algunas de cuyas notables y ele-
gantes propiedades han sido desarrolladas por el Sr. Legendre, ocupan el
primer lugar. El autor [Abel] considera, en la memoria que tiene el honor
de representar a la Academia, una clase muy extensa de funciones, todas
aquellas cuyas derivadas pueden expresarse por medio de ecuaciones alge-
braicas cuyos coeficientes sean funciones racionales de una variable, y ha
demostrado para estas funciones propiedades andlogas a la de las funciones

logaritmicas y elipticas . . .y ha llegado al siguiente teorema'”:

"Si tenemos varias funciones cuyas derivadas pueden ser raices de una, y
la misma ecuacién algebraica cuyos coeficientes son funciones racionales
de una variable, podemos siempre expresar la suma de cualquier niimero
de tales funciones por una funcién algebraica y logaritmica, siempre que
establezcamos cierto niimero de relaciones algebraicas entre las variables
de las funciones en cuestion.”

El miimero de estas relaciones no depende en modo alguno del niimero de
funciones, sino sélo de la naturaleza de las funciones particulares.”

Realmente, y aparte de la escasez de sus recursos, lo més razonable es de-
ducir que después del episodio acaecido, la estancia de Abel en Paris sélo pudo
proporcionarle una amarga tristeza en todos los sentidos. Resulta evidente que
a Abel, resumiendo, le sobrarian razones para sentir resentimiento de la acti-
tud de Cauchy, atin cuando jamds dudase de que éste fuera indiscutiblemente
un gran maestro del andlisis.

Cabe destacar, que para mayor gloria de la ciencia, fue determinante la aten-
cién que Jacobi solicité para con Abel, como muestra de su noble rivalidad,

10 Conocido hoy en dia como Teorema de Abel-Ruffini.
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ademaés del mismo requerimiento por parte de toda la Alemania cientifica, pa-
ra que se buscase con empefio la admirable memoria de Abel. Con todo lo es-
crito anteriormente, no acabaron atin las peripecias habidas con el manuscrito
de Abel. Cuando los mateméticos noruegos Ludwing Sylow y Sophus Lie ela-
boran en la década de 1870-1880 la publicacién de las obras completas de Abel,
se encontraron con la desagradable sorpresa de que el manuscrito que Abel ha-
bia presentado a la Academia de Paris se habia perdido. ;Qué habia ocurrido
esta vez?. Segiin se pudo averiguar mds adelante, a un profesor matemético
italiano rival de Cauchy para el puesto de profesor en el Colegio de Francia, de
nombre Guglielmo Bruto Icilio Timoleone, conde Libri-Carucci della Sommaia,
alumno de Legendre, le fue asumida la responsabilidad de seguir la impresién
de Mémoires des savants antes citadas.

Al parecer Libri llegb a ser un es- T

pecialista consumado en el arte de - :

expoliar importantes legados de las L
Pl D T iy | el

bibliotecas aprovechando su privile-
giado puesto como inspector de bi-
bliotecas. Hacia 1846 se empez6 a
sospechar de sus hurtos, pero el pre-
sidente del consejo de ministros, Fra-
n¢ois Guizot, amigo de Libri, archi-
v6 las investigaciones. En 1952, si-
glo y cuarto después de que Abel
presentara la Memoria sobre funcio-
nes elipticas a la Academia de Paris
fue finalmente encontrada por Viggo
Brun, de Oslo, en la biblioteca More-
niana de Florencia (Italia). Brun, que
visitaba la ciudad, aprovech¢ para
saber si en la biblioteca matemati-

il

b . N Primera pdgina de la Memoria que Abel presenté a
ca habia 1egados de Gughelmo Libri, la Academia de Paris (la sequnda, escrita en 1826)

sospechando la implicacién de éste

en la desaparicion del manuscrito. Después de realizar algunas pesquisas, Brun
encontré lo que buscaba, es decir la Memoria original de Abel que el picaro de
Libri habria logrado llevarse consigo. Sobre este hecho, Brun escribia:

“Fue un momento de gran intensidad cuando con ayuda del catedrditi-
co Procissi abri el antiguo manuscrito en la biblioteca Moreniana. Ahi se
encontraban las hojas de amarillo pardo, densamente escritas “par N. H.
Abel, norvegian” segiin constaba bajo el titulo. [No conocia yo bien esa
letra! ;Con toda sequridad era Abel! Las letras eran pequefias, el espacio
aprovechado al mdximo, las dos caras de la hoja escritas. Al final se leia la
direccion de Abel en Paris "Rue St. Margherite, n. 41 faub. St. Germain”
(ahora Rue Gozlin).”

La narracién de la vida de Abel es terriblemente triste, claro ejemplo co-
mo en muchos casos, de la intima conexién entre la pobreza y la tragedia. Su
corta vida y su tragica muerte ha dado lugar a numerosos mitos sobre su per-
sona. Algunos lo han considerado como el Mozart de la ciencia. Junto a Galois,
ambos son considerados como los precursores del dlgebra moderna. Ambos vi-
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vieron la época del Romanticismo en su plenitud, y como otros tantos jévenes
incomprendidos dejaron su existencia terrenal a muy corta edad. Sin embargo
su legado fue tan inmenso que serd imposible que sus nombres queden en el
olvido. Como dijo Charles Hermite en referencia a Abel, “Ha legado a los mate-

”

mdticos algo que les mantendrd activos durante 500 afios”.

En Noruega, Abel es considerado un héroe na-
cional. El centenario de su nacimiento es amplia-
mente celebrado, y varios han sido los honores a ti-
tulo péstumo otorgados al joven sabio, como un cré-
ter lunar o un asteroide que llevan su nombre, una
calle del distrito duodécimo de Paris denominada
“rue Abel”, una estatua en bronce realizada por el
escultor Gustav Vigeland en 1908 que se encuentra
en el “Jardin Abel” del Royal Park de Oslo, y que
constituye hoy dia una de las imagenes mas repre-
sentativas de la ciudad, o una estatua en la Univer-
sidad de Oslo. Ademads de todas estas muestras de
afecto, su rostro aparece en multitud de tiradas de
sellos filatélicos, o en antiguos billetes noruegos.

Tumba de Abel en Froland

i % .
Escultura de Abel en el Royal Park de Oslo Estatua de Abel en la Universidad de Oslo

NORGE

HEEE D LA
2OTE

TJEEY, WM ST

550

Sello conmemorativo de Abel (2002) Billete de 500 coronas noruegas (1978)
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Sellos conmemorativos del centenario
de la muerte de Abel (Noruega-1929)

De estudiante, Abel vivié en Lille Grensen 5.
En 2002 la Sociedad Patrimonial de Oslo
colocé una placa en su recuerdo.

Sello conmemorativo de Abel
(Noruega-1983)

Busto de Abel en Gjerstad Estatua de Abel en Froland
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3. Memoria sobre ecuaciones algebraicas, en la que
se demuestra la imposibilidad de resolver la ecua-
cién general de quinto grado (1824)

Nuestros comentarios a lo descrito por Abel irdn de aqui en adelante en
cuadros de texto similares a éste. Adicionalmente se le han anadido a las ecua-
ciones un ntmero para facilitar su referencia.

Los gedmetras se han ocupado mucho de la solucién general de las ecuacio-
nes algebraicas y varios de ellos trataron de probar la imposibilidad. Pero, si no
estoy equivocado, no han tenido éxito hasta ahora. Por eso, espero que acojan
con agrado esta memoria, la cual estd destinada a llenar el hueco existente en
la teoria de ecuaciones algebraicas.

Sea
v —ayt+by’ —cy +dy—e=0 (1)

la ecuacién general de quinto grado y supongamos que es resoluble algebraica-
mente, es decir, y puede ser expresada por una funcién formada por radicales
de las cantidades a, b, ¢, d y e.

Hemos seguido una notacién para los coeficientes ligeramente distinta a
la utilizada por Abel en su Memoria. El consideré los coeficientes a como
la suma de las raices, b la suma de sus productos tomados dos a dos, ¢ la
suma de sus productos tomando las raices de tres en tres, asi sucesivamen-
te, de acuerdo a las identidades de Girard, esto es, considérese la ecuacion
ctibica cuyas raices son X1, xp, x3. La ecuacién puede ser escrita de la for-
ma (x — x1)(x — x2)(x — x3) = 0. Multiplicando esta expresién, tendremos
x3 — (x1 + x2 + x3)x% + (x1x2 + x1X3 + x2x3)x — x1%x3 = 0. Obsérvese que
el coeficiente del término x2, es la suma con signo negativo de las tres raices,
mientras que el coeficiente del término x es el producto simétrico de todas las
raices, tomadas de dos en dos de una vez: (x1x; + x1x3 + xx3). Finalmente,
el término constante de la ecuacién es el producto negativo de las tres raices:
—x1x2x3. Podemos aplicar el mismo razonamiento a cualquier ecuacién de gra-
do 1, de forma que el coeficiente desconocido correspondiente al grado n — 1
debe ser la suma con signo negativo de todas las raices, el siguiente coeficiente
debe ser la suma simétrica de todas las raices tomadas de dos en dos de una
vez, y asi sucesivamente. A estas relaciones las denominamos identidades de Gi-
rard, las cuales Newton generaliz6 acertadamente mediante expresiones que
obtuvo de la suma del cuadrado de todas las raices, o la suma de sus n-ésimas
potencias, denominadas identidades de Newton.

Claramente en este caso podemos expresar y de la forma:

1 2 m=1
y= p-|—p1Rm + szm + -4 Pm—lR m (2)

siendo m un ndmero primo y R, p, p1, p2, etc., funciones similares a y, y asi has-
ta que obtenemos funciones racionales expresadas en funcién de los términos
a,b,cdye.
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Esencialmente Abel muesta que una suma de radicales, que por su par-
te estdn interrelacionados, pueden siempre ser expresados de la forma de la
ecuacion (2), incluso poniendo todos los términos en un denominador comtn,
de tal modo que uno consiga tnicamente funciones racionales dentro de los
radicales méas intimos de la expresiéon. Abel utiliza (2) por lo tanto para llevar
a cabo una reduccién al absurdo en su demostracién. Recordemos que habia
asumido que y podia ser expresado como una serie finita de términos alge-
braicos, en donde R, p, p1, p2,. .. eran cada uno funciones algebraicas de los
coeficientes a, b, ¢, d, e, entendido en términos de los sucesivos 6rdenes de las
funciones como radicales interrelacionados.

L . . . 1 .
Podemos también asumir que es imposible expresar R mediante una fun-
cién racional en términos de 4, b, etc. p, p1, p2, y considerando % en lugar de
1

R, esté claro que podemos hacer que p; = 1. Entonces

1 2 m—1
y:p—l—Rm—l-pQRm‘F‘i'melRm (3)

Abel simplifica (2) deshaciéndose de p;, redefiniendo R — %, de modo

1
que p1 (%) " = Ru.Enlo que sigue, Abel asume que esto se ha hecho para
eliminar p;.

Sustituyendo este valor de y en la ecuacién propuesta (1) y reduciendo,
obtenemos un resultado de la forma:
1 2 m=1
P=g+qRn +qRn +---+g, 1R ", 4)
siendo g, 41, g2, etc, racionales de funciones enteras (p. ej. polinomiales) de los
términos a, b, ¢, d, e, p, p2,-.. Yy R.

Abel sustituye la presunta solucién (3) nuevamente en la ecuacién principal
(1). De este modo llega a (4), donde las nuevas funciones g, 41, 42,. . . dependen
de todos los términos anteriores: los coeficientes a, b, ¢, d, e y las cantidades
que acaba de utilizar p, p1, p2,..., R. Obsérvese que de igual modo que (1)
representa un polinomio igualado a 0, esta nueva ecuacién también lo hace,
de forma que P = 0. Obsérvese también que, Abel ha definido g, 41, 92, ..

de modo que cada uno multiplique la potencia apropiada de Rin. Obsérvese

también que la mayor potencia de R en (4) sera 1.

. . 1 .
En realidad, denominando R#» = z, tenemos dos ecuaciones

Z"—R=0 'y q+qz+ - +gu1z" ' =0. (5)

Abel trata de demostrar que g = 0,491 = 0,92 =0,..., —1 = 0; su demos-
tracién requiere de varios pasos, finalizando con la expresion (8). Comienza
definiendo z = R%, de modo que z" = R 0 z" — R = 0. Entonces, en (4) susti-
tuye z = R, resultando g+ q1z+ -+ q" 1z"~1 = 0. Estas dos partes de (5)
delimitan z.

Silos términos g, q1,. . . no son igual a cero, las ecuaciones expresadas en (5)
tienen necesariamente uno o mds raices en comun. Si k es el nimero de estas
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raices comunes, sabemos que podemos encontrar una ecuacién de grado k que
tenga tantas como las k raices mencionadas y en la cual todos los coeficientes
sean funciones racionales de R, 4, 41, Y gm—1. Sea

rdrz4rn 4+ =0 (6)

dicha ecuacion. Esta tiene raices en comun con la ecuaciéon z™ — R = 0; asi,
todas las raices de esta ecuacién tienen la forma &z, donde &), designa una de

las raices de la ecuacién oc?f — 1 = 0. Entonces sustituyendo (en (6) z — a;z) ,

tenemos las siguientes ecuaciones,

r+rlz+rzzz+---+rkzk:0 (7.1)
rarz+ a4+ zxkrkzk =0 (7.2)
r+ap_oriz + oci_zrzzz + -+ zxﬁ_zrkzk =0. (7.k)

En la expresion z = ay,z, el subindice y es un indice que varia desde 1 a k (el
total de raices comunes de (5), z, az, a1z, 22,. . ., &x_»2). Sustituyendo z = az
de nuevo en z" — R = 0 resulta a/z" — R = 0, pero z" = Ry esto significa
que ay'R — R = 0. Dividiendo por R (que es distinto de 0) se muestra que «;, es
una raiz de la ecuacion aj —1 = 0. Ahora ay, es sinénimo de toda la serie de
valores 1, a, ay,. . ., ®x_», dflonde Abel observa que 1 es una raiz de esta ecuacion
y la denomina &y = a. Obsérvese que entonces existen sélo k — 2 valores de a,
ya que de las k raices, la primera y la segunda son 1 y «). Abel sustituye ahora
los valores sucesivos ay,z = z, az, a2z,. . ., &z nuevamente en la expresion (6).
Sustituyendo 1 por &y, nos da la expresion (7.1); sustituyendo a nos da (7.2),. . .
asi hasta sustituir a;_, que nos da (7.k).

En estas k ecuaciones, uno puede siempre encontrar el valor de z expresa-
do mediante una funcién racional de los términos r, rq, 72,. .., 1, ¥, como los
términos son en si mismo funciones racionales de a, b, ¢, d, ¢, R,..., p, p2,- - .,
se deduce que z es también una funcién racional de estos mismos términos, lo
cual es contrario a la hipétesis. Por lo tanto, tiene que cumplirse necesariamen-
te que

g=0,91=0,..., gy3-1=0. (8)

Ahora Abel realiza una observacién critica: de las k ecuaciones (7.1-7.k),
siempre podemos encontrar un z como una funcién racionalder, rq, ro,. . ., 1%, y
«, ya que tenemos simultdneamente k ecuaciones para determinar k incégnitas,
z1, Z3,. . ., zx. Obsérvese que esto difiere de la situacién de la ecuacién original
(1), la cual era una ecuacién para determinar cinco valores de y; (7.1-7.k) son
k ecuaciones lineales para determinar k incégnitas, y pueden ser resueltas por
eliminacién, tratando cada potencia de z como una incégnita separada y resol-
viendo las k ecuaciones como si fueran ecuaciones lineales simultianeas para

esas k incégnitas. Pero asumimos que z = R= no es una funcién racional de
sus variables, por lo que la tinica alternativaesqueg =gy = -+ = g1 = 0,
concluyendo la demostracién de (8).
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Si ahora estas ecuaciones son validas, estd claro que la ecuacién propuesta

(1) es satisfecha por todos los valores que se obtienen para y ddndole a Rin
todos los valores

1 1 1 1 1,1
Rw, aRw, a>Rw, a®Rwm,..., a™ 1R, 9)
siendo « una raiz de la ecuacion

lxmfl_'_[xm*2+..._|_,x—|-1:0. (10)

Siyy =p+ R + sz% SRR pm_an% (3), entonces g + qu% =900
qm_an% = 0. Esto sucede porque, al sustituir esta expresién de y; en (1), ob-
tenemos términos como (productos de p, pa,...) (R% )“(R% )b.... Agrupando

potencias, resulta (productos de p, pa,...) (R%)‘Hz”'”. Por lo tanto el expo-
nente a + 2b + - - - puede ser siempre expresado como mi + j, donde i y j son

. . . l .
enteros (j < m — 1), entonces las potencias enteras de R' = (R# )™ puede ser
sacadas fuera e incluso tanto los productos de p, py,... como g, g1, ... en (4).
Abel acaba de demostrar que todas estas gs son iguales a cero. Ahora si con-

. 1 1 . _
sideramos 1, en la cual Rm — aRm, puede aplicarse un argumento similar,
excepto que haya un factor de « elevado a la misma potencia (a +2b+ - --)
multiplicando a estos factores previos de g4 y R. Pero como g5 son cero, enton-
ces cada término desaparece e y, también satisface P = 0 en (4). El mismo

argumento también se aplica a y3 (R% — azR%) y todos los otros valores de
©).

Tenemos entonces que todos los valores de i son diferentes, por el contrario
en el caso de que tuviéramos un ecuacién de la misma forma que la ecuacién
P = 0, ésta nos llevaria, como hemos visto, a un resultado que no puede ser va-
lido. El ntimero m por lo tanto no puede exceder de 5. Por lo tanto designando
Y1, Y2, Y3, Y4,V Y5 como las raices de la ecuacion propuesta (1), tendremos

Y1 =P+ R+ paRi 44 pyu RS, (11.1)
Y2 = p+aRT + a2 paRi 4o 2 g, (R (112)
Ym = p -+ W 1RW 4 am*szR% 4. +,xpm71R"’,Zl. (11.m)

Obsérvese que, si por el contrario y; = v (por poner un ejemplo), entonces
(11.1)=(11.2), lo cual requiere quea —1 =0 =a?> -1 =a%—1 = ---, lo cual
contradice (10). Por lo tanto todos los valores de y son diferentes. Por supuesto,
hay casos especiales de ecuaciones quinticas que tienen raices iguales, pero se
puede comprobar que sus soluciones son racionales simples. Por ejemplo, si
todas las raices son iguales, ¥ = o, entonces la ecuacién quintica puede ser
factorizada como (y — yo)° = 0, y claramente puede verse que esa situacién se
puede dar inicamente si los coeficientes son muy restringidos. Abel también
nos recuerda que las raices no pueden ser nunca mds de cinco.
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De estas ecuaciones, deducimos facilmente que:

p= %(y1+]/2+'~—|—ym), (12.1)

R = %(yl + " Nys 4 aym), (12.2)
2R = %(]/1 + a2y 4+ aPYm), (12.3)
Pm—lRﬂ%l = %(]/1 +ayy+ o a" Y. (12.m)

1 . .
Vemos de esto que p, pa,. .., Pm—1, R, y R son funciones racionales de las
raices de la ecuacion propuesta (1).

Ahora hace uso de estas cinco raices y1, ¥, . ., 5 y utiliza (3) y el resulta-
do obtenido de (9-10) para expresar explicitamente las ecuaciones (11.1-11.m).
Entonces suma estas ecuaciones y obtiene

y1+y2—|—...+ym:mp+(1+a+a2+”.+am_l)R%
+P2(1+a+a2+...+am—1)R%+”. (121)
—|—Pm—1(1—|-lx+¢x2_|_..._|_“m—1)RmTfl'

Pero por (10) esto nos lleva inmediatamente a (12.1), por lo que todas las su-
mas (1 +a +a®+ -+ +a™ 1) desaparecen. Ahora Abel dirige sus esfuerzos
a los términos de (4) multiplicando cada ecuacién de tal modo que aisla cada

término. Para obtener el término R%, multiplica (11.1) por 1, (11.2) por am1,

(11.3) por &™~2,.., (11.m) por a. Entonces sumandolas todas, obtenemos:
" Yy a2y b baym = mp+ (1+at+ a4+ +a™ Yp
+ ma™ R +p2¢xm(1+a+a2+---+¢xm_l)R% + - (12.2)
Fa"pu_1(1+a+a+--+a™ )R,

Como a™ = 1, entonces mRu = y1+a™ s + a2y + -+ ay, (12.2). Se
utiliza la misma estrategia para el resto de ecuaciones (12.2-12.m).

Consideremos ahora uno de estos términos, por ejemplo R. Sea
R=S+0i + S0 + -+ +S,_10"7 . 13)

Tratando este término del mismo modo que y, obtenemos un resultado si-

. S 1 . .
milar, mostrando que los términos v, v, S, Sy,. . ., son funciones racionales de
los diferentes valores de la funcién R, y como estos valores son funciones ra-

. - . 1
cionales de y1, y», etc., entonces también lo son las funciones v#, v, S, Sy,. . ..
Siguiendo este razonamiento, concluimos que todas las funciones irracio-

nales contenidas en la expresién de y son funciones racionales de las raices de
la ecuacién propuesta.
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Con esto finaliza el segundo paso de toda la demostracién.

Siendo establecido este resultado, no es dificil completar la demostracién.
. . . I 1.
Consideremos primero las funciones irracionales de la forma R#, siendo R una

funcién racional de g, b, ¢, d, y e. Sea R = r, donde r es una funcién racional
de las raices y1, ¥2, Y3, Y4 € y5 y R una funcién simétrica de estos términos.
Ahora como el caso en cuestion es la solucién general de la ecuacién de quinto
grado, estd claro que uno puede considerar y1, ¥2, ¥3, Y4 € y5 como variables
independientes; por lo tanto la ecuacién R = r puede mantenerse bajo esta
suposicién. En consecuencia, podemos intercambiar los términos y1, ¥2, ¥3, Y4

ool . R |
e y5 entre ellos en la ecuacién Rw = r, ya que por el intercambio, R necesa-
riamente toma m diferentes valores ya que R es una funcién simétrica.

En este tltimo paso de la demostracién comienza la reduccion al absurdo.

1

Abel establece que Rn = r y nos recuerda que acaba de mostrar que es una
funcién racional de las raices vy, ¥2, 3, ¥4 € y5. Es mds, R es una funcién si-
métrica de estas raices. Esto significa que podemos permutar las raices entre
ellas sin cambiar R. Esto también significa que la ecuacién R= = r puede ser

permutada entre las m raices, y se asumird entonces que r toma los diferentes
m valores.

La funcién r debe tomar también los m diferentes valores de la permutacion
de las cinco variables que contiene de todas las formas posibles. Para mostrar
esto, es necesario que m = 5 0 m = 2, ya que m es un ndmero primo. (Ver la
memoria del Sr. Cauchy en el Journal de I’Ecole Polytechnique, vol. 17.)

En este paso, Abel hace referencia al trabajo de Cauchy. El Teorema de

Cauchy establece que si m = 5, nuestra funcién r = R puede s6lo tomar los
valores cinco o dos, nunca dos o cuatro. El Teorema de Cauchy establece que
r s6lo puede tomar un valor, pero esto contradice la suposicién inicial de que
todas las raices eran diferentes.

Primeramente, sea m = 5. La funcién r por lo tanto tiene cinco valores
diferentes y consecuentemente puede ser expresada de la forma

RS =1 =p+piy1 + pay + pavi + pavt, (14)

siendo p, p1, p2,. .. funciones simétricas de y1, 2, . ... Intercambiando y; e ¥,
la ecuacién nos da,

P+ piva + payi + payi + payi = ap + apiya + apays + apsy; + apays  (15)

donde
e Fa’+a+1=0. (16)

Pero esta ecuacién resulta imposible, por lo que consecuentemente m debe ser
igual a 2.
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En su articulo de 1826, Abel ofrece una demostracion méas profunda y més
simple de esta afirmacién. Primero, considera expresar una de las raices y; co-
mo en (11a), 1 = p+ RS + sz% +--+ p4R% y entonces obtiene la expresion
para RS = %(yl + aty, + alys + a?yy + ays), como en (12.2), donde el caso
m = 5 es considerado. Sin embargo, esta expresién es imposible, ya que el lado
izquierdo de la igualdad toma cinco valores (los posibles valores de las cinco
raices), mientras que la parte derecha tiene 120 (las permutaciones de las cinco
raices). Por lo tanto el caso m = 5 debe ser excluido.

Entonces sea

Nl

R2 =7, (17)

donde r debe tomar dos valores diferentes de distinto signo. Entonces tenemos
(ver la memoria del Sr. Cauchy)

Nl

R =r=0(n—y) (1 —ys) -+ (2= y3) - (ya—ys) =vS  (18)

siendo v una funcién simétrica.

Abel considera dos posibles valores para r de la ecuacién (17), recordando
que la raiz cuadradada toma siempre los signos +. El Teorema de Cauchy es-
tablece en este caso que r puede ser expresado de la forma de la ecuacién (18),

donde v es una funcién simétrica (dependiente de los coeficientes) y S2 es una

funcion especial, st = (1 —v2)(y1—y3) - (y2—y3) - - (ya — y5). Obsérvese
que S no puede ser cero, ya que ninguna de las dos raices son iguales.

Consideremos ahora las funciones irracionales de la forma

m

1
<P+P1R5+sz{‘+~-~> , (19)

siendo p, p1, p2, etc., R, Ry, etc., funciones racionales de a4, b, ¢, d, y e y con-
secuentemente funciones simétricas de y1, y2, ¥3, ¥4 € y5. Como hemos visto,
debemos tomar v = y = etc. =2, R = %S, Ry = U%S, etc. La funcién proce-
dente de (19) puede por lo tanto ser expresada de la forma

1

1\ m
(p+pms?)". (20)
Sean 1
1\ m
r=(p+ms?)”, 1)
1
1\ m
rn = (P— p152) : (22)
MultiplicAndolas, obtenemos
1
rry = (pz — p%S) . (23)
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Abel nos recuerda que ahora sabemos que estamos manejando R%,en lugar
de RS, Utilizando las definiciones R = v2S, R; = ©%S, ..., puede expresar las

1
funciones irracionales como (19), de la forma r = (p + p1S %) ", (21), donde ha

eliminado los otros términos de (19) ya que su objetivo es mostrarnos la forma
general que tomaran. Igualmente, expresa el otro término irracional del mismo

1
modo r| = ( p—p1S %) ", (22). Multiplicando ambos, obtiene la expresién (23),
eligiendo convenientemente el signo negativo para r;.

Ahora si 71 no es una funcién simétrica, m debe ser igual a 2, pero en este
caso r tendria cuatro valores diferentes, lo cual es imposible; por lo tanto rrq
debe ser una funcién simétrica.

Abel argumenta que el producto 7r; es una funcién simétrica, por que si
no, entonces por el Teorema de Cauchy, m = 2. ;Qué significa esto?. En (21), r
tendria cuatro valores, ya que esto implica que la raiz cuadrada de los términos
incluye a su vez raices cuadradas. Esto no es posible; s6lo son posibles los
valores m = 5y m = 2. Por lo tanto, rr1 es una funcién simétrica (23).

Sea v esta funcion simétrica (v = rry) , entonces

3=

r+r1=(P+P15%)%+U(P+Pls%)i =z (24)

Esta funcién tiene m diferentes valores, entonces m debe ser igual a 5, ya
que m es un nimero primo. Por lo tanto, tenemos

Ull—

1 —_
z=g+aqy+ay’ +ar+ayt = (p+ps?) +o(ppst) T, @9

siendo ¢, 41, 42, etc., funciones simétricas de y1, v, 3, etc. y por lo tanto fun-
ciones racionales dea, b, ¢, d y e.

Como ha excluido la posibilidad de que m = 2, entonces por eliminacién
m = 5. Abel expresa z en (25) en términos de las raices de la quintica.

Combinando esta ecuacién con las ecuacién propuesta, podemos expresar
y en términos de una funcién racional de z, 4, b, ¢, d y e. Ahora tales funciones
son siempre reducibles a la forma

y =P+ R5 + PR3 + P4R3 + P4RS, (26)

donde P, R, P>, P3, y P4 son funciones de la forma p + pls%, siendo p, p1,y S
funciones racionales dea, b, c,d y e.

De esta expresién para y obtenemos que

1 1 1\ 3
RS = (i +a'yp+ s+ dygtays) = (p+piS?)°, @)
donde
AP +a’+a+1=0. (28)
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Ahora el lado izquierdo de la igualdad (27) tiene 120 valores diferentes y el
lado derecho sélo 10; consecuentemente, y no puede tener la forma que hemos
considerado, pero hemos demostrado que y debe ser necesariamente de esta
forma si la ecuacién propuesta es resoluble.

Por lo tanto concluimos que es imposible resolver por radicales la ecuacion ge-
neral de quinto grado.

De este teorema se deduce inmediatamente que resulta también imposible
resolver por radicales ecuaciones de grado superior a cinco.

Esta tultima deduccién es muy sencilla, ya que si se multiplica la ecuacién
quintica por y, entonces tendremos una ecuacion de sexto grado, donde una
de sus raices es precisamente y = 0, y las otras raices son irresolubles por
radicales, por lo tanto para grados superiores a cinco, es imposible resolverlas
mediante radicales.
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Resumen

En el mes de noviembre de 1859, durante la presentacién mensual de los
informes de la Academia de Berlin, el alemdn Bernhard Riemann presenté
un trabajo que cambiaria los designios futuros de la ciencia matematica. E1
tema central de su informe se centraba en los nimeros primos, presentan-
do el que hoy dia, una vez demostrada la Conjetura de Poincaré, puede ser
considerado el problema matemético abierto mas importante. El presente
articulo muestra en su tercera seccién una traduccién al castellano de dicho

trabajo.

Palabras Clave: Funcién Zeta, Nimeros Primos, Hipétesis de Riemann.

1. Introduccion

Demostrar la Hipétesis de Riemann significarfa un
cambio profundo en la forma de entender la realidad que
nos rodea. Por ello, no es extrafio que sea considerado co-
mo el problema matemadtico abierto mds importante en la
actualidad. Pero su reputacién ha sufrido el mismo pro-
ceso que experimentan los buenos vinos, mejorando con
el tiempo, asentdndose, a la espera de que la mente pri-
vilegiada de un genio pueda arrojar algo de luz sobre el
halo de misterio que lo envuelve. Desde que en noviem-
bre de 1859, el aleman Bernard Riemann publicara en la
Academia de Berlin Sobre La Cifra de Niimeros Primos me-

Georg Friedrich Bernhard
Riemann

nores que una Cantidad Dada, muchos mateméticos han intentado, hasta ahora
sin éxito, demostrar el santo grial de las matemaéticas. Pero, ;qué esconde esta
hipétesis?, jcudl es el motivo de su fama?, ;qué conceptos matematicos oculta?.


http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE/
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Sin lugar a duda el misterio existente en torno a los ntimeros primos alimenta
la sed de respuestas.

En el afio 1900, el alemédn David Hilbert pronuncié
una conferencia durante la celebraciéon del Congreso In-
ternacional de Matemaéticos en Paris. Esta intervencion
guiaria en cierto modo el devenir futuro de las matema-
ticas. En ella Hilbert enuncio, lo que desde su punto de
vista debfan ser considerados los 23 problemas matema-
ticos atin no resueltos mds importantes del momento, y
en los que la comunidad matematica deberia volcar to-
dos sus esfuerzos, de ahi su famosa frase “Debemos saber, David Hilbert
y sabremos”. El problema ntimero 8 trataba precisamente
la Hipétesis de Riemann, enunciada de tres modos diferentes:

HR.1: La funcién Li(x) de Gauss estd a distancia raiz cuadrada de 7t(x).

HR.2: Las funciones Li(x) de Gauss y R(x) de Riemann estdn a una
distancia de orden raiz cuadrada de 7t(x).

HR.3: Todos los ceros no triviales de la funcién zeta de Riemann, definida
como continuacién analitica de la forma

[(s)=Y nl Re(s) > 1
n=1

estdn en la franja critica vertical, formada por los niimeros complejos s
tales que Re(s) = %, esto es, en mitad de la franja critica.

La Hipétesis de Riemann estd relacionada “genéticamente” con los ntiime-
ros primos, que son los “a4tomos” de las matemadticas. Su demostracién podria
cambiar la forma de hacer negocios hoy en dia, pues los niimeros primos son
el eje central de la seguridad en la banca y el comercio electrénico. Supon-
dria también que habria una profundo impacto en la vanguardia de la ciencia,
que afectarfa a la mecénica cudntica, la teorfa del caos, y el futuro de la compu-
tacion. Por ello, el mismo Instituto Matematico Clay de la Universidad de Cam-
bridge en Massachussets, anuncié durante el Congreso Internacional de Parfs
el 24 de mayo de 2000, en conmemoracion del centenario de la conferencia de
David Hilbert, que premiaria con un millén de ddlares a quien lograra demos-
trar cualquiera de los 7 problemas matemadticos abiertos del momento, deno-
minados comdnmente del milenio', del que la Hipétesis de Riemann formaba

! Estos problemas, reducidos actualmente a 6 una vez que la Conjetura de Poincaré, un problema
de topologia geométrica, fue demostrada en noviembre de 2002 por el ruso Grigori Perelman, son
los siguientes:

1. P versus NP. Formulado por Stephen Cook en 1971; puede ser el problema central de las
Ciencias de la computacién y de especial importancia para los sistemas criptograficos uti-
lizados en la actualidad. Consiste en demostrar que en determinados problemas es mucho
mads dificil encontrar una solucién que comprobar si una solucién es correcta.

2. La Conjetura de Hodge. Relacionada con la investigacién de las formas de objetos compli-
cados mediante la aproximacién a partir de combinaciones de bloques geométricos mas
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parte. Como anécdota para resaltar la importancia de la Hip6tesis de Riemann,
cabe comentar que en una ocasion en 1943, poco antes de morir, un periodista
le pregunt6 a David Hilbert cudl seria su primera pregunta si pudieran resuci-
tarle 500 afios después de su muerte, a lo que éste respondio sin titubeos: “;Ha
demostrado alguien la Hipdtesis de Riemann?”.

2. Unaretrospectiva hasta Riemann de los Nimeros
Primos

2.1. Grecia

Los primeros intentos de descifrar los misterios de los
nuimeros primos surgieron en la antigua Grecia. Ellos fue-
ron los que establecieron los principios matematicos sobre
los que se ha trabajado desde entonces. Los pitagéricos se
encargaron de profundizar en los conceptos fundamenta-
les de la aritmética, otorgdndole a los ndmeros un carac-
ter casi mistico. Fueron ellos quienes comenzaron a mul-
tiplicar y operar con los niimeros, ddndose cuenta de que
existian algunos de ellos que eran imposibles de reducir.
Como anécdota cabe destacar que los niimeros primos pi-
tagoéricos son aquellos que se pueden expresar de la forma
4n 4 1, es decir, aquellos nimeros cuyo resto al dividirlos
por 4 es 1. Fue entonces cuando las academias y bibliotecas
comenzaron a mostrar un ferviente interés por contar con
tablas de registro de los ntimeros primos cada vez mds y mas extensas. Pero,
(era esta lista de niimeros primos finita?

Euclides de Alejandrl’a2

Fue en los Elementos de Euclides (en torno al afio 300 a.C.) donde encon-
tramos el primer salto cualitativo en lo que a los niimeros primos se refiere.
Euclides demostré que la cantidad de ntimeros primos era infinita, y lo hizo

simples de dimensién creciente.

3. La Hipétesis de Riemann. Considerada como la pregunta abierta mas importante en las mate-
maticas y que trata sobre los niimeros primos, cuyo estudio ha atraido a numerosos mate-
maticos: Euclides, Gauss, Riemann, Chebyshev, etc. En particular se refiere a la distribucién
de los ntimeros primos en la serie de ntimeros naturales, que estd muy relacionada con el
comportamiento de la llamada funcién zeta de Riemann.

4. El problema de Yang-Mils. Esta planteado como un problema matematico y se refiere al estu-
dio de las ecuaciones de Yang-Mills, fundamentales en la unificacién de la electrodindmica
cuéantica con la teoria electrodébil.

5. Elproblema de Navier-Stokes. El estudio de la existencia de soluciones para las ecuaciones ba-
sicas del movimiento de los fluidos incompresibles: las Ecuaciones de Navier-Stokes (Na-
vier 1822 y Stokes 1842).

6. La Conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer. Conduce al estudio del cardcter infinito o finito del
namero de soluciones racionales de una curva algebraica eliptica o de género 1.

2 Retrato fechado en 1474 del pintor Justus van Ghent (1430-1480) que se encuentra actualmente
en el Palacio Ducal de Urbino en la Galeria Nacional de Las Marcas. En la Edad Media, Euclides
de Alejandria era confundido erréneamente con Euclides de Megara, discipulo de Sécrates, de ahi
que en la inscripcién al pie aparezca este nombre.
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mediante un método ingenioso del razonamiento 16gico, la reduccion al absur-
do. Para ello consideré como hipétesis de partida que existe un conjunto finito
de nimeros primos que denotaremos como C = {py, pa, ..., Pn}. En este pun-
to Euclides realiza el paso clave para su demostracién. Si ahora consideramos
el niimero formado por el producto de todos estos ntimeros primos p;, todos
ellos mayores que 1, y le sumamos 1, tendremos:

N=pixpax---Xpys+1

Por lo tanto N es mayor que cualquier de los ntimeros primos p;, por lo tanto
no pertenece al conjunto C, y por el Teorema Fundamental de la aritmética (que
aparece en el Libro IX de los Elementos), puede descomponerse como producto
de factores primos. Por hipétesis, estos factores sélo pueden estar entre los pri-
mos que aparecen en el conjunto C. Por tanto, existird un primo g del conjunto
C, tal que g es divisor de N, y obviamente, 4 divide a p; X pp X - - - X py. Por
consiguiente, g divide a la diferencia

N—py XpaX---Xpy

(que es igual a 1). Pero ningtin ndmero primo divide a 1, y 4 es un ntimero
primo que divide a 1, de aqui la contradiccién. Concluimos entonces que el
conjunto de los ntimeros primos no puede ser finito (q.e.d.).

En principio, el argumento de Euclides establece cémo podemos encontrar
nuimeros primos nuevos: multipliquemos los que conocemos, sumemos uno
al producto y factoricemos el ntimero resultante. Por ejemplo si realizamos la
siguiente operacién N = 2 X 341 = 7 obtenemos como resultado un nuevo
nuimero primo. Desgraciadamente, una vez que hemos obtenido los 200 pri-
meros niimeros primos, la factorizacién comienza a ser practicamente inabor-
dable. Como curiosidad, el nimero P = 2%3-112609 _ 1 ¢on i12.978. 189! cifras
en el sistema decimal, es el nimero primo mds grande conocido hasta Marzo
de 2011, descubierto por Edson Smith del Departamento de Matemaéticas de la
Universidad de California, Los Angeles (UCLA).

Una vez establecida la infinidad de ntimeros primos, el siguiente paso de-
bia ser cuantificar la cantidad de ntiimeros primos que existen menores que un
niimero N establecido previamente. Denotaremos entonces

71(x) = numeros primos < x

La herramienta mas 1itil que se conoce pa-
ra contar primos es la Criba de Eratdstenes,
descubierta por Eratéstenes de Cirene (276-
194 a.C.). Este es un algoritmo utilizado pa-
ra eliminar los nimeros compuestos entre 1
y X,y se basa en la observacién de que si N es
menor o igual a x, y no es divisible por nin-
gun primo menor o igual que /x , entonces
N debe ser primo. Comenzamos por hacer un
listado de todos los enteros entre 1y x, y eli-  Easgstenes enseriando en Alejandria,
minar de la lista todos los multiplos de 2. A pintura de Bernardo Strozzi (1581-1644)
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continuacién borramos los miltiplos de 3, después los mdltiplos de 5, etc., has-
ta que todos los multiplos de los primos menores o iguales que /x hayan des-
aparecido de la lista. Los ntimeros que hayan sobrevivido a la criba serdn todos
primos.

La Criba de Eratéstenes nos permite evaluar la funcién 77(x) para valores
pequerios de x: se trata de una funcién escalonada que da un salto 1 cada vez
que aparece un primo nuevo. Sin embargo, para valores grandes de x, es impo-
sible calcular el valor de 77(x) con exactitud, pero podemos intentar hacer una
estimacién de su valor basdndonos en el patrén de su comportamiento para
valores conocidos.

2.2. Fermat, Mersenne y algunas conjeturas

Tras la caida del imperio romano, Europa quedé sumida en una especie de
letargo durante la edad Media. No fue hasta finales del siglo XV, con la apari-
cién del Renacimiento, cuando se empezaron a recuperar en todas las discipli-
nas del arte, y la ciencia los trabajos de los cldsicos. Sin embargo, la aritmética
jugé en cierto modo un papel secundario en cuanto a interés se refiere, dejando
el protagonismo primero al dlgebra durante el siglo XVI, a la geometria alge-
braica durante la primera mitad del siglo XVII, y al cdlculo y al anélisis durante
la segunda mitad del siglo XVII y todo el siglo XVIII. Sin embargo durante este
largo periodo no dejaron de surgir nuevas investigaciones en torno a la aritmé-
tica, caracterizada esta época por la aparicion de ciertas conjeturas, muchas de
ellas en torno a los niimeros primos.

Pero, si hay un personaje que destaque sobre todos
los demas en el siglo XVII en cuanto a la aritmética se
refiere, éste es sin lugar a dudas el francés Pierre de Fer-
mat. Fermat, que no era matemaético de profesién sino
un hombre de leyes, trabajé en infinidad de ramas de las
matemadticas. Lleg6 a descubrir el célculo incluso antes
que Newton o Leibniz, siendo cofundador de la teoria de
probabilidades junto a Blaise Pascal, o descubriendo in-
dependiente de Descartes el principio fundamental de la
geometria analitica. Fermat conjeturé que todos los nu-
meros de la forma 22" 4 1 eran primos (debido a lo cual
se los conoce como niimeros de Fermat, ligados fuertemen-
te a la construccién de poligonos regulares mediante regla y compds, de modo
que si notamos como F; a los ntimeros de Fermat, y tenemos que F; es un nad-
mero primo p, entonces podemos inscribir en un circulo un poligono regular
de p lados con la ayuda tinicamente de una regla y un compas) y verific6 esta
propiedad hasta n = 4 (es decir, 216 4 1). Sin embargo, el siguiente ntimero de
Fermat 232 + 1 es compuesto (2%2 + 1 = 4294967297 = 641 - 6700417), como
demostré Euler. De hecho, hasta nuestros dias no se conoce ningtin ntimero
de Fermat que sea primo aparte de los que ya conocia el propio matematico
francés®. También demostré el que hoy es un resultado fundamental de la arit-

Pierre de Fermat

3 Existe un test especializado cuyo tiempo de ejecucién es polinémico: el test de Pépin. Sin em-
bargo, los propios niimeros de Fermat crecen tan rdpidamente que sélo se ha podido aplicar para
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mética, conocido como Peguefio Teorema de Fermat, cuyo enunciado establece:

Si p es un ntimero primo, y a es cualquier nimero natural mayor
que 1, entonces p|a? — a, es decir, a? — a es divisible por p.

El segundo gran personaje del siglo XVII, en lo que a
aritmética se refiere, fue el monje francés de la Orden de
los Minimos Marin Mersenne, quien hizo de su habita-
cién en un convento de Paris un lugar de encuentro de
matemadticos de la talla de Fermat o Pascal con la mate-
matica como tema principal de discusién. Mersenne de-
dic6 especialmente gran parte de sus investigaciones a
los niimeros primos de la forma 27 — 1. Se puede demos-
trar que si p no es primo entonces 2” — 1 tampoco es pri-
mo, con lo que sélo tienen un especial interés los ntime-
ros 27 — 1 con p primo. Antes de Mersenne, otros mate-
maticos habian establecido ya que ciertos ntimeros del tipo 27 — 1 eran primos.
En particular, se sabia que 2 — 1 era primo para p = 2,3,5,7,13,17y 19, y que
2P —1 no era primo para p = 11. Entonces Mersenne en 1644, en el prélogo
de su libro Cogitata Physica-Mathematica, escribi6 que considerando un primo p
entre 2 y 257, el ntimero 27 — 1 es primo sélo para los niimeros p siguientes: 2,
3,5,7,13,17,19, 31, 67,127 y 257. Toda la comunidad matemadtica opinaba que
era imposible que Mersenne hubiese estudiado tal cantidad de ntmeros, pero
tampoco habia nadie capaz de probar que su enunciado era incorrecto. La afir-
macion estaba tan por encima de las posibilidades de la época que tuvieron que
pasar mas de 100 afios para que alguien hiciese un avance real en su estudio:
finalmente se logr6 probar que efectivamente el ntimero 23! — 1 es un ntimero
primo. Este es s6lo uno de la cantidad ingente de resultados matematicos aso-
ciados al nombre del matemético mas prolifico de la historia, el suizo Leonhard
Euler. El estudio del resultado anunciado por Mersenne no se complet6 hasta
1947, estableciéndose que la lista correctaes: 2, 3, 5,7, 13,17, 19, 31, 61, 89, 107
y 127. Al final result6 que Mersenne habia puesto dos ntimeros de maés y tres
de menos en su lista original. A pesar de todo, los primos de la forma 27 — 1
conservan el nombre de Mersenne. Quedaban asi entonces establecidos los 12

primeros primos de Mersenne*.

Marin Mersenne

valores de 1 pequefios. En 1999 se aplicé para n = 24. Para determinar el cardcter de otros nu-
meros de Fermat mayores se utiliza el método de divisiones sucesivas y de esa manera a fecha de
junio de 2009 se conocen 241 ntimeros de Fermat compuestos, aunque en la mayoria de los casos
se desconozca su factorizacién completa.

4 Existe un test de primalidad muy eficaz, el test de Lucas-Lehmer, para determinar si un ntimero
de Mersenne es primo o no. El proyecto de computacién distribuida GIMPS, acrénimo de Great
Internet Mersenne Prime Seach, se encarga de buscar niimeros primos de Mersenne, que normal-
mente son los mayores primos que se conocen, de hecho el 243112609 _ 1 antes mencionado forma
el tetragésimo quinto ntimero primo de Mersenne. La idea es que colaboradores de todo el mundo
operen sobre una base de datos central. No hay mds que conectar con la padgina WEB de GIMPS
(www.mersenne.org) y descargar el software necesario. Automaticamente, la base de datos central
asigna una serie de célculos. Esta tarea la realiza el ordenador con los recursos que no estan sien-
do utilizados en cada momento, no interfiriendo asi en su actividad normal. Una vez obtenidos
los resultados, el mismo ordenador contacta automaticamente con la base de datos central, actua-
lizéndola. Si el ordenador no estd conectado continuamente a Internet, espera a estar conectado
para hacer la transferencia de datos. Esto hace posible el uso de los nuevos resultados por otros
colaboradores.
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El 7 de junio 1742, Christian Goldbach, secretario de la Academia Impe-
rial de Ciencias de San Petesburgo desde febrero de 1725, y tutor-educador en
Mosct de varios descendientes del zar Pedro I El Grande (Ekateriana I, Pedro
II, Anna Ivanovna, Ivdn VI e Isabel Petrovna), escribié una carta a Euler que
demuestra la capacidad intuitiva matemadtica del alemdan. En esta carta expo-
nia:

“No creo que sea totalmente iniitil plantear aquellas proposiciones que son
muy probables aunque falte una verdadera demostracion, pues avin cuando
se descubra que son incorrectas, pueden conducir al descubrimiento de una
nueva verdad.”

Ademas Goldbach le comentaba que, a pesar de no haber encontrado una de-
mostracién, estaba seguro de que todo niimero natural mayor o igual que 6 se puede
escribir como suma de tres niimeros primos. Euler le contesté el 30 de junio, con-
firmando que el resultado es equivalente a que todo niimero natural par mayor
o igual que 3 es la suma de dos primos. Este tltimo enunciado pasaria a la histo-
ria con el nombre de Conjetura de Goldbach, uno de los problemas abiertos mas
famosos de las Matematicas. Es bien conocido que Descartes habia formulado
una conjetura similar, aunque no equivalente a la de Goldbach en 1650, que
establecia que todo niimero par es al menos suma de tres niimeros primos. Lo que no
estd tan claro es que formulara dicha conjetura tinicamente para los ntimeros
enteros pares, pero es ficil ver que ésta es equivalente. Muchos han intentado
su demostracién. Uno de los primeros fue el padre de la teoria de conjuntos, el
alemdan Georg Cantor. Otros matematicos brillantes como Lev Schnirelmann,
Godfrey H. Hardy, Ivan Vinagodrov y Chen Jingrun, han dedicado parte de
sus esfuerzos en lograr desentrafiar sus secretos, lograndose avances muy sig-
nificativos por métodos analiticos, aunque sin llegar a la solucién general final.
No se duda de su veracidad, como ademds sugieren los cdlculos hechos en la
actualidad con algunos de los ordenadores méas potentes, pero nadie ha sido
capaz de dar una demostracién general. El tltimo avance en la comprobacién
directa del resultado mediante ordenador asegura que el resultado es cierto
para todo nimero par hasta 400 billones.

Otra de las conjeturas mds interesantes es la relativa a la cantidad de nu-
meros primos gemelos. Dos niimeros primos p y g se dice que son gemelos si
p = q + 2. Como ningtin nimero primo puede ser par, a excepcioén del 2, dos
primos son gemelos si estdn todo lo cerca que dos primos mayores que 2 pue-
den llegar a estar. Primos gemelos son, por ejemplo, las parejas (17, 19), (29, 31)
y (1.000.000.000.061, 1.000.000.000.063). La Conjetura de los primos gemelos esta-
blece que existen infinitas parejas de primos gemelos. Aunque esta afirmacién
parezca muy similar al resultado que hemos demostrado sobre la existencia
de una cantidad infinita de niimeros primos, todavia nadie ha sido capaz de
determinar si es cierta o no. Esta conjetura puede sugerir que los primos se
encuentran cerca unos de otros. Sin embargo, es facil ver que hay listas de nt-
meros naturales consecutivos no primos de cualquier longitud. La Conjetura de
Polignac es una versiéon mds general y mds fuerte que la anterior, ya que enun-
cia que para cada entero positivo n, existen infinitos pares de primos consecutivos que
estdn separados por 2n miimeros compuestos. A su vez, una versiéon mas débil de
dicha conjetura dice que todo niimero par es la diferencia de dos niimeros primos.
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Durante el Congreso Internacional de Matematicos
de 1912 celebrado en la ciudad britdnica de Cambridge,
el aleman Edmund Landau redacté un ensayo sobre teo-
ria de ndmeros y la funcién zeta de Riemann. En él, cata-
log6 los cuatro problemas basicos sobre niimeros primos
considerados “inabordables” en aquel momento. Estos
problemas se denominaron comtinmente Los Problemas de
Landau, y son los siguientes:

1.
2.

La Conjetura de Goldbach®. Edmund Landau
La Conjetura de los Niimeros Primos Gemelos.

La Conjetura de Legrende, establece que existe siempre un niimero primo entre
dos cuadrados perfectos, esto es, entre n® y (n +1)2.

La conjetura de establece que existen infinitos niimeros primos p tales que
(p — 1) es un cuadrado perfecto. Dicho de otra forma, existen infinitos niime-
ros primos de la forma n* + 1.

Otros enunciados sobre ntimeros primos atin sin demostrar de forma gene-
ral son:

. La Conjetura de Brocard, que establece que entre los cuadrados de primos

consecutivos mayores que 2 existen siemptre al menos cuatro niimeros primos.

La Comnjetura de Cramer, cuya veracidad implicaria la de Legendre, que
establece la siguiente expresién

= Pn+1 — Pn
im Pntl—Fn
e (log pn)?

El problema ternario, establece que dado un niimero impar n > 7, éste es suma
de tres niimeros primos.

Para cualquier n, éste es un cuadrado de la suma de un primo y un cuadrado®.

La Conjetura de Hardy-Littlewood establece que la cantidad de niimeros pri-
mos tales que n*> + 1 < x tiende asintdticamente a la siguiente expresion

Ez(l_ﬁ (_71)) lofx

Hardy y Littlewood expresaron varias conjeturas sobre los problemas de
adicién de nimeros primos en su trabajo conjunto de 1923. Algunas de
estas se tratan en este documento.

5 En realidad se denomina Conjetura fuerte de Goldbach y como curiosidad no considera el 1
como un nimero primo. Si se representa dicha conjetura a través de la ecuacién 2n = p + g siendo
n € N|n > 1y py g son numeros primos, tenemos la expresion equivalente

_prtq
"=

que nos permite enunciar la conjetura de forma alternativa todo niimero natural mayor que 1, es

promedio de dos niimeros primos. También existe una Conjetura débil de Goldbach, que establece que

todo niimero impar mayor que 5 puede escribirse al menos de una forma como suma de tres niimeros primos.
6 Esto no es cierto para todos los valores de 1, ya que al menos 34 y 58 son excepciones.
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2.3. Eulery el nacimiento de la funcién zeta

Hasta el siglo XVIII, nadie habia podido vislumbrar
ningdn patrén en el comportamiento de los ntimeros pri-
mos. Estos aparecen en la sucesién de los ntimeros natu-
rales sin ningtin orden aparente, aunque lo que si es cier-
to es que su frecuencia disminuye a medida que avanza-
mos en la sucesion.

En 1737, el prolifico suizo Leonhard Euler encontré
una identidad capaz de relacionar los nimeros natura-
les con los nimeros primos que abriria las puertas de la

3 - ) . ) Leonhard Euler
moderna teoria (analitica) de nimeros , enunciando el si-
guiente teorema
© 1 1 -1 ;
2;212[(1—;) , paratodo s >1|s € R, y p primo. (1)
n=

¢Pero cémo pudo Euler deducir esta interconexién entre los ntimeros naturales
y los nlimeros primos?. Su demostracién mds estricta fue publicada en 1744.
Sea

Entonces

Lo que nos lleva a

=142l 11
o 3'5°' 79 11 '

N[~

Noétese que no existen ntimeros pares en los denominadores del lado dere-
cho de la igualdad. Ahora, para eliminar los denominadores que son divisibles
por tres, dividimos ambos lados de la igualdad por tres, para obtener

11 1.1 1 1 1

E'gx:§+§+ﬁ+ﬁ+ﬁ+...

Restando, se eliminan todos los denominadores mdltiplos de 3, resultando

1 11 1.1, 1,1 1 1,1 1
————— x=l+c+z+c+s+...—(s+z+—=+=+...

2 23 3 5 79 3 9 15 21
lgx—1+1+1+i+i+
2 377 5 7 11 13 7

Este proceso es similar a la criba de Erat6stenes, ya que, en cada paso, se
elimina el denominador primo y todos sus multiplos. Repitiendo la iteracion,
pero esta vez dividiendo la tiltima ecuacién por 5, y reagrupando se obtiene

7 En realidad Euler demostré esta afirmacién para el caso s = 1 en el teorema 7 de su obra Variae
observationes circa series infinitas, a la sazén una de las primeras de su prolifica carrera.
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operando resulta
LA R S
2.3.57 7 11 13 7
Del mismo modo, los términos con denominadores que son multiplos de 7, 11,

y asi con todos los ntimeros primos, se irdn eliminado, resultando

1-2-4-6-10~12~16-18-22~~~x_
2-3-5.7-11-13-17-19-21--- ~

Pero, como x es sabido que resulta ser la suma de la serie harmonica (la cual
diverge), el resultado queda inmediatamente demostrado.

Sin embargo, esta demostracién no puede ser considerada suficientemente
rigurosa desde un punto de vista de los estindares matematicos modernos,
pero cualquier matematico moderno reformularfa el teorema diciendo que la
serie harmonica tiene un limite finito si y sélo si el producto infinito lo tiene,
y entonces comenzaria la demostracién “suponiendo que la serie harménica
converge al valor x”.

Sin embargo, si aceptamos el resultado, entonces tenemos una pequefia de-
mostracién de que existen infinitos nlimeros primos. Para que el producto
2-3-5-7-11-13-17-19 - -
1-2-4-6-10-12-16-18---

diverja debe tratarse de un producto infinito, por lo tanto deben existir infinitos
ndimeros primos.

El teorema 8 de dicha obra de Euler resulta extremadamente importante. Si
utilizamos la serie de ntimeros primos para formar la expresion
2" 3" 5" 7" 11"
2n—1 3"—-1 5"—-1 7" -1 11" -1

entonces su valor es igual a la suma de esta serie

1 1 1 1 1 1
Ittt mtamta ot

Utilizando la notacién moderna, esta expresién resulta ser (1), cuya demos-
tracion es exactamente igual a la del teorema 7, con el exponente # incluido.
Ademas, la demostracién del teorema 8 es completamente correcta desde el
punto de vista de los estdindares matematicos modernos ya que todas las series
involucradas en la expresién son absolutamente convergentes.

2.4. Las aportaciones de Legendre y Gauss

Aunque en principio no sabemos cudndo un ndmero va a ser primo, y la
distribucién de los ntimeros primos en la recta real es bastante erratica, lo cierto
es que la funcién 7t(x), pese a tener pequefias oscilaciones, crece con bastante
regularidad, y esta regularidad es mucho mas extrema cuanto mayores son los
valores de la variable x. Veamos una Tabla 1 con valores de 7t(x).
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X m(x) | x/mt(x) x/ log x

10 4 2,50 4,34
102 25 4,00 21,71
108 168 5,95 144,76
10* 1.229 8,14 1.085,74
10° 9.582 | 10,44 8.685,89
106 78.498 | 12,74 72.382,41
107 664.579 | 15,05 620.420, 69
108 5.761.455| 17,36 | 5.428.681,02
10° | 50.874.534 | 19,66 | 48.254.942,43
1010 | 455.052.511 | 21,98 | 434.294.481,90

Tabla 1

Observando la Tabla 1 vemos que la razén x/7(x) aumenta aproximadamente
en 2,3 cuando pasamos de una potencia de 10 a la siguiente: esto es, el logarit-
mo de 10 en base e. Esto nos lleva a conjeturar que

m(x) ~

donde ~ significa que 7r(x) y x/logx consideradas como funciones sobre R
estdn muy préximas la una a la otra, de forma que se puede establecer que

x
log x

7i(x)
lim =1 (2)
x—r00 logx

Este teorema fue conjeturado de manera independiente por Adrien Marie Le-
gendre y Carl Friedrich Gauss.

En 1798, el francés Legendre realiz6 un intento de aproximacién de la fun-
cién 7r(x), estableciendo la siguiente expresion que aparecia en su obra “Essai
sur la théorie des nombres, 1”7

x

(x) = Alogx + B

para valores de x suficientemente grandes, y mds tarde, en 1808, en su obra
“Essai sur la théorie des nombres, 2” establecia los valores A = 1, B = —1,08366
(la constante B es a veces denominada constante de Legendre).

Pero el primer estudio serio de la funcién 77(x) parece
ser que lo llevé a cabo un jovencisimo C. FE. Gauss entre
1792 y 1793, con tan s6lo 15 o 16 afios, siendo autn estu-
diante, asi se lo haria saber en una carta en las Navidades
de 1849 al astronomo Encke. Gauss estudi6 la densidad de
niimeros primos entre 1y 3.000. 000, y su distribucién en
intervalos de longitud 1.000, y conjeturd la férmula (2),
conocida posteriormente como el Teorema de los niimeros
primos, una vez demostrada de forma independiente por
Hadamard y de la Vallée Poussin en 1896. Carl Friedrich Gauss

Gauss calcul6 tanto 77(x) como x/ log x para x = 3.000. 000, obteniendo

3.000. 000
3.000.000) = 216.745 — 0 _ 916,971
o ) log 3.000. 000
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por lo que concluiria que x/logx aproxima 7t(x) para x = 3.000.000, con
un error de s6lo 226 primos. De hecho el error es 161, atin menor, pues pare-
ce ser que Gauss cometi6é un error en sus calculos, resultando 77(3.000. 000) =
216. 816. En cualquier caso, a pesar de este error de cdlculo, Gauss supo vislum-
brar que ambas funciones estaban muy cerca una de la otra, aunque desgracia-
damente no lo suficiente como para explicar la regularidad de 77(x). Gauss
observé que la frecuencia de primos cerca de un ntimero x grande es précti-
camente x/log x, y por lo tanto la probabilidad de que un nimero grande x
elegido al azar sea primo parece ser proporcional a

1 1
log,,x ~ numero de digitos de x’

observacioén que de hecho es la idea bésica de la teoria de los ntimeros primos.
Por ejemplo, la probabilidad de que un ntimero de 100 digitos sea primo es
1/230, mientras que la probabilidad de que un niimero de 1.000 digitos sea
primo es 1/2.302, etc. Asi pues, concluy6 Gauss, si estimamos 7t(x) por

n(x) = ) Prob.(n primo) + término de error
2<n<x

tendremos la suma logaritmica
1
0= ¥ o B

2<n<x

0, lo que es esencialmente lo mismo,

m(x) = Li(x) + Ex(x),
rodt
con Li(x) = / Tog?’ la funcién denominada logaritmo integral. E1(x) y Ex(x)
2
son errores muy similares, de hecho,

X
Lot
logn g log t

2<n<x

por lo que 7r(x) puede ser aproximada mediante una suma o mediante una
integral.

Gauss conjetur6 que las funciones Li(x) y 71(x) estin muy cerca la una de la
otra, y que la probabilidad de que un ntimero grande y arbitrario x sea primo
estd cerca de 1/ log x. En cierto modo, Gauss habia sido capaz de vislumbrar
un cierto patrén en la distribucién de los ntimeros primos. Su apuesta pasaria
a denominarse Conjetura de los Niimeros Primos. Para recompensa de Gauss, los
matematicos demostrarian que el porcentaje de error entre la funcién logarit-
mo integral de Gauss y la distribucién real de niimeros primos se hace cada
vez mds y mds pequefio cuanto mds grande es la cantidad de ntimeros fijada
previamente.
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x m(x) Li(x) x/logx | rt(x)/Li(x)

10 4 4,34 5,12 0,781250
10? 25 21,27 29,08 | 0,859697
103 168 144,76 176,56 0,951518
10* 1.229 1.085,74 1.245,09 0,987077
10° 9.582 8.685,89 9.682,76 0,989594
10° 78.498 72.382,41 78.626,50 0,998366
107 664.579 620.420, 69 664.917,36 0,999491
108 5.761.455 | 5.428.681,02| 5.762.208,33 0,999869
10% | 50.874.534 | 48.254.942,43 | 50.849.233,94 0,999966
1010 | 455.052.511 | 434.294.481,90 | 455.055.612,94 0,999993

Tabla 2
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Comparativa entre las funciones 77(x) (en rojo), @ (en verde) y Li(x) (en azul)

2.5. Las aportaciones de Dirichlet y Chebyshev

En 1837, el francés Johann Peter Gustav Lejeune Di-
richlet generalizé el método utilizado por Euler para de-
mostrar que cualquier progresién geométricaa,a + k, a +
2k,a + 3k, ..., donde a y k no tengan ningtin factor co-
mun, existen infinidad de ndmero primos®. La principal
modificacién al método de Euler que Dirichlet llevé a ca-
bo consisti6 en alterar la funcién zeta de modo que los
numero primos fueran separados por categorias depen-
diendo del resto que resultara de dividirlos por k. Su fun-
cién zeta modificada, denominada hoy dia funcién L de
Dirichlet, se expresa

Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet

x(1)+x(2) x(3) | x(4)

15 2s 35 4s te

L(s, x) =

8 De hecho el teorema de Euclides puede ser considerado como un caso especial de esta afirma-
cién para la progresion aritmética 1,3,5,7, . . ..

13

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Riemann y los Niimeros Primos José Manuel Sdnchez Mufioz

donde x (1) es una clase especial de funcién denominada cardcter de Dirichlet’
que clasifica los primos del modo especificado. En particular, esta funcién cum-
ple una serie de condiciones como que x(mn) = x(m) - x(n) para cualquier m,
n; ademds depende tinicamente del resto obtenido al dividir n pork, y x(n) =0
si ny k tienen un factor comuin.

Cualquier funcién de la forma L(s, x) donde s es un namero real mayor
que 1 (Re(s) > 1), y x es un carécter, se denomina funcién L-serie de Dirichlet.
La funcién zeta de Riemann es un caso especial que aparece cuando se toma
x(n) =1 para todo n.

Un resultado clave sobre las L-funciones es que, al igual que la funcién zeta,
pueden ser expresadas como un producto infinito de ntimeros primos:

1

L(x, x) = ONS x3(3) X 1 ;(5(5) X = 1;[ 1 xp)
g g p°

de modo que p es un nimero primo.

Tras estas aportaciones de Dirichlet, los matematicos se dedicaron a gene-
ralizar su expresion, extendiendo tanto la variable s como el cardcter x(s) a los
numeros complejos, y utilizando la versién generalizada para demostrar in-
finidad de resultados sobre niimeros primos, demostrando asi la importancia
de las L-series como herramienta fundamental para el estudio de los mismos.
Con Dirichlet comenzé la aplicaciéon de los métodos infinitesimales a la teo-
ria de ntimeros, y la investigaciéon de la ley de distribucién asintética de los
nameros primos.

El primer trabajo en el que se demostr6 la distribucién
asintotica de los nimeros primos, aparecié publicado en
el afio 1850 en la primera memoria del matematico ru-
so Pafnuty Lvévich Chebyshev (1821-1894) con el nom-
bre de “Sur la fonction qui détermine la totalité des nombres
premiers inférieurs a une limite donnée” (“Sobre la funcién
que determina la totalidad de los niimeros primos por debajo
de un determinado limite”), la cual ya habfa sido previa-
mente presentada en la Academia Imperial de Ciencias
de San Petesburgo el 24 de mayo de 1848. En este trabajo Pafnuty Loévich
Chebyshev demostré que si se realiza cualquier aproxi- Chebyshev
macién a 77(x) del orden de x/logxN (siendo N cual-
quier entero positivo muy grande previamente fijado), entonces la aproxima-
cion tendria que ser Li(x). De esta afirmacion se deduce que la hipotesis de
Legendre para los coeficientes A y B, esto es, xlglgo A(x) =1,08366'" es falsa, y

que si el limite existe, éste ha de ser igual a 1.

9 En teoria de numeros, los caracteres de Dirichlet son un cierto tipo de funciones aritméticas
que derivan de caracteres completamente multiplicativos sobre las unidades Z/kZ . Los carac-
teres de Dirichlet son usados para definir las Funciones L de Dirichlet, las cuales son funciones
meromorfas, con una variedad interesante de propiedades analiticas.

10 Recordamos que Legendre ya habia realizado la aproximacién m con el valor de

A(x) =1,08366 para x muy grandes.
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Chebyshev demostré que para cualquier entero positivo 7,

X n n
tim [ 7(x) — [0 ) B o < Fam (i) - [ | B2
X—r00 ) log t X x—00 log t X

donde log"” x = (log x)". Integrando repetidamente por partes, se puede ver
que para cada entero positivo 1,

rodt _<1+ oA +(n—1)!> x +n'/x' dr
= = ——t—t. | = t+n! [ ——+cn
) log t logx  log?x log" ' x ) logx 5 log" ™t

donde ¢, es una constante. Utilizando el simbolo de orden de Landau,

X
o dt X
- =0 —
/ logn+lt <logl’l+l x)

2
1/2
7‘ dt - _ x1/2 /X dt_opp1 X
) logn+l ¢ logn+l 2’ /, logn+1t logn+1 x
X

Este resultado muestra que A = B = 1 son los valores que mejor aproximan la
funcién de Legendre y sugieren que

Lir) = [ (2L
5 08
es la mejor aproximacion para 7(x).

Si interpretamos esta aproximacién como una férmula asintética, esto im-
plica que
log x
7t(x)i — 1 cuando x — oo
x

y haciendo uso del simbolo de orden de Landau,

7t(x)

X

- log x

La validez de dicha expresion es lo que posteriormente se denominaria teorema
de los mimeros primos, o lo que es lo mismo, que 77(x) tiene el orden de magnitud
de x/log x.

Posteriormente, Chebyshev publicé en 1852 su obra “Mémoire sur les nom-
bres premiers” (“Memoria sobre los niimeros primos”) donde demostré esencial-
mente que

6B
p< ¥ 0B
log x 5

para ntmeros x suficientemente grandes, donde

B

_log2 log3  log5 log30
= T 3 5 30 ~ 0,92129
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68 ~ 1,10555.

5
Por desgracia, con este método fue incapaz de demostrar el Teorema de los
Ntmeros Primos. Lo que si demostré fue la Conjetura de Bertrand que establece
que siempre existe un niimero primo p entre n y 2n, siendon € IN. Esto supone que,
en una progresién geométrica de primer término entero mayor que 3 y razén
igual a 2, entre cada término de la progresion y el siguiente, se tiene al menos
un nimero primo.

2.6. La estrategia de Riemann

En 1859, para su ingreso en la Academia de las Ciencias de Berlin, el aleman
Bernhard Riemann redacté una memoria de ocho pédginas que prepararian el
camino para llegar posteriormente al Teorema de los Ntimeros Primos. La idea
de Riemann se bas6 en interconectar la funcién 7r(x) con la funcién zeta de
Euler

= 1
g(s) = nglﬁ/

pero, y éste es el salto cualitativo con respecto a Euler, considerada dicha fun-
cién como de variable compleja. La derivada logaritmica de la identidad de
Euler se traduce en la identidad

=AM TG)
Lo ~ e

An) = logp, sin=pk, pprimo
- 0 en otro caso

Por otro lado no es complicado comprobar que el teorema de los niimeros
primos, atin conjetura cuando Riemann redact6 su memoria, es equivalente al
enunciado que afirma que

px) = ¥ A(m) ~x 12

n<x

La estrategia de Riemann consisti6 en tratar de obtener informacién sobre
P(x), partiendo de las propiedades de la funcién {(s). La funcién zeta de Rie-
mann, como es actualmente conocida, posee tnicamente un polo simple que

11 La funcién A(n) es la funcién de von Mangoldt, introducida por Chebyshev en su memoria
publicada en 1850.
12 La funcién ¢(x) es la funcién sumatorio de Mangoldt, cuya férmula explicita es

— xf 1 2
P(x) —x—;g —log2m — Elog(l—x ),

donde el sumatorio es en todos los ceros complejos p de la funcion zeta de Riemann {(s) e inter-
pretado como
xP
lim —.
t—o0

(o)<t P
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Pdgina primera del trabajo original presentado por Riemann en 1859
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resulta ser s = 1, y se puede extender de forma analitica a todo el plano comple-
jo. La localizacién de sus ceros en la denominada franja critica, 0 < Re(x) <1,
estd fuertemente ligada a la distribucién de los niimeros primos. Riemann con-

jetur6 que todos los ceros en esa franja estaban sobre la recta Re(s) = %

Tras su descubrimiento, la Universidad de Gotinga otorgé a Riemann el
puesto de Jefe de Departamento de Matemadticas, exactamente el mismo pues-
to que su predecesor Gauss habia ocupado. Desde ese momento, Riemann co-
menzd a gozar de una vida social muy activa, viendo incrementados su fama
y su reputacién. Hoy dia es considerado un genio, pero de un modo diferente
a Gauss; Gauss fue capaz de abarcar todo lo posible en las matematicas, pero
Riemann otorg6 a sus aportaciones un cardcter casi mdgico. Realizé descubri-
miento asombrosos sobre los niimeros primos, en parte debido a que fue capaz
de “inventar” una maquinaria capaz de interconectar aspectos fundamentales
de la teoria de nimeros. También contribuyé en gran medida al desarrollo de
la geometria, construyendo nuevos modelos no euclideos (geometria elipticas)
conocidos hoy como geometrias riemannianas, donde por ejemplo la Teorfa de la
Relatividad de Eistein se fundamenta. Su aportacion a la ciencia, lejos de estar
pasada de moda, se mantiene hoy dia relevante.

Por desgracia, nunca sabremos cudn cerca estuvo de demostrar su hipétesis,
ya que al parecer tras su muerte su ama de llaves destruyé en el fuego gran
parte del material que Riemann tenia en forma de manuscritos o borradores.

3. Sobre La Cifra de Numeros Primos menores que
una Cantidad Dada - Bernhard Riemann

13 Considero que el mejor modo de expresar mi agradecimiento a la Acade-
mia por el honor que hasta cierto punto me ha conferido mediante mi admisién
como uno de sus corresponsales, lo llevaré a cabo si pronto hago uso del per-
miso recibido para comunicar una investigacién sobre la acumulacién de los
niimeros primos, un tema que tal vez pueda ser considerado completamente
digno de tal comunicacién, dado el interés que Gauss y Dirichlet han mostrado
durante mucho tiempo.

Para esta investigacién, mi punto de partida surge de la observacién pro-
porcionada por Euler de que en el producto

Hl—l :ZE/

p sustituye a todos los nimeros primos, y # a la totalidad de los ntiimeros. La
funcién de la variable compleja s, que estd representada por estas dos expre-
siones, donde quiera que converjan, la denoto como {(s). Ambas expresiones
convergen iinicamente cuando la parte real de s es mayor que 1; al mismo tiem-
po puede encontrarse facilmente una expresiéon de la funcién lo cual siempre

13 “Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse” - Bernhard Riemann. Monatsbe-

richte der Berliner Akademie (Informes Mensuales de la Academia de Berlin). Noviembre, 1859.
Traducido por José Manuel Sdnchez Mufioz, versién 1, Septiembre 2011.

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 18
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Riemann y los Niimeros Primos José Manuel Sdnchez Mufioz

resulta atil. Haciendo uso de la ecuacién

e

Cnxos— II(s—1)
1 —
/6 xSl dx = T
0
se observa primeramente que
® s—ld
X X
I[I(s—1 = [ —:-.
(=12 = [ =5
0

Si se considera ahora la integral

/ (—x)5ldx

e* —1
desde +o0 a 400 tomados en sentido positivo en torno a un dominio que con-
tiene el valor 0 pero ningtin otro punto de discontinuidad del integrando en
su interior, entonces se observa que ésta es igual a

—7tsi 7TSi 7x51dx
(emmsi —gmaiy [ XX

ex—1"7
0

siempre que, en la funcién multivalorada (—x)5~1 = e(s=1)108(=%) e] Jogaritmo
de —x esté determinado de tal modo que sea un ntmero real cuando x sea
negativo. Por lo tanto

e ( )s 14

(—x)? T dx

2sentsII(s —1)((s :i/i,
(=15 =i [

o

donde la integral tiene el significado que se acaba de especificar.

Ahora esta ecuacién nos da el valor de la funcién {(s) para todos los nu-
meros complejos s y refleja que esta funcién es inyectiva y finita para todos los
valores finitos de s a excepcion de 1, y también que es cero si s es igual a un
numero entero par negativo.

Si la parte real de s es negativa, entonces, en lugar de ser considerada en
torno a un dominio especifico en sentido positivo, esta integral puede también
ser tomada en un sentido negativo en torno a un dominio que contenga el
resto de cantidades complejas, ya que la integral considerada es infinitamente
pequeria a pesar de que los valores del médulo son infinitamente grandes. Sin
embargo, en el interior de este dominio, el integrando posee discontinuidades
tnicamente donde x sea igual a un multiplo de £27i, y la integral es por lo
tanto igual a la suma de las integrales tomadas en un sentido negativo en torno
a estos valores. Pero la integral en torno al valor n27i es = (—n27i)s 1 (—27i),
de lo que se obtiene de aqui que

2sen7ts[1(s — 1)¢(s) = 2m)*Tn L((=i)s 1+,

por lo tanto hay una relacién entre {(s) y {(1 —s), que, a través de propiedades
conocidas de la funcién I'l, podria ser expresada como sigue:

IT (% - 1) 5 (s)
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que se mantiene sin cambios cuando s es sustituida por 1 —s.
Esta propiedad de la funcién me indujo a considerar, en lugar de I'l(s — 1),

1
la integral I (% - 1) como término general de la serie ) | et mediante el cual

se obtiene una expresién muy apropiada para la funcién {(s). En realidad

lH (E_l) 2 :/ —mnxy 31 gy,
0

por lo tanto, si se establece

[e)

Zefnnrrx — lp(x)
entonces .
I1 (% - 1) ni(s) = /lp(x)x%_ldx,
0

o desde

Ahora establezco que s = 5 + ti y

I (3) (s =1 3g(s) = £(0),

gy =31—(tt+1 /lp x)x~ 4cos Itlogx)dx
1

0, adicionalmente,
o 3
d(x2¢'(x)) _1 1
=4/Tx 4 cos(5tlogx) dx
1

Esta funcién es finita para todos los valores finitos de ¢, y permite ser desa-
rrollada en potencias de tt como una serie rdpidamente convergente. Ya que,
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para un valor de s cuya parte real sea mayor que 1,log {(s) = — Y_log(1 —p~°)
es finito, e igualmente sucede con los logaritmos de los otros factores de &(t),
deduciendo que la funcién (t) s6lo puede desaparecer si la parte imaginaria
de t se encuentra entre %z’ y — %i. El ntimero de raices de ¢(t) = 0, cuyas partes
reales estdn entre 0 y T es aproximadamente

T o T T

~ 2 82n  2n
por que la integral [ dlog¢(t), tomada en un sentido positivo en torno a la re-
gion formada por los valores de t cuyas partes imaginarias se encuentran entre

%i y— %i y cuyas partes reales se encuentran entre 0 y T, es igual (hasta una frac-
T
cién del orden de magnitud de la cantidad +) a <T log T T) i; esta integral

sin embargo es igual al ntimero de raices de ¢(f) = 0 que se encuentran dentro
de esta regién, multiplicada por 27i. De hecho ahora se deduce aproximada-
mente el ntiimero de raices reales dentro de estos limites, y es muy probable
que todas las raices sean reales. Ciertamente, en este punto uno desearfa una
demostracién mads estricta. Por ahora he aparcado temporalmente la btisqueda
de este niimero tras algunos intentos fugaces fallidos, ya que parece innecesa-
rio para el préximo objetivo de mi investigacién.

Si se denota por « a todas las raices de la ecuacién ¢(a) = 0, se puede
expresar log ¢(t) como

tt
Y log <1 - ﬁ) +1log ¢(0);
para deducir, ya que la densidad de las raices de la cantidad ¢t crece con f s6lo

como log 5, que esta expresién converge y se alcanza el valor infinito ¢ log ¢

para un valor infinito de ¢; por lo tanto, difiere de log {(t) en una funcién de #,
que para un valor finito de ¢ es continua y finita, y cuando se divide por #¢, al-
canza valores infinitamente pequefios para valores de t infinitamente grandes.
La diferencia es en consecuencia una constante, cuyo valor puede ser determi-
nado mediante la consideracién de ¢ = 0.

Con la ayuda de estos métodos, el niimero de ndmeros primos que son
menores que x puede ser determinado ahora.

Sea F(x) igual a este ntimero cuando x no es exactamente igual a un niimero
1

primo; pero sea éste mayor que ; cuando x sea un ntimero primo, asi, para
cualquier x en el que haya un salto en el valor en F(x),
F 0)+F(x—-0
Py = FEHOLFE=0)

Sien la identidad
logZ(s) = —Xlog(1—p~*) =Xp "+ 3Lp *+3Lp F+---

ahora se reemplaza

e [ee)

p° pors/x_s_1 ds, p=> pors/x‘s_lds,...,
p p?
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se obtiene

si se denota

por f(x).
Esta ecuacion es valida para cada valor complejo a + ib de s tal que a > 1
Si, por el contrario, la ecuaciéon

e

Q(s) = /h(x)x_sdlogx
0

se mantiene dentro de este rango, entonces, por la aplicacién del Teorema de
Fourier, se puede expresar la funcién / en términos de la funcién g. La ecuacién
se descompone, si h1(x) es real y

8(a+bi) = gi(b) +iga(b),
en las dos siguientes:

[e)

21(b) = /h(x)x_” cos(blogx)dlogx,
0

igr(b) = —i/h(x)x_” sen(blogx) dlog x.
0

Si se multiplican ambas ecuaciones por
(cos(blogy) +isen(blogy))db

y se las integra desde —oo a +co, entonces por el Teorema de Fourier se obtiene en
ambas 7th(y)y~* en la parte derecha de la igualdad; por lo tanto, si se suman
ambas expresiones y se las multiplica por iy*, se obtiene

a-+ooi

2ri(y) = [ gl)yds
a—ooi
donde la integracion se lleva a cabo de manera que la parte real de s se mantie-
ne constante.

Para un valor de y en el que haya un salto en el valor de %(y), la integral
expresa la media de los valores de la funcién h a ambos lados del salto. Del
modo en el que la funcién f se defini6, vemos que se tiene la misma propiedad,
y por lo tanto, con toda generalidad

a-+ooi

( ) _ 1 ' log g(s) 5 d
fly) = — —2 22 ysds.
27 . s
a—ooi
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Se puede sustituir por log { la expresién

12
S S S — 5
3 log 7t —log(s — 1) —log IT (5) + Y log (1 + %) +log (0)
establecida anteriormente; Sin embargo, las integrales de los términos indivi-
duales de esta expresién no convergen, cuando se extiende hasta el infinito,
por lo que es conveniente convertir la ecuacién anterior por medio de la inte-
gracién por partes en

a-+ooi leg (S)
N s
27i log x ds

a—ooi

x°ds

flx) =

Como

n=1

—logII (%) = lim <ninlog (1 + %) - %10gm> y

para m = oo y por lo tanto

_d%logH (%) B id%log (1 n Zs_n)
ds T ds !

entonces se deduce que todos los términos de la expresion para f(x), con la
excepcion de

a+ooi
1 1 1 s g
2rilogx / = log ¢(0)x®ds =1og & (0),
a—oQ1
que toma la forma
1 s
a+90i d (— lo <1 — —>>
11 i p x®ds
2milogx J ds
a—oQ1
Pero ahora )
s
((Ts(-5))
ap (B—s)p’
y, si la parte real de s es mayor que la parte real de §,
1 a-+oo1 x5 ds xﬁ x o1
- / o = = /x dx,
27-[1”7001‘ (!3 - S)‘B AB b
o
X
= /x/g_l dx,
0
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dependiendo de si la parte real de 8 es negativa o positiva. Se tiene como re-

sultado .
s
1 1 / s B S ds

2milogx J ds *
a—oQ1
1 a+00i1
s
= —7— -1 1——)x°d
27ti / s og( ,B)x s
a—oo1

X xB-1
= / dx + const.
J logx

en el primer caso, y

X LB
= / dx + const.
log x
0
en el segundo.

En el primer caso la constante de integracion se determina si la parte real
de B es infinitamente negativa; en el segundo caso la integral de 0 a x toma
valores separados por 27i, dependiendo de si la integracién se toma a través
de valores complejos con el argumento positivo o negativo, y se convierte en
infinitamente pequeno, del primer caso, cuando el coeficiente de i del valor
de B se convierte en infinitamente positivo, pero para el segundo, cuando este
coeficiente se hace infinitamente negativo. A partir de esto se ve como en el

lado izquierdo log (1 - %) se determinara con el fin de que las constantes de

integracion desaparezcan.

Insertando estos valores en la expresion de f(x), se obtiene

1 dx
x2 —1xlogx

f(x) = Li(x) — ©* (u (x%“‘i) +Li (x%_"‘i)) + 7 log &(0),

X

si en }* se sustituye por a todas las raices positivas (o raices con una parte
real positiva) de la ecuacion ¢(a) = 0, ordenados por su magnitud. Se puede
observar facilmente, por medio de un debate mas profundo de la funcién ¢,
que con esta ordenacién de los términos el valor de la serie

)y (Li (x%“‘i) + Li (x%*”‘i)) log x
coincide con el valor del limite para el cual

1 s—1)2
a-+bi dg}:log (14_(&72))
S

o
x°ds

27Ti ds

a—bi

converge a medida que aumenta la cantidad de b sin limite; sin embargo cuan-
do se reordena puede tomar cualquier valor real arbitrario.
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De f(x) se obtiene F(x) por inversién de la relacién

f) = F (x1),

para obtener la ecuacion

1
F(x) = T(-1)F'—f (x7),
m
en la cual se sustituye por m la serie consistente en aquellos ntimeros naturales
que no son divisibles por ningtin cuadrado que no sea 1, y en el que y denota
el nimero de factores primos de m.

Si se restringe }_* para un ntimero finito de términos, entonces la derivada
de la expresion para f(x), o al menos parte de la misma, disminuye répida-
mente cuando aumente x,

_1
I oy cos(alogx)x~2
log x log x

da una expresién de aproximacién para la densidad de nimeros primos +
mitad de la densidad de los cuadrados de los ntimeros primos + un tercio de
la densidad de los cubos de los ntimeros primos, etc, hasta la magnitud x.

La conocida expresién aproximativa F(x) = Li(x) es valida hasta cantida-

1 . . z .
des del orden x2 y da valores tan grandes como se quiera; debido a los términos
no periddicos, la expresién de F(x) no crece hasta el infinito con x

=

Li(x) — 3Li(x?) — 3Li(x3) — 1Li(x5) + LLi(x®) — LLi(x?) + - --

De hecho, comparando Li(x) con el nimero de niimeros primos menores
que x, establecido por Gauss y Goldsmidt y llevada a cabo hasta x = tres mi-
llones, este nimero ha resultado ser, en los primeros cien mil, siempre menor
que Li(x); de hecho la diferencia aumenta, con muchas fluctuaciones, gradual-
mente con x. Aunque también el aumento y disminucién en la densidad de
nuimeros primos de un lado a otro que depende de los términos periédicos,
ha suscitado atencién, sin embargo no se ha podido observar ninguna ley que
gobierne este comportamiento. En el futuro, seria interesante hacer un segui-
miento de la influencia de los términos periédicos individuales en la expresién
de la densidad de ntiimeros primos. Un comportamiento més regular que el de
F(x) seria exhibido por la funcién f(x), la cual ya en los primeros cien ntimeros
parece estar de acuerdo con la media establecida con Li(x) + log &(0).

La funcién f(x) exhibe un comportamiento mucho mas regular que F(x),
de modo que en la primera centena de ntimeros parece coincidir con la canti-
dad dada por Li(x) +log &(0).
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4. Los Numeros Primos tras la Hipétesis de Riemann

4.1. El “asedio” de la conjetura

En la segunda mitad del siglo XIX se llevaron a cabo varias mejoras del
limite de Chebyshev, como por ejemplo la realizada en 1892 por James Joseph
Sylvester de modo que
7t(x)

X
log x

0,956 <

< 1,045

para valores de x suficientemente grandes.

Al estar tan interconectadas las funciones ((s) y 7t(x), la hipétesis de Rie-
mann juega un papel fundamental en la teoria de los niimeros primos, de tal
modo que si ésta se cumple, entonces el término de error que aparece al realizar
las aproximaciones pertinentes, puede acortarse de la mejor manera posible.
Concretamente, Helge von Koch demostr6 en 1901 que

nt(x) = Li(x) + O (vxInx)

si y s6lo si la hipétesis de Riemann se cumple!.

4.2. De Conjetura al Teorema de los Niimeros Primos

El gran descubrimiento sobre nu-
meros primos antes de llegar al siglo
XX, fue llevado a cabo por el fran-
cés Jacques Salomon Hadamard y el
belga Charles Jean Etienne Gustave
Nicolas de la Vallée-Poussin, quienes
se encargaron de demostrar, de forma
independiente, la Conjetura de Gauss
sobre nimeros primos, adquiriendo Jacques Salomon Charles Jean Etienne G.
la categoria de Teorema de los Ntime- Hadamard N. de la Vallée-Poussin
ros Primos en 1896. Los trabajos de
Riemann sobre la funcién {(s) sirvieron para describir la estrategia a seguir
hasta llegar a la demostracién de dicho teorema. Para llegar a dicha demostra-
cién, por supuesto no elemental, Hadamard hizo uso de su teoria de funciones
integrales aplicada a la funcion {(s), la cual estd definida mediante la serie ab-
solutamente convergente

{(s) = i n~°, paraRe(s) > 1.
n=1

14 Una variante refinada del resultado de Koch, dada por Lowel Schoenfeld en 1976, afirma que
la hipétesis de Riemann es equivalente al siguiente resultado:

|7t(x) — Li(x)] < 8%\/§ In(x),  paratodox > 2657.
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Basicamente la demostracién de Hadamard y de la Vallée Poussin, consistié
en probar que la funcion zeta de Riemann (s) no tiene ningtn cero de la forma
1 + it. En particular, de la Vallée Poussin demostr6 que

e~/ 1og x)

nt(x) = Li(x) + O <10gx

donde a es una constante.

4.3. Lasociedad Hardy-Littlewood-Ramanujan

Las luchas entre Newton y Leibniz por la autoria de la invencién del célcu-
lo en el siglo XVII, abrieron una profunda herida entre las matematicas de las
islas y el continente. A principios del siglo XX, era evidente que las universida-
des britdnicas habian permanecido en cierto modo al margen de la revolucién
matematica extendida por los cinco continentes durante el siglo XIX, por ello
result6 sorprendente que el siguiente avance con respecto a la teoria de los
niimero primos surgiera del Trinity College de Cambridge.

Para ser justos, ha de reconocerse
el mérito del impulso que las mate-
maticas britdnicas necesitaban a prin-
cipios del siglo XX, a la sociedad
“intelectual” formada en 1911 por
Hardy-Littlewood al que maés tarde,
en 1914, se le unirfa el genio des-
bordante del indtit Ramanujan. De es-
ta colaboracién que duraria 35 afios,
surgieron resultados fundamentales Godfrey Harold Hardy ~ John Edensor Littlewood
en andlisis matematico y teorfa de
funciones. Juntos realizaron aportaciones clave para el avance en el Problema de
Waring'® como parte del método del circulo Hardy-Littlewood. Juntos enunciaron
la Conjetura de Hardy-Littlewood'® sobre la distribucién de los primos gemelos,
de forma andloga al teorema de los niimeros primos. Su trabajo conjunto en
la teoria de ndmeros primos sirvié de impulso de la teorfa de ntimeros fun-
damentado en establecer un sistema de conjeturas cuya demostracién abriria

15 En teoria de ntimeros el Problema de Waring, propuesto en 1770 por Edward Waring en su obra
Meditationes Algebraicae, establece que todo entero positivo puede expresarse como suma de a lo sumo n
potencias k-ésimas positivas, siendo n dependiente de k (se entiende que k es un miimero entero positivo),
por ejemplo, todo niimero es la suma de al menos cuatro cuadrados, o 9 cubos, o 19 niimeros de
potencia 4, etc. La respuesta a esta conjetura es que es cierta, conocido como el Teorema de Hilbert-
Waring, y fue demostrado por Hilbert en 1909.

16 i se denota como 712 (x) el ntimero de primos p menores que x tales que p + 2 también es
primo, y la constante de los niimeros primos C, como el siguiente producto de Euler

& =11 ”(”7_22) ~ 0,66016118158468695739278121100145 . ..
p>3 (r-1)
para primos mayores o iguales que tres. La conjetura establece que:
Yt
02 | g

en el mismo sentido en que el cociente de las dos expresiones tiende a 1 cuando x tiende a infinito.
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una nueva dimensién de problemas. Pero el gran salto en la teoria de ntime-
ros primos estaba atn por llegar. En 1914, tras finalizar la I Guerra Mundial,
Hardy demostré que existian infinitos ceros en la expresiéon de Riemann que
estaban alineados en la recta x = % Desgraciadamente, aunque este descubri-
miento significaba un gran paso adelante en el intento de demostracién de la
Hipétesis de Riemann, éste no era atn definitivo, puesto que no demostraba
que todos los ceros de la funcién zeta estaban sobre la recta en cuestién tal y
como Riemann conjeturé. Es decir, por poner un ejemplo, podemos elegir los
niimeros pares y habremos demostrado que estos son infinitos, sin embargo
nos quedaran infinitos nimeros, los impares, que no habremos considerado.

Una mariana de 1913, Hardy recibié una carta de un
trabajador de 23 afios del puerto de la ciudad de Madras
en la India, con un salario “modesto” de 20 rupias al mes.
Su nombre era Srinivasa Ramanujan. Este habia sido ani-
mado a escribir a varios distinguidos matematico. La ver-
dad es que Hardy, al igual que el resto de destinatarios
de la carta (los matematicos E. W. Hobson y H. E. Baker),
estuvo a punto de deshacerse de ella, aunque esa noche
se sent6 junto a Littlewood con el fin de desentrafiar el
misterio de los 120 teoremas que Ramanujan especifica- ~ S"inivasa Ramanujan
ba en su misiva. Entre algunos de ellos, Ramanujan, en
desconocimiento de los métodos de Legendre, mejorados después por Gauss,
especificaba una férmula que calculaba con un error mintisculo la cantidad de
niimeros primos entre 1 y 100 millones. Horas més tarde ambos reconocian es-
tar ante la obra de un genio, hasta tal punto que Hardy que tenfa su propia
escala de valores para el genio matematico, consideraba que Ramanujan era
un 100, Hilbert 80, Littlewood 30 y él mismo 25. Algunas de las férmulas de
Ramanujan le desbordaron, pero escribié

“... forzoso es que fueran verdaderas, porque de no serlo, nadie habria
tenido la imaginacion necesaria para inventarlas.”

Al igual que Hardy, Ramanujan estaba obsesionado con los niimeros primos,
hasta tal punto que en su lugar de trabajo, en lugar de contar barcos, se pasa-
ba el dia entero llevando a cabo complicados calculos matematicos sobre los
mismos. Aislado de la vanguardia matematica de Occidente, lo sorprendente
y caracteristico de su genio matematico es que fue capaz de reproducir por si
s6lo, de forma totalmente autodidacta, los resultados a los que Riemann habia
llegado 50 afios antes. La Universidad de Madras le neg6 su acceso, en par-
te debido a la animadversiéon de Ramanujan hacia el resto de asignaturas que
no fueran matematicas. Por ello decidi6é aprender matemaéticas por su cuenta,
reclutado en su casa durante 5 afios, y aunque este nivel casi “enfermizo” de
obsesion hacia las matematicas es posible que no lleven a resultados importan-
tes, en el caso de Ramanujan le llev6 a resultados sorprendentemente claves en
la teoria de ntimeros. Invitado por Hardy, Ramanujan parti¢ para Inglaterra en
1914 y comenzaron a trabajar juntos.
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En 1916, Ramanujan realizaba la siguiente conjetura:

o T(n) 1
Z ns ];I 1— ’Z.'(p)pfs + P1172s

n=1

donde la funcién t(n) se define como funcién tau de Ramanujan y se expresa

como
00

[T - = }ir(n)q”

n=1

Dicha conjetura fue demostrada posteriormente por Louis Joel Mordell en 1920.
Ramanujan conjeturé incluso que

11
[t(p)| <2p /2

para todos los niimeros primos p, y Pierre René V. Deligne (1968/9) expuso que

ésta era una consecuencia de las, por entonces atin no demostradas, conjeturas
de Weil.

Con respecto a los nimeros primos, Ramanujan realiz6 esta increible con-

jetura:
2 ex x
m(x) < log x n(e)

el nimero primo mds grande conocido que no cumple dicha inecuacién es el
i38.358.837.677!.

Ramanujan también demostré que,

X
N at > (logk)*
Li(x) = / gl ~ 'y+loglogx+k_zl Tk
" -

donde 7y es la constante de Euler-Mascheroni, cuyo valor es 0,5772156649...,y u es
la constante de Soldner, cuyo valor es 1,4513692346.... Otra férmula de Ramanu-
jan que converge mucho mds rdpidamente es

-

n—

1)"(log x)"
n!2n-1

1
2k+1

o7

k

[t o

/— =7 +loglogx++/x ) (

log t n=0 0
K

En 1917 Ramanujan fue admitido en la Royal Society de Londres y en el Tri-

nity College, siendo el primer indio que lograba tal honor. Lo principal de los
trabajos de Ramanujan esta en sus “Cuadernos”, escritos por él en nomenclatu-
ra y notacioén particular, con ausencia de demostraciones, lo que ha provocado
una herctilea tarea de descifrado y reconstruccién, atin no concluida. Fascina-
do por el nimero 7, desarrolld potentes algoritmos para calcularlo. De salud
muy débil, regresé a la India en 1919 con la intencién de mejorar su precaria
situacién fisica, pero moriria victima de la tuberculosis el 26 de Abril de 1920.
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4.4. La disputa entre Erdds y Selberg

Aunque tras las demostraciones (no elementales) de Hadamard y de la
Vallée-Poussin, hubo varios autores que llevaron a cabo simplificaciones, en
particular Landau y Wiener, evitando en la medida de lo posible la teoria de
funciones de Hadamard, atin estaba lejos de encontrarse una demostracién
mads elemental. De hecho en 1921 G. H. Hardy realiz6 una conferencia en la
Sociedad Matematica de Copenhage, en la que comentaba:

“No se conoce aiin ninguna demostracién elemental sobre el teorema de
los miimeros primos, y uno podria preguntarse si es razonable esperar que
la haya. Ahora sabemos que el teorema es fundamentalmente equivalente a
un teorema sobre funciones analiticas, el teorema que establece que la fun-
cion zeta de Riemann tiene raices sobre una cierta recta. Una demostracion
de tal teorema, fundamentalmente no dependiente de la teoria de funcio-
nes, me resulta extraordinariamente improbable. Es temerario afirmar que
un teorema matemdtico no pueda ser demostrado de un modo particular;
pero una cosa parece clara. Tenemos cierta perspectiva sobre la l6gica de
la teoria; pensamos en algunos teoremas, que denominamos “profundos”,
y otros mds superficiales; si alguien realizara una demostracion elemen-
tal del teorema de los niimeros primos, mostraria que estas perspectivas
son errdneas, que el tema no se corresponde del modo al que habiamos su-
puesto, y que es momento de que los libros sean reorganizados y la teoria
reescrita.”

Précticamente 50 afios después de
las demostraciones de Hadamard y
dela Vallée-Poussin, en el afio 1948, el
hiingaro Paul Erd6s y el noruego Atle
Selberg, anunciaron haber encontra-
do una demostracién elemental sobre
el teorema de los ndmeros primos,
haciendo uso tinicamente de propie-
dades sencillas de la funcién logarit-
mo. Desgraciadamente, este anuncio
condujo a una amarga disputa entre
los dos matematicos.

Paul Erdds Atle Selberg

Erd&s publicé su demostraciéon en un articulo del Boletin de la Sociedad
Matemaética Americana, denominado Sobre un nuevo método en teoria elemental
de miimeros que lleva a una demostracién elemental del teorema de los niimeros pri-
mos. Al mismo tiempo Selberg publicé su articulo Una demostracion elemental
del teorema de los miimeros primos en la revista Anales de Matemaéticas. Selberg
desarrollé su método de criba por el que recibié en 1950 la medalla Fields. Este
estd basado en un teorema demostrado en 1973 por el matematico chino Chen
Jingrun que dice que fodo entero positivo par, es la suma de un primo y un niimero
producto de al menos dos factores primos (cuasiprimo). Selberg es actualmente cono-
cido como uno de los principales matematicos del siglo XX por su introduccién
de la teoria espectral en la teoria de niimeros, culminado en su descubrimiento
de la férmula que clasifica todas las funciones aritméticas zeta. Por su parte,
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Erdés recibi6 en 1952 el Premio Cole. Su trabajo sirvié para sentar las bases de
la teorfa de grafos e hipergrafos y métodos probabilisticos con aplicaciones en
combinatoria y teoria de ndmeros elemental. Ambos recibieron el premio Wolf,
Erd6s en 1983/1984 y Selberg en 1986.

Referencias

[1] BERNDT, Bruce C.. Ramanujan’s Notebooks: Part IV, Springer-Verlag, New
York, 1994.

[2] CILLERUELO MATEO, Javier. La demostracion elemental del Teorema de los Nii-
meros Primos, Revista Niimeros, N° 4344, pp. 243-246, Sociedad Canaria
“Isaac Newton” de Profesores de Matematicas, septiembre 2000.

[3] CorEL, William A.. Number Theory: An Introduction to Mathematics,
Springer-Verlag, New York, 2006.

[4] CORRALES, Capi. Nimeros en Niim3ros, Revista SIGMA, N° 30, pp. 137-149,
Departamento de Educacién del Gobierno Vasco, mayo 2007.

[5] DoxIADIS, Apéstolos. El Tio Petros y la Conjetura de Goldbach, Ediciones B,
Barcelona, 1998.

[6] DUNHAM, William. Euler. The Master of us all, pp. 39-60, , Dolciani Mat-
hematical Expositions Vol. 22, Mathematical Association of America, Wa-
shington, DC, 1999.

[7] DU SAUTOY, Marcus. The Music of The Primes. Searching to Solve the Greatest
Muystery in Mathematics, Ed. Harper, New York, 2003.

[8] GOLDFELD, Dorian. The Elementary Proof of The Prime Number Theorem: An
Historical Perspective, pp. 106-111,172-175, Universidad de Columbia, New
York.

[9] HARDY, Godfrey Harold y WRIGHT, Edward Maitland. An Introduction to
the Theory of Numbers, 4* Edicién revisada, Clarendon Press, Oxford, 1975.

[10] ODIFREDDI, Piergiorgio. La Matemdtica del siglo XX. De los Conjuntos a la
Complejidad, 1* Edicién, Katz Editores, Buenos Aires, 2006.

[11] RIEMANN, Georg Friedrich Bernhard. Ueber die Anzahl der Primzahlen un-
ter einer gegebenen Grisse., Monatsberichte der Berliner Akademie, Berlin,
November, 1859.

[12] SANCHEZ FERNANDEZ, Carlos, y ROLDAN INGUAZO, Rita. Goldbach. Una

conjetura indomable, Coleccién: La matematica y sus personajes, 1* Edicién.
Nivola, Madrid, 2009.

[13] WELLS, David. The Penguin Book of Curious and Interesting Mathematics,
Penguin, Londres, 1999.

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 31
ISSN 2174-0410



Historias de Matemdticas - Riemann y los Niimeros Primos José Manuel Sdnchez Mufioz

[14] EN LA RED.
Pdgina del Profesor Wilkins en el Trinity College de Dublin, dedicada al trabajo
que Riemann presenté a la Academia de Ciencias de Berlin en 1859,
http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Zeta/
Blog de Fernando del Alamo. Articulo sobre Bernhard Riemann,
http://www.historiasdelaciencia.com/7p=280
Wikipedia. Articulo sobre la Hipdtesis generalizada de Riemann,
http://es.wikipedia.org/wiki/Hipotesis_generalizada_de_Riemann
—. Articulo sobre Euclides,
http://es.wikipedia.org/wiki/Euclides
—. Articulo sobre el Teorema de los Niimeros Primos,
http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_los_numeros_primos
—. Articulo sobre de la Vallée-Poussin,
http://es.wikipedia.org/wiki/Charles-Jean_de_la_Vallée_Poussin
—. Articulo sobre Edmund Landau,
http://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau
—. Articulo sobre Srinivasa Ramanujan,
http://en.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_Ramanujan
Pdgina del Museo de Bellas Artes de Montreal,
http://www.mbam.qc.ca/en/activites/dossier_25.html
Pdgina de Archivo MacTutor de Historia de las Matemdticas de la Universidad
de St. Andrews, Escocia, creado por John |. O’Connor y Edmund F. Robertson.
Articulo de Chebyshev,
http://www.gap-system.org/ history/PictDisplay/Chebyshev.html
—. Articulo de Mersenne,
http://www.gap-system.org/ history/PictDisplay/Mersenne.html
—. Articulo de Jacques S. Hadamard,
http://www.gap-system.org/ history/PictDisplay/Hadamard.html
—. Articulo de Johan P. G. L. Dirichlet,
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dirichlet.html
—. Articulo de Godfrey H. Hardy,
http://www.gap-system.org/ history/Biographies/Hardy.html
—. Articulo de John E. Littlewood,
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Littlewood.html
Les-Mathematics.Net. Articulo sobre Paul Erdds,
http://www.les-mathematiques.net/histoire/histoire_erd.php
Articulo sobre Atle Selberg,
http://snl.no/Atle_Selberg
Base de datos de Archivos sobre Leonhard Euler,
http://www.eulerarchive.org/

Sobre el autor:

Nombre: José Manuel Sdnchez Mufioz

Correo Electronico: jmanuel.sanchez@gmx.es

Institucion: Grupo de Innovacién Educativa Pensamiento Matemético. Univer-
sidad Politécnica de Madrid, Esparia.

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 32
ISSN 2174-0410


http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Riemann/Zeta/
mailto:omalaled@gmail.com
http://www.historiasdelaciencia.com/?p=280
http://es.wikipedia.org/wiki/Hip�tesis_generalizada_de_Riemann
http://es.wikipedia.org/wiki/Euclides
http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_los_n�meros_primos
http://es.wikipedia.org/wiki/Charles-Jean_de_la_Vall�e_Poussin
http://en.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau
http://en.wikipedia.org/wiki/Srinivasa_Ramanujan
http://www.mbam.qc.ca/en/activites/dossier_25.html
http://www.gap-system.org/~history/PictDisplay/Chebyshev.html
http://www.gap-system.org/~history/PictDisplay/Mersenne.html
http://www.gap-system.org/~history/PictDisplay/Hadamard.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dirichlet.html
http://www.gap-system.org/~history/Biographies/Hardy.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Littlewood.html
http://www.les-mathematiques.net/histoire/histoire_erd.php
http://snl.no/Atle_Selberg
http://www.eulerarchive.org/
mailto:jmanuel.sanchez@gmx.es

Historias de Matemdticas - Riemann y los Niimeros Primos José Manuel Sdnchez Mufioz

Esta obra estd registrada

sefeCreative
1110050230223
INFORMACION SOBRE
DERECHOS

Revista “Pensamiento Matemdtico”- Niimero 1 - Oct'11 33
ISSN 2174-0410


http://www.safecreative.org/work/1110050230223

Cuentos Matematicos
El Club de la Seiiora Matematica

Javier Rodrigo Hitos

Revista de Investigacion

ISSN 2174-0410

1 de octubre de 2011

Resumen

El Club de la Sefiora Matematica muestra metaféricamente la enorme
diversidad y riqueza desde el punto de vista analitico en el que se pueden
llegar a clasificar las funciones, llevando a cabo un breve repaso por algu-
nas de las més singulares.

Palabras Clave: Sefiora Matematica, funciones.

Como de costumbre, el trajin en el club de la sefiora Matemética era in-
fernal. Un sinfin de discipulos de la sefiora se hacinaba en las distintas salas
concéntricas que conformaban el club, afandndose en modelar el material que
les llegaba para fabricar ejemplos, crear teorias, demostrar conjeturas,...

La sefiora Matematica gestionaba el club desde tiempo inmemorial. Ni to-
dos sus discipulos juntos hubieran podido calcular su edad. Aunque algunos
de ellos llevaban mucho tiempo con ella, ninguno sabia cudl era su verdadero
nombre. Casi todos la llamaban la sefiora Matematica, aunque para algunos
era simplemente la sefiora. Los mds carifiosos la llamaban “la mamma”, aun-
que nunca faltaba quien se referfa a ella como “la gran putana”.

Aunque todos la consideraban como el auténtico motor del club, la sefiora
Matemadtica no se dejaba ver mucho por él. Ella preferia delegar el trabajo sucio
en su discipulo més fiel, aunque no el mds aventajado: Sal.

Sal era el encargado de la puerta. Su misién era recibir a todas las funciones,
conjuntos, espacios,... que se acercaban al club, y asignarles sala. No solia re-
chazar a nadie, su lema era: “Todo es aprovechable para la sefiora Matematica.
Lo que no es suficientemente suave y armonioso para demostrar teoremas, es
suficientemente patolégico para buscar contraejemplos”. Ya se encargaran los
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discipulos de las salas, por desgracia con mds talento que yo, de buscar utilidad
a lo que les mando, solia afiadir.

Ese dia, el flujo en el club era particularmente intenso, lo que estaba lle-
vando a Sal al borde del colapso. Atin asi aguantaba a pie firme sin perder la
compostura, haciendo gala de su gran profesionalidad. Observémosle trabajar:

- Identifiquese
- Funcion
- Describase

- Tengo un salto en un punto, pero soy perfectamente integrable, no se
vaya usted a creer. Eso ya lo valoraré yo, no me maree, sefiora. No con-
centrard toda la energfa en un punto, ;no? No serd por casualidad dofia
Delta de Dirac...

- iNo por favor, mi salto es finito! {No me confunda! He oido rumores de
que la tal Delta ni siquiera es funcién. Yo soy una funcién integrable Le-
besgue, Riemann y todo lo que me echen.

- Si, pero no es continua. Anda, vaya a la segunda sala: funciones integra-
bles pero no continuas. jEh!, ahi no entre. Le he dicho la segunda. Con
salto no se puede entrar en la tercera, no se empefie. Reservada para las
continuas, ya sabe. A ver, siguiente, identifiquese.

- Funcién
- Describase
- Yo soy absolutamente derivable en absolutamente todos mis puntos.

- Absolutamente, absolutamente... A ver si va a ser el valor absoluto. Vuél-
vase que le vea. Siempre me quieren engafiar, tiene usted un pico en el
cero. Pase a la tercera, funciones continuas pero no derivables. Ni se le
ocurra pasar mds adentro, 6 suave, suave le echo a la calle. ;Quién va
ahora?

- Funcién. Yo tengo saltos en todos los puntos, ahora cero, ahora uno, aho-
ra cero, ahora uno. Creo que no soy nada, ni siquiera integrable. No soy
nadie, ahora cero, ahora uno, ahora cero, ahora uno.

- (Joder, qué cosas mds raras me vienen hoy). Efectivamente, no es ni in-
tegrable Riemann, con lo facil que es. Puede venir bien para contraejem-
plos, vaya a ese circulo aislado a la izquierda. Aunque yo de usted me
pasaria antes por el discipulo sicoanalista. El que trata los problemas de
identidad, ya sabe. ;queda alguien mds?

- Yo soy funcién, sin saltos, pero con muchos picos, picos en todos los pun-
tos. Estoy muy mal. ;No tendré algo suelto?

- (Qué miedo...) Siga a la anterior, es usted un contraejemplo andante. Pa-
sese antes por la unidad de toxicomania. Vamos, si quiere, no se enfade.
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- Yo soy una funcién muy suavecita, mira qué curvas. Y se repiten hasta el
infinito...

Oiga, no se acerque tanto, que corra el aire. (La verdad es que es un pi-
bén de funcién. Qué pena que tenga el periodo...). Pase hasta el fondo, al
circulo central. Usted tiene todas las condiciones para formar parte de un
bello teorema. ;Quiere pasar algo que no sea funcién?

- Yo soy un espacio, topolégico para mds sefias. Pero tengo un problema
en mi interior, una especie de almorrana sangrante. Tengo un subespacio
de mayor dimensién que yo mismo. ;Me lo podrian extirpar?

Esto si que no me lo creo. Tengo que consultar mis libros, esto no es posi-
ble. La verdad es que no entiendo mucho de teoria de la dimensién. No
sé a quién puede interesar todas estas teorias inaplicables... jA si, existes!
Pero de extirpaciéon nada, en el subespacio esta tu gracia. Pasa a la sala
de espacios topoldgicos raros para discipulos onanistas. Y no se te ocurra
desviarte a la unidad quirtrgica. Parece que hoy no viene nadie mas...

- Si, estamos aqui, lo que pasa es que no nos ves porque somos fracciona-
rios. Saluda, curva de Koch. Di hola, tridngulo de Sierpinski. Me presen-
to, soy el conjunto de Cantor. Aqui mi marido, el conjunto de Julia. Trae-
mos el caos. Déjanos entrar y verds cémo revolucionamos todo. jAbajo el
orden, viva Mandelbrot!

Y asi hasta el infinito. EI club de la sefiora Matematica era lo mds parecido
al paraiso y lo mds parecido al infierno. Porque la sefiora Matematica podia
darte mucha belleza, pero te pedia también mucho a cambio. Eso lo sabia bien
quien conseguia entrar en sus aposentos. Pero lo sabia atin mejor quien s6lo
podia quedarse a las puertas.
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Resumen

En un futuro tecnificado en el que las Mateméticas han caido en desuso,
una joven aficionada a los nimeros llamada Unita, se enfrenta al problema
de aproximar una fraccién por otra mas bonita. En su biisqueda de la solu-
cién, visitard la consulta de un madtico, una especie de adivino con fama de
nigromante que ofrece enseiianzas personales.

Palabras Clave: Aproximacién por racionales, geometria de ndmeros.

;Sera una vez?

Uno, dos, cuatro, sesenta, ... Unita tenia la mania de contarlo todo, pasos,
personas, hormigas y edificios. Era como un reloj, llevaba la cuenta incluso
cuando nadie la miraba, y como un reloj, al completar una vuelta, comenzaba
a contar de nuevo. Unita habia creado una extraordinaria topografia triangu-
lando en pasos el mapa de los alrededores de su casa. Disponfa también de
unidades propias como el tiempo-latido-normal y el tiempo-latido-corriendo
que, a pesar de su imprecisién, servian para alimentar su costumbre. Se afia-
dian a sus sintomas los rudimentos de algunas operaciones aritméticas, princi-
palmente utilitarias para comprobar o abreviar sus cuentas.

Después de la revolucién de la tercera década aquello la convertia en una
persona singular, pues la revolucién habia sido tan rdpida y eficaz que ni si-
quiera habia dejado los escombros en los que se apoyan nostalgicos y poetas.

Todo comenzé con la aparicién del paradigma PROPROG (PRogram Orien-
ted PROGramming) que propugnaba programas creadores de cédigo. El salto
cualitativo se produjo cuando el generador de interfaces FACIO, elaborado ba-
jo este paradigma, modificé inopinadamente su propia interfaz varias veces.
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Sus mejoras recurrentes mostraron por qué la inteligencia artificial habia sido
un fracaso: lo importante no es la creacién automética de conocimiento, pues
como la memoria es casi gratuito e ilimitado, sino su intercomunicacién.

El dltimo artefacto portatil era incapaz de realizar un determinado célculo
porque no sabia leer el libro donde estaba escrito. La solucién no era miniaturi-
zar los procesadores una vez mds haciendo nuevas cajas negras mds pequefias,
obsoletas tras unos afios. La solucién eran los interfaces intercédigo automati-
cas. Después de que cientos de miles de billones de querybots consultaran dia y
noche, sin participacién humana, las fuentes de conocimiento en todos sus for-
matos, la primera versién de PROGNOSIS vino a la luz. Al principio era una
hiperbase de datos relacional que requeria la intervencién de operadores espe-
cializados humanos para formular las preguntas de manera adecuada pero el
desarrollo de las interfaces ultralingiiisticas permitié que versiones posteriores
admitieran cualquier formato de consulta.

La revolucién se desat6 con el acceso universal y sencillo a PROGNOSIS
y se completé cuando pasé a denominarse popularmente “el ordculo”. Y es
que cuando la gente cambia un término cientifico, permitiendo incluso que sea
esdrdjulo, aquello ya no es ciencia, es sociedad.

El acceso de entrada al ordculo era la imagen de su poder. Entre la enorme
identificacién multicolor O-R-A-C-U-L-O y el pequefio cajetin de entrada de
datos (alegoria de la desproporcién entre lo conocido y lo consultado), se lefa
con ese tipo de letra recta y seria con la que las excusas se disfrazan de avisos:
“Todas las respuestas. Ninguna pregunta”. Y es que el ordculo era infalible pero
verdaderamente no conocia las preguntas y por ello podia resultar totalmente
inttil para cuestiones incompletas o mal planteadas.

El problema

Hacia unas horas que habia amanecido y Unita metia sus cosas apresura-
damente en la bolsa, debia darse prisa si no queria llegar tarde al trabajo, otra
vez. Y es que de entre todas las caracteristicas de Unita, la impuntualidad era
la que tenfa més desarrollada, tal vez el contar las respiraciones que daba en
un minuto, la cantidad de rosas rojas y blancas en el jardin del vecino o el nd-
mero de pasas que incluia ese dia su desayuno tuviera algo que ver pero todo
aquello se habia convertido en un hébito al que no podia o mas bien, no queria
renunciar.

Un dltimo vistazo para comprobar que todo estuviera en orden y salia de
casa. Se podia olvidar de muchas cosas pero nunca de algo para leer en el tra-
yecto de ida y vuelta a su trabajo y es que estos eran los tinicos momentos
del dia en los que su aficién de contar parecia volverse en su contra. Todas las
mafanas Unita tomaba un vela cerca de su casa, enormes estructuras de plata-
formas apiladas que parecian flotar unas encima de otras y que se deslizaban a
gran velocidad por toda la ciudad, en cada parada la plataforma inferior que-
daba fija mientras que el resto seguian su camino. El viaje en un vela era de
todo menos tranquilo, cuando las puertas de conexién se abrian parecia que la
locura se apoderaba de todo aquel que iniciaba su viaje y esta no les abandona-
ba hasta que volvian a cruzar la puerta para salir. Demasiado ruido, demasiada
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gente moviéndose de un lado a otro, algo que desesperaba a Unita y le hacia
imposible concentrarse en aquel ir y venir de informacién. La lectura, y unos
buenos tapones en los oidos, hacian su viaje mucho més agradable.

Dos semanas antes, su amigo Cerox le regalaba una extrafia novela. Lo pe-
culiar de esta lectura no era la historia en si, lo extrafio de aquel archivo era
su formato. La division en paginas, seguramente resquicio del pasado cuando
los libros se imprimian en papel, y que el marcador de linea no funcionara en
él seguramente habrian desesperado a més de uno, pero esto no molest6 en
absoluto a Unita que se habia propuesto leer 10 padginas al difa, 5 en el trayecto
de ida y otras 5 en la vuelta, ni una mds ni una menos. De este modo, podria
leer el total de 500 en exactamente 50 dias.

Ya en el vela, inmersa en la lectura, no se percaté de que llegaba su paraday
tuvo que bajarse en la siguiente. Para Unita el descuido fue doble, a la pérdida
de tiempo habia que afiadirle 5 paginas de mas sobre su previsién de lectura.

— Estd bien, no es para tanto. Se suponia que hoy debia llegar a la pagina
300 y si las cuentas no me fallan cuando regrese a casa estaré en la 305.

Absorta en sus pensamientos comenz6 a caminar en direccién al trabajo. El
frio invierno habia llegado a su fin, ahora el sol parecia brillar con mds fuerza
y la agradable temperatura podria haber hecho a Unita disfrutar del paseo de
no ser porque tenia la mente puesta en otras cosas.

— Si hubiera parado antes habria leido tres quintas partes —suspiraba—, en
cambio llegaré a un total de 305/500, un poquito més pero ;cudnto mas? ;No
hay una forma maés bonita de decir eso mismo?

El cansancio y la contrariedad la sumieron durante el resto del dia en una
preocupacion casi ontolégica sobre la naturaleza de las fracciones. Cuando la
jornada de trabajo hubo acabado, Unita se dispuso a tomar de nuevo un vela
en direccién a su casa.

— Quizdas lo mas fécil sea no leer nada en el trayecto de vuelta, asi todo
quedarfa igual, el ndmero de pédginas no variaria y todo seguiria como antes
pero, jqué voy a hacer sino leo! jno! jno puedo! el trayecto seria una auténtica
locura.

Una, dos, tres paginas mds, parecia que la lectura realmente la evadia de
sus pensamientos pero al llegar a la 305, y por segunda vez en ese dia, todo
parecia derrumbarse bajo sus pies. Al final de la misma se podian distinguir
tres lineas verticales que continuaban a lo largo de las 9 pédginas siguientes. La
explicacién mas razonable era la de un error al descomprimir el archivo y que
a su vez se traducia, tal y como Unita pudo comprobar, en que en realidad el
libro constaba de 491 paginas en lugar de las 500 que creia en un principio.

— jTiene que ser una broma! Esta mafana estaba preocupada porque no
conseguia entender cuanto era 305/500 y realmente me debia preguntar por
305/491. Si antes tenia mala pinta, ahora la cosa se pone peor.

Cuando estaba a punto de regresar a su casa tuvo lo que en un principio
le pareci6 una gran idea, consultar al “ordculo” el significado de lo que se le
antojaban unas horribles cifras. Los ntimeros eran simplemente eso, ntimeros
y no le habian dado nunca problemas, era un juego, pero pronto comenzé a
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preguntarse por las relaciones entre esas cifras y unas preguntas llevan a otras,
el problema ahora para Unita era encontrar las respuestas. Una vez en casa,
pregunt6 al ordculo qué proporcién era 305 de 491, pero este no hizo mas que
devolverle 305/491, los mismos nimeros separados por una barra.

—:Todas las respuestas? jtodas las respuestas! | Va a ser que no! —una mezcla
de indignacién y desconsuelo se hacia visible en sus palabras — lo tnico que
consigo al pensar en estas cosas es un espantoso dolor de cabeza, no estoy
preparada para esto.

En ese instante Unita recordé algo que habia leido el dia anterior, “El bienes-
tar no se consigue solo fortaleciendo el cuerpo, es imprescindible hacer lo mismo con la
mente”. Cuando ley6 aquel anuncio, se regocijaba pensando que aquel bienes-
tar lo tenfa asegurado, ella se ocupaba de mantener su cuerpo y mente al dia,
pero en aquel momento no estaba tan segura.

Buscé el anuncio, deteniéndose esta vez en el nombre que aparecia debajo
del eslogan, “mdtica Demi, pregunta y entenderds la respuesta”.

Los maticos no eran ni mejores que cualquier otro colectivo y sélo tan dis-
tintos de los demds como cualquiera que tenga un nombre. Era verdad que
se habian ganado cierto grado de mala reputacién por su extrafia politica: s6-
lo cobraban la primera sesién pero obligaban a asistir a otras gratuitas hasta
que ellos consideraran que el tema estaba zanjado porque el cliente hubiera
entendido la respuesta. Cuando un cliente hastiado renunciaba a las sesiones,
entonces el mético tenfa derecho a una fuerte indemnizacién. Corria el rumor
de que algunos prolongaban estas sesiones o las hacian especialmente farrago-
sas para propiciar el abandono.

Muchas preguntas y una respuesta

El aspecto del consultorio de la mética era siniestro. Habia todo tipo de
instrumentos graduados, volumétricos, alabeados, méviles y simplemente ex-
trafios. A Unita le llamo la atencién un grueso tomo en una estanterfa en cuyo
canto se lefa “Diccionario de R” pero estaba demasiado lejos como para acercar
las manos a su curiosidad y se decidi6 por un objeto méds cercano abigarrada-
mente numerado.

—¢Qué es esto? —Pregunt6 Unita.
—Una regla de célculo.

La matica desplaz6 una pieza oculta y afiadi6 con una sonrisa que a Unita
se le antojoé enfermiza:

—Un antiguo sustituto de los dedos.

Unita no se atrevi6 a inquirir mds sobre ese cepo de tortura ortopédico y
hall¢6 algtn alivio exponiendo el problema que le habia llevado alli.

—;Qué te ha dicho el oraculo?
—-Simplemente 305/491.

-Eso es una fraccién, jpor qué no te gusta?
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—No es una fraccién bonita.
-¢Y qué es para ti una fraccién bonita?

—No sé, algo asi como la mitad, dos terceras partes, cuatro quintas partes o
algo de eso.

—;Una fraccién con denominador 8 es bonita?

-Yo dirfa que si.

—-¢Y con denominador 9?

—No estoy segura.

—:Entonces el concepto de fraccién bonita es subjetivo?

—-Supongo que si —respondi6é Unita ligeramente acalorada— pero lo que esta
totalmente claro es que 305/491 no es una fraccién bonita.

Unita resoplé abrumada por tantas preguntas mientras pensaba que quiza
no habia sido una buena idea acudir a la consulta. Y es que los méaticos emplea-
ban a menudo un método que los olvidados fil6sofos denominaron mayéutica
y la gente comtin, pesadez.

—;Sabes dividir?

—Si —respondié Unita muy ufana.

—;Con decimales?

—Creo que no —afiadi6 cabizbaja pues no sabia bien a qué se referia.

—No importa, con partes enteras nos arreglaremos —sentenci6 resuelta y son-
riente la méatica—. ;Conoces el teorema del aspa?

Unita dudé, pestafie6 maquinalmente con la mirada extraviada, y tras bus-
car en el desvan de los recuerdos perdidos, exclamé triunfante:

-Si, si, creo que si.

El teorema del aspa dice que al multiplicar en aspa dos fracciones, el brazo
ascendente es mayor exactamente cuando las fracciones crecen. Por ejemplo,

A\
13\ 7 13 7
-0 L 4714 DL
21 1T A TIT|

—-Coloquemos entonces todas tus fracciones bonitas hasta denominador 8
y veamos como estdn ordenadas. Déjame afiadir 0/1y 1/1 que son fracciones
tontas, la nada y el todo, para tener unos extremos sencillos.

La matica movié con soltura su digistilo y escribié:

—-:C6mo se puede crear esta lista directamente? —pregunto curiosa, Unita.

—La ordenacion creciente de las fracciones entre la nada y el todo hasta un
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denominador dado tiene una propiedad mdgica: en el teorema del aspa la dife-
rencia entre el brazo ascendente y el descendente es siempre uno. Por ejemplo,
para2/5y3/7,setiene 3-5—2-7 = 1. Esto permite calcular, con un poco de
préctica, cada fraccién a partir de la anterior. ;No es bonito? —Unita asinti6 sin
convencimiento mientras la matica finalizaba su perorata—. Cuando la practica
no alcanza al calculo, siempre esta el algoritmo de Euclides... pero creo que
por ahora es mejor evitar estos temas e ir directos al grano.

—Si, por favor —exclamé Unita sin contenerse.

—Pues bien, si usamos de nuevo el teorema del aspa, vemos que tu fraccién
fea cae exactamente entre las fracciones bonitas 3/5 y 5/8. Se puede comprobar
que, en efecto, estd mds préxima a la segunda. En resumidas cuentas —sentencié
la mética parsimoniosamente pronunciando con placer cada palabra-, si quie-
res converir la fraccién fea 305/491 en una de tus fracciones bonitas, la mejor
eleccién es 5/8.

—Gracias. .. —dijo Unita haciendo el ademan de movimiento que acaba las
conversaciones y advierte a los pedigtiefios.

La matica recuper6 como por ensalmo su tono animado, casi descarado, y
afnadio6 sonriendo:

—Ahora sabes la respuesta pero no la entiendes, por ello debes asistir a la
proxima sesion.

Unita dio un respingo resignado que a pesar de no ser advertido por la
matica, hall6 consuelo en sus préximas palabras:

—Comprender el tema con mediana profundidad nos llevaria demasiadas
sesiones. Basta con que entiendas cémo llevar a cabo la algoritmia y poco mas.

Algoritmia

Unita recordé los rumores que circulaban acerca de los abusos de los ma-
ticos con el nimero de sesiones. O bien por economia, o bien por timidez o
quiza incluso por un pellizco de curiosidad, el caso es que acudi6 a la segunda
sesion. Algo debi6 de insinuar su semblante, pues al llegar se enfrenté a un
alegato.

—iSabrias decirme la fraccién bonita que aproxima a 3305/4491? — pregun-
t6 la matica retéricamente— No. La algoritmia permite, con una generalidad
razonable, que una respuesta resuelva muchos problemas —y sefialé un cartel
apenas legible que rezaba: “Una respuesta. Muchas preguntas”, en clara opo-
sicién con el lema del oraculo.

La matica continué circunspecta con una charla casi moral acerca de los
ejemplos que sonaba como un zumbido en los oidos de Unita y que sélo se
transformé en palabras cuando la cadencia preconiz el fin del discurso.

—Ahora vamos a ver el algoritmo a través de tu ejemplo. ;Cudl es el cociente
y el resto al dividir 491 entre 305?

—El cociente es 1 y el resto 186 -respondié Unita muy ufana pues nunca
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habia encontrado a nadie parejo en el ancestral y olvidado arte de los cédlculos.
—¢Y si ahora tomamos 305 y 1867
—El cociente es 1 y el resto 119.
—¢Y con 186y 119?

—El cociente es 1 y el resto 67, y con 119 y 67 el cociente es de nuevo 1y el
resto 52.

—Muy bien, ya veo que entiendes el proceso. Cada vez tomamos el tltimo
niimero y el nuevo resto.

Unita pregunto si todos los cocientes eran 1 y la mética le inst6 a que entre
las dos terminaran la cadena de ntimeros que se dividian uno entre otro hasta
llegar a resto cero. El resultado fue:

491 — 305 — 186 — 119 —» 67 — 52 — 15 = 7 —> 1

con sus cocientes respectivos 1,1,1,1,1, 1, 3,2, 7.

La matica puso su digistilo en TABMOD y disefi¢ en un instante el siguiente
esquema:

N =1

Of =

Aclar¢6 también que las parejas 1, 0 y 0, 1 que aparecian solitarias en los ren-
glones inferiores eran auxiliares, mientras que la primera linea estaba eviden-
temente formada por los cocientes.

—sPara qué son esas casillas vacias? —pregunt6 Unita.

—Ahi van a nacer las fracciones bonitas. Todo lo que tienes que recordar es
la siguiente regla de oro:

Cada cociente multiplica a su columna y se suma el resultado a
la columna anterior.

Por ejemplo, debajo del primer cociente, del primer 1, hay un 0 y antes un
1, entonces en la primera celda libre escribimos 1-0+1 = 1. De la misma
forma, bajo esta celda escribimos 1 - 1 40 = 1. —-La mdtica con un gesto elegante
colore6 los ntimeros involucrados en los calculos de rojo y los resultados de
azul-. En la siguiente columna repetimos las cuentas con el siguiente cociente,
que vuelve a ser un 1, y utilizando los nuevos resultados, obtenemos arriba
1-1+0=1yabajol-1+1=2.

1111111111327 1111111111327
1 0]1 1 0]1]1
0 1)1 0 1(1]2

La matica pidi¢ a Unita que rellenara la siguiente columna para comprobar
si lo habia entendido y asi lo hizo diligentemente.
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111111111327
1 0j1]1]2
0 11|23

Ademas crey6 notar un tono desafiante en esta peticién y ella no se arredraba
ante unas cuentas tontas. En un impulso casi rebelde complet6 en un instante
toda la tabla.

1{1)11|1|3|2 |7
1235|1841 | 305
1123|5829 |66 491

K=l
—_

1
0

La maética no se inmuté ante la inusual iniciativa. Reservé sus emociones
para sefialar triunfante que la tltima columna eran los niimeros de partida.
Unita, influida por las leyendas de nigromancia acerca de los maticos, pregunté
ingenua si eso mismo ocurrirfa fuera de la consulta. La matica le aclaré tras una
carcajada que aquello era cierto no sélo en cualquier sitio, sino para cualquier
fraccion.

—Cada fraccioén tiene una tabla, determinada tinicamente, y que termina con
ella misma. Esta tabla es como un mapa que diera cada vez mas detalles hasta
terminar a escala 1:1.

—Pero un mapa a escala 1:1 es intitil —-apunté Unita un poco pedante.

Con un répido toque la matica destacé en colores las columnas de la tabla.

1{1)11|1|3|2 |7
111(2]|3|5|18| 41| 305
1123|5829 |66 491

= O

1
0

-Y asf ocurre en muchas ocasiones con las fracciones como 305/491 que tu
llamaste fea. Las columnas que hemos rellenado dan aproximaciones a dife-
rentes escalas, las mejores aproximaciones, en cierto sentido. En nuestro caso
son , 1/1, , 2/3, , 5/8, , 41/66 y . Segtin avanza-
mos, se pierde belleza y se gana en proximidad. Dénde acaban las fracciones
bonitas depende de tus gustos. Si alguien piensa que un fraccién con denomi-
nador menor que 30 es todavia bonita, debiera escoger 18/29, pero tti, por lo
que dijiste, te quedarias con 5/8. Ademads las fracciones que estdn en lugares
impares, las verdes, crecen y no superan la fraccién inicial, mientras que las de
los lugares pares, las rojas, decrecen y no quedan por debajo de ella. Lo puedes
comprobar con el teorema del aspa. Nuevamente tendras la diferencia magi-
ca 1 entre el brazo ascendente y el descendente o viceversa para las mejores
aproximaciones consecutivas de la lista.

Tanta informacién abrumé a Unita y le asalté la extrafia euforia que obliga
a los nifios a intervenir cuando los mayores los miran. Sin tiempo para pensar,
se vali6 de las tiltimas palabras que resonaban en su mente.

—:/Qué quiere decir que son las mejores aproximaciones?

—Es un poco dificil explicarlo con precisién pero implica en particular que
para cualquiera de las fracciones de la tabla no hay una aproximacién mejor
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con denominador mds pequefio. Por ejemplo, cualquier fraccién con denomi-
nador menor que 29 estd mas lejos de 305/491 que 18/29. De la misma forma,
tu fracciéon bonita 5/8 es la campeona entre todas las de denominador que no
supera a 8.

Los ntimeros se dibujan

Esta vez, Unita no tuvo muchas dudas sobre su asistencia a la sesién pues
la matica habfa asegurado que era la tltima. No obstante, por la locuacidad
desinteresada que causa la confianza, pregunté por el motivo de la sesién ahora
que ya sabia encontrar las fracciones bonitas o medio feas que aproximan a
cualquier fraccién. Ese dfa, darfan sentido a la propiedad méagica que vieron en
la primera sesién y con un gesto animado, la matica invitaba a Unita a reunirse
con ella en el centro de la sala.

—Comenzaremos repasando algunas ideas geométricas simples pero impor-
tantes que nos permitirdn dar una prueba del problema, el hecho de poder
encontrar fracciones bonitas no se limita a unos pocos ejemplos.

—jUf! ;geometria? —Unita no escuch6 nada mds de lo que habia dicho la
matica.

—Me extrafia tu tono, parece como si estuviera hablando de algo alejado de
la realidad cuando todo lo que te rodea tiene su parte geométrica. De hecho,
no tienes que buscar mucho para dar con un ejemplo del primer elemento del
que te quiero hablar, un reticulo, y para ello sélo hace falta que mires el suelo
que pisas.

Unita dio un paso atras sorprendida, miraba primero al suelo y luego a sus
pies, cdmo si esperase recibir una respuesta de estos. Allf no habia absoluta-
mente nada.

—Como puedes observar —la matica continuaba hablando sin apreciar la
confusién que sus palabras habian generado en Unita— el suelo del consul-
torio se compone de grandes baldosas cuadradas, todas iguales, que rellenan
toda la sala. La tinica limitacién la imponen las paredes pero puedes entonces
imaginar el mismo resultado en una habitacién mds grande, y mas y mds gran-
de, quizas podrias pensar en un suelo “infinito” y nuestro primer ejemplo de
reticulo. Con otro tipo de baldosas, més grandes o pequenas tendriamos mas.

—Creo que no acabo de comprender muy bien a qué te refieres. ;Qué es un
reticulo? ;el suelo o la baldosa?

-No, no, el suelo siempre es suelo —realmente la matica parecia estar dis-
frutando con la confusiéon de Unita—, digamos que un reticulo seria la forma
con la que td lo visualizas, una especie de mapa con el que moverte. Ahora lo
entenderds, sitiiate en la interseccién de estas cuatro baldosas —la matica sefialé
un punto en el suelo al que Unita se dirigié obediente—. Ahora imagina que tus
pasos fueran de amplitud igual al lado de cada baldosa y s6lo pudieras situarte
en sus esquinas, de este modo, ;qué posicién dirias que ocupo respecto al lugar
donde te encuentras?

—Pues —contest6 algo indecisa— supongo que dos pasos al frente y uno a la
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derecha.

—iPerfecto! —la mética dio tres pasos al frente cuidando de pisar tinicamente
en las intersecciones de las baldosas— ;y ahora?

—Un paso atrds y otro a la derecha —contest6 esta vez con més seguridad.

—Estd bien, pero para abreviar a partir de ahora solo me dirds dos ntimeros,
el primero indicard mi posicién en pasos a la derecha, o a la izquierda con
un signo menos, y el segundo indicard lo mismo con adelante y atrds, de este
modo me he movido de la interseccién (1,2) a la (1, —1). Me puedes decir
entonces ;qué posicién ocuparias ti?

—Esto no parece complicado, diria que la interseccion (0,0).

—iEnhorabuena! Pero recuerda que estos puntos, los tinicos de todo el plano
que deben importarte, vienen impuestos por el tamafio de las baldosas de la
sala, si cambiamos su tamafio o incluso su forma tendriamos otros puntos y
por tanto otros reticulos.

La matica comenz6 entonces a moverse rapidamente de un lado a otro, to-
mando lo que parecian pequefias piedras de colores que se hallaban repartidas
por toda la sala, deteniéndose frente a un gran batl del que sac6 una tabla de
madera decorada con cuadrados blancos y negros.

— Precioso ¢no te parece? —dijo con tono solemne—- Es un tablero muy anti-
guo, ;conoces el ajedrez?

—No estoy segura, el nombre me resulta familiar ;es un juego?

—En efecto, aunque hoy le daremos otra utilidad. En cierto modo vamos a
jugar pero nuestras piezas serdn fracciones —mientras, una mezcla de asombro
y desconcierto aparecia en la cara de Unita—. Fracciones bonitas, no te preocu-
pes —anadié.

Una vez hubo despejado de libros el escritorio coloco el tablero en la mesa
y junto a él, las piedras.

—El tablero serd nuestro reticulo, limitado por los extremos del tablero pero
recuerda que siempre podemos pensar en...

—En un tablero infinito —se apresur6 a decir Unita.

—Veo que le vas cogiendo el truco. Tenemos 64 cuadrados aunque del mismo
modo que antes con las baldosas, los tinicos puntos que tendremos en cuenta
serdn las intersecciones, ;recuerdas la posicién que ocupabas?

~La (0,0).

—Bien, ahora colocaremos en ese punto una piedra roja —dejando una pe-
quena piedra de ese color en la esquina del tablero mas préxima a Unita—. La
posicién que ocupa esta piedra serd especial en el reticulo pues vamos a ver el
resto de puntos a través de ella, asi diremos que un punto del reticulo es visible
cuando la piedra roja lo pueda “ver” desde su posicién privilegiada.

—Lo pueda ver -repetia—lo pueda ver desde su posicion, y ;qué pasa cuan-
do el punto no es visible? ;es invisible? jestd escondido?
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—En cierto sentido, asi es. Un punto es oculto si entre este y el rojo no hay
ningtn otro del reticulo. Por ejemplo, de estos tres puntos —decia mientras co-
locaba unas piedras negras en el tablero— el tinico visible es el (3,5), en los otros
dos casos las lineas que unen estos puntos con el rojo pasan por otros puntos
del reticulo —al tiempo que afiadia un par de piedras blancas mas—, (1,1) y (1, 3)
respectivamente. Si ahora consideramos puntos mas alejados del origen como
por ejemplo el (6,18) o el (12,20), ;qué dirfas? ;son visibles estos puntos?

6 fu
. |
4 ' .
| - r

| |
a2 IIJ L
| — |—

1 E
0m 1 i 3 4

—-:.Cémo quieres que lo sepa? —respondié algo indignada— No puedo hacer
lo mismo que t porque estos puntos quedan fuera del tablero.

—iPrecisamente! Ahora necesitamos ejercitar un poquito nuestro cerebro. En
ambos casos, se trata de puntos ocultos, el primero oculto tras el punto (1,3),
el segundo tras el (3,5), por otro lado los puntos (6,19) y (13,21) vuelven a ser
visibles ;podrias decirme ahora como tiene que ser un punto, digamos (a,b),
para ser visible?

—Pues, para que sea visible no estoy segura, pero supongo que para que
sea oculto basta con que a y b tengan algo en comtn, como lo que pasa con el
(12,20) = (4-3,4-5).

—Tal y como has notado el punto (ka, kb) estd oculto por el (a,b) y para que
este tltimo sea visible basta con que a y b no tengan factores comunes. Por
otro lado, los puntos del reticulo podemos verlos en realidad como fracciones,
de este modo (2, 3) representa la fracciéon % y un punto (a, b) serd visible si la
fraccion correspondiente ; es irreducible.

—jOh! Fracciones, pensaba que ya nos habfamos olvidado de ellas.

—iNi mucho menos! —exclamé la méatica mientras colocaba més y mds pie-
dras sobre el tablero-. Si recuerdas la lista de fracciones que elaboramos en la
primera sesion, fracciones bonitas hasta denominador 8.

—Ahora —continuaba hablando—- podemos ver todas estas fracciones como
puntos de nuestro reticulo, de hecho como puntos visibles. Pero recuerda que
aquella lista tenia un orden fijado, el motivo de que aquella diferencia, brazo
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ascendente menos el descendente, siempre diera uno ahora tendra su explica-
cién.

I am =
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-Si nos fijamos en dos fracciones consecutivas, digamos 5 < 7, de todas las
rectas que se obtendrian al unir estos puntos con el rojo, aquellas que pasan por
puntos (a,b) y (c,d) son siempre rectas consecutivas y por tanto el tridngulo
formado por dichos puntos y el origen no tiene ningtin otro punto del reticulo
en su interior.

—Eso ultimo tiene que ver con que sean puntos visibles ;verdad?

—Asi es, son visibles todos los que estan pero ademads “estan todos los que
son”, al menos en esa region en la que parecen concentrarse, el tridngulo defi-
nido por las lineas x = 0, y = x, y = 8 —ante la cara de desconcierto de Unita,
afadi6- pero olvida esto ultimo, lo importante es que te quedes con la idea de
que cada uno de estos tridngulos ha de tener drea minima.

Si la primera reaccién de Unita fue desconcierto ahora habfa que afiadir
cierto grado de desconfianza, algo que la matica noté al instante.

—Te estaras preguntando qué tiene que ver el drea con el resultado que bus-
camos, jcierto? quizds seria interesante hacer un inciso para aclarar tu mente
¢(Sabes como calcular el drea de un tridngulo?

—Me temo que estoy algo perdida con los tridngulos, pero por si sirve de
algo, la de un rectdngulo es lado por lado —respondia Unita cada vez mds ani-
mada.

—Pues estamos de enhorabuena porque con eso basta para hallar el drea
de cualquier tridngulo. No tienes méas que trazar la diagonal de un rectangulo
para que este quede dividido en dos tridngulos iguales.

—Entiendo, si conocemos el drea del primero basta con tomar la mitad de
esa cantidad para tener el drea del tridngulo. Pero, no es cierto que todos los
triangulos puedan formar rectdngulos de ese modo.

-Esos tridngulos son especiales. El problema es que los tridngulos que nos
interesan no son de este tipo, jpero no todo estd perdido! -y empufiando su
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digistilo, afiadia— La solucién, como antes, pasa por duplicar el tridngulo pe-
ro ahora obtenemos una especie de “rectdngulo feo” el cual podemos incluir
dentro de un rectdngulo, este tltimo el de toda la vida.

(a, b

(0,0)

—Lo peculiar de esta construccién —proseguia al tiempo que dibujaba nue-
vas figuras—, es que la parte que no nos interesa del rectangulo, la podemos
dividir en tridngulos y rectangulos de los cuales podemos calcular facilmente
su drea. Pero...— la matica parecia hacerse la interesante — claro que podemos
evitarnos las cuentas y con apenas dos movimientos, notando que la parte sin
pintar ha de ser la misma en las dos figuras, deducir que el 4rea buscada no es
mas que ad — bc, resta del drea de los rectangulos azul y verde, respectivamen-
te.

@, b Pl

(c, d)

b

0,0

—Bueno, en realidad seria la mitad de esa cantidad como en el caso de los
rectdngulos —sentencié Unita que seguia atenta toda la explicacion.

—Muy bien. jYa casi lo tenemos! Teniendo en mente esa cantidad
1
~(ad —cd),
7 (ad — cd)

recuerda que los tridngulos que nos interesan tienen drea minima debido a su
construccion, sus vértices son puntos enteros sin mas puntos del reticulo en su
interior. Ahora resulta que el drea es la mitad de un ndmero entero, pues la
resta de ntimeros enteros vuelve a serlo. La pregunta es ;cudnto debe medir el
drea?

—Espera, un momento —tras una pequefa pausa, Unita afiadi6 emocionada-—
. 1 dico L
iClaro! i1, digo 3!

- Y recuerdas qué representaban los puntos (a,b) y (c,d)?
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—Eso pensaba ahora mismo, y creo que...-Unita se refa— La mdgica propie-
dad deja de ser tan mégica.

La maética sonrié dando por finalizada la sesion y el silencio se hizo en la
sala. Unita estaba feliz, el camino no habia sido fécil de recorrer pero ahora
se sentia optimista y sobre todo, segura. La préxima vez que se encontrarse
con aquellas cantidades monstruosas simplemente las sustituiria por algo mas
asequible y a su juicio, més bello, pero lo mejor de todo es que aquel proceso no
guardaria secretos para ella. Llegado a ese punto el semblante de Unita cambio,
sorprendiendo a la mdtica que habia estado observdandola mientras guardaba
las piedras en una arqueta.

-¢Ocurre algo?

—-No estoy segura. Diria que todo me ha quedado bastante claro, pero ;eso
es todo?

—Por supuesto que no. Hay una extensa teoria que apenas has atisbado en
estas sesiones. Lo maravilloso es que es interminable, de algtin modo eterna. Lo
tnico que se necesita para avanzar es curiosidad, pues una respuesta origina
muchas mds preguntas y eres ti quien decide contestarlas o no.

Entonces Unita formul6 a la matica una pregunta que hacia muchos afios
que no escuchaba: —;Puedo volver mafiana?
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Abstract

Causality is a fundamental notion in every field of science. Since the
times of Aristotle, causal relationships have been a matter of study as a
way to generate knowledge and provide for explanations. In this paper I
review the notion of causality through different scientific areas such as
physics, biology, engineering, etc. In the scientific area, causality is
usually seen as a precise relation: the same cause provokes always the
same effect. But in the everyday world, the links between cause and effect
are frequently imprecise or imperfect in nature. Fuzzy logic offers an
adequate framework for dealing with imperfect causality, so a few
notions of fuzzy causality are introduced.

Keywords: Causality, Causal Relationship, Soft Computing, Deduction.

1. Causality in human cognition

Causality plays and has played an important role in human cognition, in
particular in human decision-making, providing a basis for choosing an
action which is likely to lead to a desired result. There are many works and
theories about this theme. Philosophers, scientists, physics, mathematicians,
computer scientist and many others have explored the field of causation
starting with the ancient Greeks three thousand years ago.

The idea that causal knowledge is an essential feature of our
understanding of the world is very old. In Metaphysics (I, 1, 981 a 24-30),
Aristotle maintains that knowing is knowing attending to the causes:



Investigacién — Causality in Science Cristina Puente Agueda

“But yet we think that knowledge and understanding belong to art rather than to
experience, and we suppose artists to be wiser than men of experience (which implies
that wisdom depends on art in all cases rather on knowledge); and this because the
former know the causes but the latter do not”.

In daily life, causality is present in many situations. If someone fails to
stop at a red light and there is a car accident, it can be said that the failure to
stop was the cause of the accident. However, failing to stop at a red light does
not guarantee that an accident will happen for sure [1]. Sometimes, true
statements do not lead to a valid reasoning, as in J. Pearl’s example [2]:

1. “If the grass is wet, then it rained.
2. If we break this bottle, the grass will get wet.
3. Output =2 If we break this bottle, then it rained”.

So, to consider a statement as causal, it has to fulfil three properties which
mean that the cause must precede the effect, cause and effect must be
materially related, and whenever the cause happens, the effect must take
place [3]:

1. Asymmetry: the cause always happens before the effect.
2. Linearity: any cause is followed by an effect.
3. Transitivity: if A causes B and B causes C, A causes C.

According to the way that causal statements are expressed and the type of
relationship between the antecedent and the consequence, causality can be
divided into the following types:

* Forward and backwards causality: forward causality is expressed in the
form: “What are the effects caused by a concrete event?” and the inverse
causality (or backwards), is expressed in the form “What actions have been
provoked by a certain event?”. In context, the forward causality is easier to
deal with than the inverse causality, because, the action involved is
usually known. In the inverse causality there can be multiple factors that
have provoked an action, therefore it is much more complex to deal with
and analyze.

* Direct and indirect causality: in “A causes B, A is a direct cause of B. If A
causes B and B causes C, A is an indirect cause of C. Direct causality is
linked to the linearity property and indirect causality is related with
transitivity property.

* Token and type causality: in ‘A causes B’, A and B are usually referred to
singular events or tokens, as in if John takes a trip, he will be happy, or to
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2.

general events or type: climbing stairs leads to fatigue. Causal laws are
performed with type statements.

Positive and negative causality: a cause may have a positive influence on
the effect: low taxes favour the consumption, or a negative one, high taxes
worsen consumption.

Plural and single causality: in “A causes B, A is a single cause of B. In "4,
B, and C cause E’, A, B, and C, are plural causes of E.

Causality in Science

Causation plays a different role when analyzed from different fields. In

legal ambiences it is a matter of conduct and result, while in science, such as
physics it is the result of empirical experiments and evidence. This section
enumerates the vision of causation through several fields.

Science [4]: using the scientific method, scientists set up experiments to
determine causality in the physical world. Elemental forces such as
gravity, the strong and weak nuclear forces, and electromagnetism are
known as the four fundamental forces which are the causes of all other
events in the universe. However, the issue of to which degree a scientific
experiment is replicable has been often raised and discussed. The fact
that no experiment is entirely replicable questions some fundamental
assumptions in science. In addition, many scientists in a variety of fields
disagree that experiments are necessary to determine causality. For
example, the link between smoking and lung cancer is considered proven
by health agencies of the United States government, but experimental
methods (for example, randomized controlled trials) were not used to
establish that link.

Physics [3]: in physics it is useful to interpret certain terms of a physical
theory as causes and other terms as effects. Thus, in classical (Newtonian)
mechanics a cause is represented by a force acting on a body, and an
effect by the acceleration which follows as quantitatively explained by
Newton's second law. For different physical theories the notions of cause
and effect may be different. For instance, in Aristotelian physics the effect
is not said to be acceleration but to be velocity (one must push a cart
twice as hard in order to have its velocity doubled! ). In the general
theory of relativity, too, acceleration is not an effect (since it is not a
generally relativistic vector); the general relativistic effects comparable to
those of Newtonian mechanics are the deviations from geodesic motion

! Aristotle, Physics, Book VII, part 5, 249
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in curved space-time [5]. Uncaused motion is also dependent on the
theory: for Aristotle it is (absolute) rest, for Newton it is inertial motion
(constant velocity with respect to an inertial frame of reference), in the
general theory of relativity it is geodesic motion (to be compared with
frictionless motion on the surface of a sphere at constant tangential
velocity along a great circle). So what constitutes a “cause” and what
constitutes an “effect” depends on the total system of explanations in
which the causal sequence is embedded. For example, it is not accurate to
say, “the moon exerts a gravitational pull and so the tides rise”. In Newtonian
mechanics, gravity is a law expressing a constant observable relationship
among masses, and the movement of the tides is an example of that
relationship. There are no discrete events or “pulls” that can precede the
rising of tides. Interpreting gravity causally is even more complicated in
general relativity.

* Engineering [6]: a causal system is a system with output and internal
states that depends only on the current and previous input values. A
system that has some dependence on input values from the future (in
addition to possible past or current input values) is named an acausal
system, and a system that depends only on future input values is an
anticausal system. There are many kinds to graphically represent
causality in this field, for example the so called fishbone diagrams or
cause and effect diagrams, commonly used for product design and
quality defect prevention, to identify potential factors causing an overall
effect.

Cauze Efexct

| Equprnzrt! Frocess [ Faople ]

Figure 1: Representation of a fishbone diagram [6]
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* Biology and medicine [7]: Bradford Hill pointed that the following
aspects of an association needed to be considered to distinguish causal
from non-causal associations in the epidemiological situation:

1)

2)

Strength: it refers to the numerical strength of the correlation,
expressed as the relative risk to take a disease.

Consistency: it refers to phenomena that have been observed
in many places at many times by many different observers in
different circumstances.

Specificity: it means when the effect is limited to certain
workers in specific situations and when there is no other
association between the work and other situations of dying.

Temporality: it has to do with the direction of causality. This
aspect is particularly relevant when slowly progressing
disease is concerned, as in the example “Does the patient’s diet
cause the disease or does the disease alter the patient’s diet?”.

Biological gradient: it is also known as a dose-response
relationship, when an increment of the supposed cause is
associated with an increase in the response (or disease). For
example, not only do smokers have a higher prevalence of
lung cancer than non-smokers, but also heavy smokers have
a higher prevalence than light smokers.

Plausibility: it refers to the scientific credibility of the
relationship. In the case of smoking, cigarette smoke is
known to contain many established toxins, which makes it a
plausible cause of cancer.

Coherence: it is the idea that the possibility of the causal
relationship should not conflict with what is known about
the natural history and biology of the disease.

Experimental: evidence has to be relevant. For example, if it
is suspected that dust is causing the disease, then an
experiment in which dust filters are installed would be
appropriate and, if successful, would confirm the theory that
dust was a causal factor in the incidence of the disease.

Analogy: it is when the reasoning comes from similar
phenomena.
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* Humanities, law? in the legal field, causation is the “causal relationship
between conduct and result”. Causation of an event by itself is not sufficient
to create legal liability, though establishing causation is required to
establish legal liability. Usually it involves two stages:

1. The first stage involves establishing ‘factual’ causation. For example,
Did the defendant act in the accuser’s loss?.

2. The second stage involves establishing ‘legal” causation. For example,
Is this the sort of situation in which, despite the outcome of the factual
investigation, the defendant might be released from liability, or impose
liability?

3. A probabilistic view of causation

Scientific laws tie always together cause and effect. Therefore, the causal
principle must guarantee without exceptions B whenever A happens. In
colloquial language, ‘Every effect has its cause which is always the same’ or “The
same causes lead to the same effects’. But this is not always true. Both in scientific
and literary texts is possible to find laws or principles that link the cause to
the effect in a partial or imperfect way as in the sentence If the potential is
carefully adjusted, and has a false vacuum local minimum, it is possible to obtain a
solution that is non - singular over the whole four — sphere (S. Hawking, Quantum
Cosmology). These laws have the form of causative or conditional sentences.
Causal relationships do not always denote precise and stable links between
cause and effect but, in many cases, they refer to partial or approximate ones.

In the scientific area, quantum mechanics was the first field to show the
imperfect character of causality. The laws of quantum physics suggest causal
connections that are not absolutely true, but only probable. The Heisenberg
uncertainty principle radically changed the criteria of classical causality: in
general, in a quantum universe, the same cause does not always lead to the
same effect, but a variety of possible effects, each of them with a certain
probability. Quantum mechanics introduces the probability on the principle
of causality.

The probabilistic view of causality has some differential characteristics:

1. While the laws of classical mechanics refer to universes of discourse with
sharp and distinguishable elements, the laws of quantum mechanics
speak about collections from which their cardinality can be found, but

2 Standford Encyclopedia of Philosophy http://plato.stanford.edu
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not always their elements. Quantum sets are posets: an element belongs or
not to the set, but it is not always possible to identify whether the element
of the collection is the same as others previously identified.

2. Linking cause and effect involves determining the set of factors that
compose the cause [8]. In the quantum world, some of these factors are
measurable and others are not; and therefore never completely
determined. Causation emerges from the relationship between
measurable individual parameters. Probability is related with the
distribution of the residual parameters. If an event can be described by a
finite list of parameters, it is possible to predict its evolution with a
probability that tends towards 1 as more parameters are taken into
account.

A probabilistic view of causation is convenient for correctly interpreting
some physical laws, such as those related to the kinetic theory of gases,
because the number of molecules to consider is in the order of the Avogadro's
constant (6x10%) and, thus, impossible to manage in a deterministic way.
Therefore, it is needed a probabilistic approach.

The laws governing quantum causality are stochastic and indeterminate -
as it is not possible to know all the parameters involved in the nature of a
fact-, but precise -as once performed the experiment, a value is obtained-.
Quantum laws are a mixture of reason and experimentation: experimentation
puts limits on what it is possible to know; reason determines the value of
what is known. But there are fields in which causation is not, generally
speaking, a crisp relation, but ill defined and fuzzy.

4. Fuzzy Causality

Causality is many times an imprecise and imperfect relationship between
two entities, cause and effect. For this reason, Zadeh [9] remarks that does not
exist a definition of causality within the conceptual structure of classical logic
or probability theory, able to provide a reasonable answer to the following
points:

1. The definition has to be general, not restricted to a narrow class of
systems or phenomena.

2. This definition has to be precise and unambiguous, in order to be
used as basis for logical reasoning or computation.

3. Given two causally connected events, A and B, this definition has to
be able to answer the questions: a) Did or does or will A cause B or vice-
versa?, and b) if there is a causal link between A and B, what is the
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strength?.

Zadeh also points out three sources of difficulty in defining or
establishing causality. The first one is chaining, that is a temporal chain of
events, A1A2As....Ar, which ends on A. The difficulty here relies on
determining to what degree (if any) Ai( i=1,....,n-1) causes A.. In [1], it is
introduced some examples about the problems that causal chains present:

= Simultaneous Plant Death: “my rose bushes and my neighbour’s rose
bushes both die. Did the death of one cause the other to die? (Probably not,
although the deaths are associated)” .

= Drought: “there has been a drought. My rose bushes and my neighbour’s
rose bushes both die. Did the drought cause both rose bushes to die? (Most
likely)” .

= Traffic: “a friend of mine calls me up on the telephone and asks me to drive
over and visit him. While driving over, I ignore a stop sign and drive

through an intersection. Another driver hits me, and I die. Who caused my
death?”

= Poisson: “Fred and Ted both want Jack death. Fred poisons Jack’s soup, and
Ted poisons his coffee. Each act increases Jack’s chances of dying. Jack eats
the soup, and feeling rather unwell leaves the coffee, and dies later. Ted’s act
raised the chance of Jack’s death but was not cause of it”.

Another problem that Zadeh remarks is the confluence or conjunction. In
this case it is presented a confluence of events A1,A2As....Ar and a resultant
event B. the problem here is to calculate to what degree each event separately
caused the final event B. To demonstrate this problem, Zadeh proposes two
examples:

= A raincoat manufacturer would like to increase his sales. To this end, he
increases the advertising budget by 20%. Six months later, sales went up
10%. Was the increase on sales caused by the increase in the advertising
budget? If so, to what degree?

= Business news announces that the stock market had a sharp drop. Analysts
cite as primary reasons for the drop a 2% increase in unemployment, and 3
dollar-a-barrel increase in the price of oil. To what degrees did the
unemployment and the price of oil caused the sharp drop?

The third problem is covariability, seen as a statistical association. In this
case, A and B are variables, and there appears to be a deterministic or
statistical covariability between A and B. The problem is establishing if this
covariability is a causal relation. Moreover, when is a relation a causal
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relation? Differentiation between covariability and causality presents a
difficult problem, especially in the context of data mining. Causality is
referred to demonstrated and established facts; given a cause, an effect
happens, but covariability is related more to coincidence and
undemonstrated set of facts, despite it is noticeable that if something is
changed (the cause), the output is affected (effect). For example, it is generally
assumed that aging causes a loss in acuity of hearing. However, recent
studies have shown that the loss in acuity is caused by prolonged exposure to
high levels of sound and not by aging per se. Or another example, I fell at
home and broke my right leg and my left arm. Is there a causal connection
between breaking my right leg and left arm?

Another author that considers causality in terms of fuzzy logic is Kosko
[10]. He conceives fuzzy causation as a correlation between positive and
negative occurrences of cause-effect pairs. Thus, to say that alcohol is the main
cause of road accidents is, in his view, equivalent to say -in conditional terms-,
that drinking causes traffic accidents and not drinking prevents such accidents; that
is, A causes B is (A 2B)/{-A 2-B), which is A - B. In other words, there is a
correlation between drinking / not drinking and increase / decrease of traffic
accidents. Causality is determined not only by positive correlations, but also
by negative ones.

To deal with these problems, it is needed some tools able to handle
imprecision and uncertainty. Soft-Computing methods may be able to provide
the approximation tools needed.

The concept of Soft-Computing, which was introduced by Zadeh, serves to
exploit the tolerance for imprecision and uncertainty, to achieve tractability
robustness and low cost solutions by means of computing methodologies. In
his own words, “Basically, Soft-Computing is not a homogeneous body of concepts
and techniques. Rather, it is a partnership of distinct methods that in one way or
another conform to its quiding principle. At this juncture, the dominant aim of Soft-
Computing is to exploit the tolerance for imprecision and uncertainty to achieve
tractability, robustness and low solutions cost. The principal constituents of Soft-
Computing are fuzzy logic, neurocomputing, and probabilistic reasoning, with the
latter subsuming genetic algorithms, belief networks, chaotic systems, and parts of
learning theory. In the partnership of fuzzy logic, neurocomputing, and probabilistic
reasoning, fuzzy logic is mainly concerned with imprecision and approximate
reasoning; neurocomputing with learning and curve-fitting, and probabilistic
reasoning with uncertainty and belief propagation” . So, Soft-Computing is defined
by means of different concepts and techniques to overcome the difficulties of
real problems which happen in an imprecise world, uncertain and difficult to
categorize.
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To consider causality from a computational point of view, imprecise

causal models are needed, so that Soft-Computing techniques need be applied.
One of the main problems in this scope is how to computationally recognize
and represent causal relationships. Another problem, once recognized this

causal entailment between two concepts, is establishing the strength of this
union. This could be a research area for many fields in the future.
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Resumen

En este articulo se presentan las bases tedricas y numeéricas necesarias
para analizar el fendmeno de contacto entre cuerpos deformables. Una
vez descrito el modelo teodrico necesario para la correcta reproduccion del
fenémeno de contacto entre cuerpos deformables, basado en relaciones
cinematicas y constitutivas adecuadas, se abordan los aspectos
fundamentales para una correcta resolucidn numérica, a través del
método de los elementos finitos, de los problemas de contorno asociados.
Para validar el marco tedrico-numérico propuesto, este se aplica al
fendomeno de la interaccion suelo-estructura. Los resultados numéricos
obtenidos estan en consonancia con datos experimentales existentes.

Palabras clave: Mecanica de Contacto Computacional, Método de los
Elementos Finitos, Interaccion Suelo-Estructura.

1. Introduccion

Los problemas de contorno que involucran contacto son de gran
importancia para la ingenieria civil. En particular, en ingenieria geotécnica la
transmision de cargas entre la estructura y el terreno se desarrolla
principalmente a través del contacto entre superficies [1]. Hoy en dia, es bien
reconocido que el comportamiento de esta interfaz de contacto influye de



Investigacién— Mecdnica de Contacto de Cuerpos Miguel Martin Stickle
Deformables. Interaccién suelo-estructura Pablo de la Fuente y Carlos Oteo

forma significativa en la respuesta de los sistemas estructura-cimentacién. Es
por este motivo que se requiere desarrollar modelos de interacciéon suelo-
estructura precisos y robustos.

Debido a la naturaleza no lineal de la mecdnica de contacto, estos
problemas han sido tradicionalmente abordados considerando hipoétesis
excesivamente simplificadoras. En algunos casos se prescribian las cargas
directamente sobre el terreno, considerando que la estructura era flexible. En
otros casos lo que se imponian eran desplazamientos suponiendo que la
estructura era perfectamente rigida. También se ha considerado el caso en
que la estructura no experimentara desplazamientos relativos respecto a la
cimentacion [2]. Estas crudas simplificaciones conducian frecuentemente a
predicciones imprecisas del comportamiento real del sistema estructura-
cimentacién, introduciendo serios errores en la estimacion de las tensiones y
deformaciones transmitidas a la cimentacién [3].

En situaciones especiales, por el ejemplo en el caso de estructuras
maritimas como plataformas petroliferas, diques portuarios, rompeolas, etc.,
sometidas a la acciéon ciclica e impulsiva del oleaje, se pueden desarrollar
complejas interacciones suelo-estructura. Este tipo de acciones pueden
inducir importantes desplazamientos relativos entre la estructura maritima y
el terreno [4] asi como la posible pérdida de contacto entre superficies
involucradas y posterior restablecimiento del mismo. Para poder reproducir
este comportamiento altamente no lineal de una forma precisa y robusta
parece ser necesaria la utilizaciéon de la mecanica de contacto de cuerpos
deformables.

De igual forma, este comportamiento fuertemente no lineal dificulta la
obtencion de soluciones analiticas cerradas, haciéndose necesario el empleo
de técnicas numéricas como el método de los elementos finitos.

En el presente articulo de investigacion se describe la aplicacion de la
mecanica de contacto al fendmeno de la interaccion suelo estructura bajo una
perspectiva numérica. Para ello, en la seccion 2 se presenta una descripcion
de la cinematica asociada al fendmeno de contacto friccional desde un punto
de vista de la mecanica de medios continuos. Una vez establecidas las
ecuaciones bdsicas que gobiernan el fenomeno de contacto se describe el
procedimiento estdndar para considerar el comportamiento constitutivo en la
interfaz de contacto. Este aspecto se desarrolla en la secciéon 3. En la seccion 4
se describe el proceso de resoluciéon numérica a través del método de los
elementos finitos de un problema de contorno en la mecanica de contacto. En
la secciéon 5 se aplica la mecdnica de contacto computacional descrita en
capitulos precedentes al fendémeno de la interaccion suelo-estructura. Para
ello, se reproduce numéricamente un ensayo de laboratorio a escala de un
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dique vertical formado por un cajéon de hormigén apoyado sobre una
banqueta de grava y sometido a la colisién de un péndulo. Finalmente en el
capitulo 6 se presentan algunas conclusiones.

2. Cinematica asociada al fenomeno de contacto

La descripcion del fendmeno de contacto que se va a desarrollar en esta
publicacion se circunscribe a la mecanica de medios continuos, por lo que en
primer lugar se definiran los conceptos fundamentales de esta rama de la
mecanica en los que se basa las relaciones cinematicas de la mecéanica de
contacto.

Un cuerpo B puede ser descrito como la clausura de un conjunto abierto

. . PR . =3 .7
conexo y acotado del espacio Euclideo tridimensional .=.". La deformacion de
un de cuerpo vendra descrita a través de un difeomorfismo

@:Bc .2’ — 4’ llamado configuracién. La descripcion de la deformacién

de un cuerpo asi establecida implica que nada catastrofico va a tener lugar
como que el cuerpo se rasgue, se perfore o que exista interpenetracion.

Asi, el movimiento de un cuerpo se describe como la serie uniparamétrica

3

temporal de configuraciones @ :B— i de tal forma que para una

particula X € B su posicion a tiempo € %" vendara dada por la expresiéon

@

X=0, (X):go(X,t) 1)

Esta ecuacién describe una curva en .%° para la particula X e€B.
Definimos X = ¢, (X) como la configuracién de referencia del cuerpo B.

Considerando la expresion (1) tenemos
x=0(0,' (X)) @

En el presente trabajo no vamos a diferenciar entre X y X . De esta forma
queda simplificada la notacion (X = (D(X,t )) siendo X la posicién de la

particula X en la posicién de referencia. De esta forma, las posiciones X 'y

. * 3 . .
X pueden ser descritas como vectores en .%." respecto al origen del sistema
de coordenadas, tal y como se aprecia en la Figura 1.
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Figura 1. Configuraciones del cuerpo B . [5]

En esta figura el vector U es el vector desplazamiento, definido por la
expresion (3)

u(X,t)=x(Xt)-X 3)

es decir, se esta considerando una descripciéon Lagrangiana de la
deformacion, en la que las variables independientes son el vector de posicién
X yel tiempo t.

Con los ingredientes hasta ahora definidos se puede empezar a describir
la cinematica asociada al fendmeno de contacto friccional.

Sean B” con a=1,2 dos cuerpos del espacio Euclideo .=’ vy
consideremos que los bordes I'* de cada uno de ellos, consisten en tres
partes: I'", donde quedan prescritas las tensiones superficiales; I'", donde
quedan prescritos los desplazamientos y I'“, donde los dos cuerpos B y B*

pueden entrar en contacto. En la zona de contacto hay que formular las
ecuaciones cinematicas de restriccion asociadas al contacto tanto normal
como tangencial.

Suponiendo que dos cuerpos entran en contacto la condicién de no
penetracion entre ellos vendra dada por la ecuacion (4).

(xz—xl)-nle (4)

Donde X“ denotan las coordenadas de la configuracion deformada
@ (B”) de cada uno de los cuerpos, es decir, X* =X +U", donde X” son

Revista “Pensamiento Matemitico” — Niimero 1 — Oct'11 4
ISSN 2174-0410



Investigacién— Mecdnica de Contacto de Cuerpos Miguel Martin Stickle
Deformables. Interaccién suelo-estructura Pablo de la Fuente y Carlos Oteo

las coordenadas de la configuracion de referencia y U“ los campos de
desplazamiento, tal y como se puede apreciar en la Figura 2.

y i /:J- 8¢ \"
AP

-"

( § y

l“ x ;', e ' o ‘ /,"

\ l’ 5 >

ll
By —— N

Figura 2. Configuracion deformada de cuerpos B* . Problema de minimizacion. [5]

1 ’ . 1 .
El vector normal N° esta asociado al cuerpo B". Asumiendo que el borde
de contacto describe, al menos localmente, una region convexa, podemos

relacionar cada punto x> €I'? conun punto X' = X" (é? ) el™ através de un

problema de minimizacién de distancia [5], descrito por la expresion.

d(6:6) =[x ~x| = minjx* —x'(£,&,)| ®)

et g — r— . -
_— -~ ] —
— — 0w o -
s e L 28 — ')“"_‘_' -4
- =l < 5
L - = e -
- {
P o -
“ . &

Figura 3. Minimizacion de la distancia y parametrizacion. [5]
La distancia puede ser empleada para definir la abertura o penetracion
2 . .7
entre los dos cuerpos. & =(Z_,‘1,§ ) representa una parametrizacion de la

. . 1 . <1 .
superficie borde I (Figura 3). De esta forma, el punto X se obtiene de la
condicion necesaria de la funcién minima distancia al diferenciar respecto a
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E= (ggl, £ ) , tal y como se muestra en la relacion (6)

1
l

xz_xl(eg 6gz) ) L
. ,&7)=0 6
x2_x1(é;l é;z) X’a (é é ) ( )

La ecuacion (6) requiere la ortogonalidad del primer y segundo término.

d
dg

_ al(él,é;z):‘

Como X,la (Ef LE 2) representa el vector tangente ala , €l primer término ha de
tener la misma direccién que el vector normal n' en el punto de minimo
é? = (El,EZ). Asi, se obtiene la condiciéon —nl((,?l, f;)ai (51,52) =0, lo
que significa que la solucién x (5 Y g? 2) al problema de minimizacion es la

proyeccién ortogonal de X* sobre la superficie borde actualizada (01 (l"i) A

esta ultima superficie se la suele denotar por superficie maestra. Por contra

@’ (Ff) es la superficie esclava.

Una vez el punto ille(g? 1,5 2) es conocido, podemos definir la

restriccién representada por la condiciéon de no penetracion a través de la
expresion

g, =(x*-x")-n' 20 @)

Siendo M" el vector normal asociado al cuerpo B*, evaluado en el punto
de minima distancia (é? 4 g? 2) .

En la direcciéon tangen