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Resumen

La utilizacioén de las nuevas tecnologias de la informacion y la comuni-
cacién, llamadas comtnmente TIC’s, son en la actualidad un apoyo funda-
mental en nuestra labor como docentes. Este articulo estd orientado tanto a
docentes como a alumnos de tltimos afios de bachillerato y primeros afios
de carreras de ciencias e ingenierfas. La finalidad fundamental es integrar
el uso del software de geometria dindmica Geogebra con la resolucién de
casos précticos para la obtencion de algunos lugares geométricos famosos.

Palabras Clave: Geogebra, lugares geométricos, software de geometria di-
nédmica.

Introduccion

(Qué es Geogebra?. Geogebra es un software matema-
0 interactivo para la educacién en colegios y universida-

lzburgo, y su creador Markus Hohenwarter lo continua

Una de las principales caracteristicas de Geogebra, es

Markus Hohenwarter


http://www.caminos.upm.es/Matematicas/WEBGIE/
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Es basicamente un “procesador geométrico” y un “procesador algebraico”,
es decir, un compendio de matemadtica con software interactivo que retine geo-
metria, algebra y calculo (y por eso puede ser usado también en fisica, proyec-
ciones comerciales, estimaciones de decisién estratégica y otras disciplinas). Se
puede decir que Geogebra integra en una tnica herramienta lo que sus homo-
nimos comerciales (Iéase Derive y Cabri fundamentalmente) aportan de forma
separada.

Su categorfa mds cercana es “software de geometria dindmica” (del inglés:
DAS).

Con Geogebra pueden realizarse construcciones a partir de puntos, rectas,
semirrectas, segmentos, vectores, conicas... etc, mediante el empleo directo de
herramientas operadas con el ratén o la anotacién de comandos en la Barra de
Entrada, con el teclado o selecciondndolos del listado disponible. Todo lo tra-
zado es modificable en forma dindmica: es decir que si algtin objeto B depende
de otro A, al modificar A, B pasa a ajustarse y actualizarse para mantener las
relaciones correspondientes con A.

Geogebra permite el trazado dindmico de construcciones geométricas de to-
do tipo asi como la representacion gréfica, el tratamiento algebraico y el calculo
de funciones reales de variable real, sus derivadas, integrales, etc.

2. Geogebra vs. “Otros”

A lo largo de los ultimos afios se ha producido un crecimiento casi expo-
nencial de la apariciéon en el mercado de diferentes softwares matematicos es-
pecializados, cada uno por supuesto con sus seguidores incondicionales y sus
detractores. Son multitudes las razones por las que entre todos estos softwares
Geogebra destaca, y a continuacién vamos a nombrar algunas de ellas.

1. Geogebra es un software escrito con cédigo libre, gratuito con licencia
GNU/GPL. Existen en el mercado otros programas de idénticas pres-
taciones o incluso mds limitadas pero cuyo coste es elevado, como por
ejemplo Cabri, Derive o Mathematica. Aquel que desee utilizar Geoge-
bra no tiene que pagar ninguna licencia de uso ni utilizar ningtin soft-
ware patentado, puesto que su uso es libre y gratuito, Lo tinico que debe
hacer es descargarlo de su pagina oficial, e instalarlo en su ordenador.

2. Geogegra es un software de geometria dindmica, esto es, permite cons-
trucciones de geometria elemental, donde los elementos se construyen y
se definen por propiedades cualitativas no mediante ecuaciones y geo-
metria analitica, aunque ésta esté detrds, en el funcionamiento interno
del programa.

3. Geogebra integra perfectamente a través de su interfaz, tanto el trabajo
desde una perspectiva puramente geométrica en la ventana grafica, como
desde una perspectiva totalmente analitica en la ventana algebraica, de
este modo cada uno puede trabajar en una ventana u otra interactuando

1 http:/ /www.geogebra.org
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con ambas y pasdndose de una a otra en cada momento. Este hecho nos
permite trabajar con nuestros alumnos de modo mucho mds profundo
y facilitar el desarrollo de nuevas estrategias cognitivas y por lo tanto
facilitar en gran medida los procesos de ensefianza-aprendizaje.

4. Sus rutinas analiticas permiten su uso como instrumento para el estu-
dio de un programa clasico de representacion grafica y de tratamiento de
puntos notables: corte con los ejes, extremos, funcién derivada, integral,
etc. Es de muy facil manejo a pesar de su potencial. El aprendizaje es muy
intuitivo y se realiza al hilo de su utilizacién en contextos de aprendiza-
je, lo que no requiere ni sesiones especiales de manejo del programa ni
elaboracién de apuntes sofisticados.

5. Permite introducir coordenadas y ecuaciones de forma directa. Permite
manejarse con variables vinculadas a nimeros, vectores y puntos; per-
mite hallar derivadas e integrales de funciones y ofrece un repertorio de
comandos propios del andlisis matematico, para identificar puntos sin-
gulares de una funcién, como raices o extremos.

6. Tiene implementado rutinas de animacién de funciones y de localizaciéon
de maximos, minimos, puntos de inflexién, funcién derivada, integral de-
finida, recta tangente en un punto. También cabe la posibilidad de crear
construcciones geométricas fundamentales con regla y compas, para es-
tudios de tridngulos y poligonos en general, construccién de cénicas, etc.

7. Permite exportar los trabajos a paginas web para interactuar dindmica-
mente de manera online. Ademéas Geogebra permite trabajar bien en local
es decir instalando la aplicacién en el ordenador, como de forma online,
sin ser necesario que el usuario deba instalar la aplicacién en ningtn or-
denador, en este caso sélo es necesario una conexion a internet.

8. Para aquellos que trabajen en IXTEX (como un servidor), el programa nos
ofrece la posibilidad de exportar c6digo PSTricks® que permite construir
gréficos de caracter vectorial y compilarlos en I&TgX.

9. La comunidad tanto de desarrolladores como de usuarios de Geogebra
es amplisima, ademds de tratarse de una comunidad muy proactiva. Por
ello es relativamente sencillo conseguir multitud de trabajos ya realiza-
dos por miembros de dicha comunidad e implementarlos con nuestros
resultados.

Todas estas caracteristicas hacen que en la actualidad Geogebra sea un soft-
ware ampliamente utilizado por la comunidad pedagdgica con una tremenda
aceptacién tanto por parte de los docentes como por los alumnos debido a la fa-
cilidad de aprendizaje en su manejo, y por la agradable naturalidad y sencillez
con la que se puede trabajar en su interfaz.

Pero para ser justos, hemos de nombrar también los que desde nuestro pun-
to de vista deben ser consideradas las carencias de Geogebra en la actualidad,
que por otra parte constituyen los principales esfuerzos en los que la comuni-
dad de desarrolladores esta trabajando.

2 http:/ /tug.org/PSTricks/main.cgi/
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1. Aunque existe una version Beta en 3D, el trabajo en tres dimensiones es
muy limitado.

2. El tratamiento analitico de curvas algebraicas de orden mayor que dos,
no es tan intuitivo como ocurre por ejemplo con las cénicas. Por ello se
debe recurrir a otro tipo de construcciones para obtener los resultados de
las mismas en pantalla.

Esta ultima desventaja es precisamente la finalidad principal de la elabo-
raciéon de éste articulo, puesto que nos da pie tanto a la presentacién de las
caracteristicas fundamentales de Geogebra como de su utilizaciéon pedagdgica
para la construccién de algunos lugares geométricos que dan lugar a ciertas
curvas algebraicas histdricas.

3. Presentacion del Software

Por supuesto, ni que decir tiene que no es la finalidad de este articulo servir
de tutorial o manual de utilizaciéon de Geogebra, por lo que recomendamos
al lector que indague por la red con el fin de utilizar uno que se ajuste a sus
necesidades, por ejemplo el Manual Oficial de Geogebra en espariol que puede
ser descargado en la pagina oficial del mismo.

Sin embargo, si que haremos una presentacién tanto de la interfaz general
del software como de alguna herramienta que utilizaremos posteriormente a
la hora de obtener las gréficas de ciertos lugares geométricos.

Archivo Edita ta Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 1. Interfaz General de Geogebra

3 http:/ /www.geogebra.org /trac/wiki/GeoGebra3D
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Figura 2. Herramientas Geogebra (1)
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Figura 3. Herramientas Geogebra (1I)
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4. Lugar Geométrico (I)

4.1. Enunciado

Se considera la circunferencia N\
x? +y? = 4. Calcular el lugar geomé- 4

trico descrito por el punto P, pie de
las perpendiculares trazadas desde el 3 P
punto A(0,4) a las tangentes a dicha
circunferencia. ¢

4.2. Resolucion Analitica

El punto B(«, 8), por pertenecer a
la circunferencia, cumplird su ecua-
cién, y por lo tanto:

W+ pr=4=p=2V4-0a?

Para obtener la tangente a la circunferencia en el punto B y por lo tanto su
pendiente, derivamos su expresién analitica:

X [
2042y =0=y' = = ) () = 3

por lo tanto la expresién analitica de la tangente una vez obtenida la pendiente
en el punto B sera:

t=y—p=—glma) > py— = kel

Cualquier recta perpendicular a la recta ¢ tangente a la circunferencia tendra
como pendiente:

Como queremos la perpendicular a la tangente a la circunferencia en B que
pasa por el punto A, su expresion resultara:

4_ﬁ

p=y— —Ex:>,8x—1x(y—4):0

Por lo tanto tenemos las siguientes ecuaciones:
DCZ _|_ '82 —_ 4
By — B? = —ax + a?
Bx—a(y—4)=0
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Previamente operando en la segunda expresion e introduciendo la primera
en ella podemos obtener:

By — B> = —ax+a® = ax+ By =a® + B> = ax + Py =4

Por lo tanto tenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incég-

nitas (a, B):
{ ax + Py =4
a(y—4) —px =0

Resolviendo este sistema obtenemos:

,B:ocy;4 :>ax+aW:4:a(x2+y2—4y):4x
y 4x
2+t -4y
x2+y?—4y

Introduciendo los valores de a y f en la ecuacion a? + B? = 4 obtenemos la
expresion analitica del lugar geométrico solicitado, que resulta:

4x? +4y? = (2 +y? — 4y)?

La siguiente figura representa graficamente el lugar geométrico que descri-
be el punto P.
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4.3. Visualizaciéon con Geogebra

1. Dibujamos en la ventana grafica una circunferencia centrada en el origen
y de radio 2, asi como el punto A(0,4).

2. Colocamos sobre la circunferencia un punto genérico B a fin de que le
podamos mover, y sobre este punto hacemos pasar la recta tangente t a
la circunferencia que pasa por éL

3. Desde el punto A hacemos trazar la perpendicular p a dicha tangente ¢,
y donde intersecten colocamos un punto P.

4. Activamos el rastro del punto P clicando con el botén derecho sobre di-
cho punto.

5. Clicamos sobre la herramienta Eleccién y hacemos que el punto B se mue-
va sobre la circunferencia. De este modo, el punto P se ird punteando el
lugar geométrico que buscamos.

6. Si hacemos visible la hoja de calculo en el Ment Vista, podemos obtener
las coordenadas (x,y) de los puntos del lugar geométrico que marca el
punto P con el rastreo activado.

€ GeoGebra ' ;. B [E=RE =)

Archive Edita v‘[sta Opciones Herramientas ngana r\yuda B B
% A /./ . @ w) é \—' ‘% Elige y Mueve l_J
die |l il ] IEdl . V||| RN .| Arastrar o seleccionar abjetos (Esc)
Objetos Libres &
Objetos Dependientes
@A )

.
=
e

e
o ® LLT

- @ P={3.39,2.29)

- @ Ccx+y=4

- @ p0.9x+1.7%y=7.14
3 179K -0.9y=4

essso,
Jov®® ta,
.

n

i

o5
o

@' Entrada ¥ @ v |Comando. -

Figura 4. Generacion del Lugar Geométrico I con Geogebra

Como alternativa al punto 6, cabe la posibilidad de visualizar el lugar ha-
ciendo uso precisamente de la herramienta Lugar Geométrico, en el que en pri-
mer lugar se pincha con el ratén el punto del lugar geométrico deseado, y en
segundo lugar el punto que vamos a mover. Luego si pinchamos con esta he-
rramienta primero el punto P y luego el punto B nos arroja en pantalla el resul-
tado del lugar geométrico solicitado, pero esta vez de forma continua en lugar
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de “por puntos”. Recomendamos utilizar esta segunda alternativa después de
la primera puesto que no es tan constructiva desde un punto pedagégico, ya
que simplemente presenta al alumno el resultado final.

En el caso de curvas algebraicas el gran inconveniente de Geogebra es que
no nos da una expresion implicita de las mismas, y si introdujéramos una ex-
presion de este tipo en la ventana algebraica nos arrojaria un error. Este punto
es uno de los “objetivos de mejora” en el que los desarrolladores se encuen-
tran trabajando actualmente para hacer el software tan competitivo como otros
programas comerciales.

4.4. Un poco de historia

El lugar geométrico en cuestion es el LIMACON (O CARACOL) DE PASCAL,
descubierto por el padre de Blaise Pascal, Etienne Pascal (1588-1651) y denomi-
nada asf por el francés, Gilles-Personne Roverbal, en 1650 cuando hizo uso de
esta curva para utilizarlo como ejemplo de sus métodos de dibujo de tangen-
tes, en definitiva para el estudio de la diferenciaciéon. La curva en cuestién ya
habia sido estudiada por Alberto Durero (1471-1528) a quien se le debe verda-
deramente su descubrimiento, mucho antes de que Pascal centrara su atencién
en ella, y 125 afios antes de la denominacién de Roverbal. Durero propuso un
método de dibujo del caracol, aunque no lo denominé limagon, sino ardcni-
da o arafia en su obra Vnderweysung der messung mit dem zirckel und richtscheyt
(Nuremberg, 1525). Estudiada también por Lambert Adolphe Jacques Quetelet
(1796-1874), en Nouveaux mémories de I’ Académie de Bruxelles.

El nombre de limagon proviene del término en latin limax (caracol). Etien-
ne Pascal mantuvo correspondecia con Mersenne, en cuya casa se celebraban
reuniones con las matematicas como tema fundamental de las mismas, y a las
que acudian ge(’)metras4 famosos, entre ellos Roverbal, quien utiliz6 este foro
para darle el nombre con el que la conocemos actualmente.

Ecuacién cartesiana: (x2 + y? — 2ax) = b?(x?> + y?) con2a = OA, b = AB.

* En el s.XVII los términos geometria y matematicas eran sinénimos.
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Ecuacién polar: p = b 4 2a cosw, con a y b distintos de 0.

x =2acos?t+beost

E i étricas:
cuaciones paramétricas { y = 2acostsent + bsent

(1= (b+2a+ (b—2a)t?)
(1+12)2

o bien:

~ 2t(b+2a+ (b—2a)t?)
B (1+t2)2
Se trata de una curva cudrtica limitada, cerrada y continua, salvo cuando
b > 2a, en cuyo caso el centro es un punto aislado. El eje de las x(y = 0) es un

eje de simetria y cuando b = 24 el centro es un punto singular cuspidal y el eje
delas x(y = 0) es tangente en él. Si b < 24, el centro es un nodo y las rectas

son tangentes en el nodo. El limagon de Pascal es la concoide de un circulo con
relacién a uno de sus puntos O, siendo el circulo de didmetro OA con A(2a,0).
Y la cisoide de dos circulos cuando uno pasa por el centro del otro con respecto
a ese centro.

Cuando b = 24 entonces el caracol se convierte en una cardioide y si b = a
entonces es un trisectriz. Si bien esta trisectriz no es la de MacLaurin.

Sib > 0 (el caso que dibujamos aqui con @ = b = 1) entonces el drea de la

vuelta interna es
3
2
ac | m—34/=
\/;

y el rea entre las vueltas es a?(7r + 3+/3)

El limacon de Pascal, también llamado concoide® del circulo, es una bicir-
cular racional y, como todas estas curvas, es la podaria de un punto P respecto
de una circunferencia de radio 4, si P se encuentra fuera de la circunferencia.
También se puede considerar la inversa de una cénica con respecto a uno de
sus focos.

5 Sea C una curva arbitraria y O un punto exterior a ella. Sea M un punto de la curva C por el
que trazamos un radio. Desde M trazamos un segmento de longitud k en ambas direcciones de la
curva. El conjunto de puntos P y P’ de los extremos de los segmentos generados por los puntos
base de la curva C y el polo O forman la concoide. Es decir, cuando M describe la curva C, el lugar
geométrico de los puntos P alineados con O y M, tales que MP = k, se denomina concoide de C
enrelaciona Oy k.

Si los segmentos se trazan desde el punto M con rectas que pasan a través del punto con un 4n-
gulo constante « con el radio OM, entonces el conjunto de puntos del segmento se llama concoide
oblicua. Si el &ngulo constante es igual a 7, entonces la curva es una ortoconcoide. Si las ecuaciones

. x = x(t . i -
de la curva de partida C son:{ (t) entonces las ecuaciones paramétricas de la concoide con

y=y()
base C y polo O(a,b) son
X=x(t)+ ——200
V(x()=a)>+(y(t)=b)?
_ y(t)=b
Y=r0* o |
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El caracol es una curva analagmética®. Es también la catacdustica’ de un
circulo cuando el rayo de luz viene de un punto 4 finito (no cero), lejano a la
circunferencia, propiedad que fue demostrada por Thomas de St. Laurent en
1826. Son casos particulares de 6valos de Descartes, es decir, es un évalo de
Descartes de foco doble. La evoluta del limacon es la cdustica por reflexién del
circulo.

5. Lugar Geométrico (II)

5.1. Enunciado

Se considera la circunferencia de expresién 5 A B~
(x —2)2 + y? = 4. Se traza la recta tangente t a m
dicha circunferencia por el extremo diametral- , | A
mente opuesto al origen de coordenadas. Tra-
zamos por el origen una recta cualquiera m. | | P
Hallar el lugar geométrico de los puntos P tales
que la distancia desde el origen de coordenadas O .
a P sea igual que la distancia de la interseccion 1 2 3 -
de la recta m cualquiera con la circunferencia | |
(Punto A) al punto B. ¢

-2 A

5.2. Resoluciéon Analitica

Utilizamos coordenadas polares de tal forma que si consideramos 6 como el
dngulo medido desde el eje de abcisas hasta la recta genérica y = mx, entonces

6 Se trata de una curva que es invariante con respecto a la inversion, es decir, que su inversa es
la misma curva. Esta propiedad fue estudiada en primer lugar por el inspector general de minas
francés Théodore Florentin Moutard (1827-1901) en 1864.

7 La custica es un método de obtencién de una nueva curva. basdndose en otra curva dada
y un punto (origen de los rayos). Dada una curva C y un punto fijo S (origen de los rayos), la
catacdustica, o cdustica por reflexion, es la envolvente de los rayos de luz que provienen de S y son
reflejados sobre la curva. Y la diacdustica, o caustica por refraccién, es la envolvente de los rayos
refractados. Los rayos de luz pueden ser paralelos si el punto S esta en el infinito.

Sea 1y una curva definida por la ecuacién y = y(x) y un haz de rayos que siguen la direccién del
vector T = (a,b); las ecuaciones de la cdustica vienen dadas por las expresiones:

X po @D (b ay ()t by ()

2y"(x) 2y (x)
—ay' (x))? —ay'(x))(a (x
eyt - G G-t Ot

Cuando los rayos de luz reflejan una curva, entonces la envolvente de los rayos reflejados es una
cdustica por reflexién o una catacdustica. Cuando la luz es refractada por una curva, entonces la
envolvente de los rayos refractados son una cdustica por refraccion o un diacdustica. Es decir, una
cdustica es una envolvente de los rayos procedentes de un punto que atraviesan un medio 6ptico
cualquiera, o bien se reflejan en una superficie.

Una cdustica no siempre genera una curva. Por ejemplo, los rayos reflejados desde el foco de
una parabola no se intersecan y por tanto su envolvente no forma ninguna curva.

La caustica de una curva C con los rayos paralelos en una direccién, genera una curva que es
también diacdustica de la curva C con rayos paralelos en direccién opuesta.
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resulta que el punto A tiene de coordenadas p4 = 4cosf. Del mismo modo
0B = ﬁ. Por lo tanto la distancia entre los puntos A y B (que es la misma que
del punto origen de coordenadas O al punto P del lugar geométrico solicitado),

sera:

4 1 29
dap=—— —4cosf =4 —— —cosb =457 _ ftan6send
cosf cos cos 0

La expresién de la curva solicitada en coordenadas polares resulta entonces:

p = 4tanfsend

La siguiente figura representa graficamente el lugar geométrico que descri-
be el punto P.

-

\ 4

5.3. Visualizacién con Geogebra

1. Con la herramienta circulo con centro y radio, pinchar en la ventana gréafi-
ca de geogebra en el punto (2,0) y radio 2, asi dibujamos la circunferencia
dada. La otra posibilidad es introducir la expresion de la circunferencia
en la barra de entrada de la ventana algebraica.

2. Dibujar una recta que pase por el origen de coordenadas y un punto ge-
nérico de la circunferencia (Punto A).

3. Dibujar la recta tangente a la circunferencia en el punto (4,0), o bien in-
troducir en la barra de entrada la expresion de esta recta (x = 4).

4. Colocar un punto en la interseccién de la recta genérica que pasa por el
origen con la recta x = 4 (Punto B).

5. Con la herramienta compas medimos la distancia que hay del punto A
al B y llevamos esa distancia al origen de coordenadas. Donde intersecte
con la recta genérica colocamos el punto P lugar geométrico solicitado.
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6. Activamos el rastro en el punto P, de tal modo que moviendo el el punto
A (con la herramienta seleccién), el punto P va dejando el rastro y dibu-
jando el lugar geométrico pedido.

7. Como alternativa a este dltimo punto, podemos hacer uso de la herra-
mienta Lugar Geométrico, pinchando primero sobre el punto P que es el
encargado de trazar el lugar solicitado, y después sobre el punto A (el B
también es vélido), de este modo obtendremos un trazado continuo en
lugar de por puntos del lugar geométrico en cuestion.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Veniana Ayuda

4_ - Gids ‘%’ Elige y Mueve G
: i = | | Arrastrar o seleccionar ebjetos (Esc)
4

[l

Objetos Libres
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Objetos Dependientes
; A =(2.72859, 1.86257)
A, =(2,0) a4
~ @ B=(4, 273044)
@ 0={0,0)
2 P={1.27141, 0.86787) I
4 b:-1.86257x + 2.7285%y =0
Cc{x-2F+y =4
o xF eyt =2.36968

Bl 1179
o~ \'/v
x

I@' Entrada: * x|la >/ Comando. =

Figura 5. Generacion del Lugar Geométrico II con Geogebra

5.4. Un poco de historia

El lugar geométrico en cuestion es la CISOIDE DE DIOCLES. Diocles (240-180
a.C.) fue contemporaneo de Nicémedes (280-210 a.C). Llev6 a cabo su estudio
con el fin de resolver el problema “délico” de hallar la longitud del lado de
un cubo cuyo volumen fuera dos veces el de un cubo dado (la duplicacién
del cubo)®. Diocles también estudi6 el problema de Arquimedes de cortar una
esfera por un plano de manera que los voliimenes de las dos partes tengan una
proporcién dada. La atribucién de la cisoide de Diocles puede comprobarse en
los comentarios de Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C), en su libro La esfera
y el cilindro. En ellos Arquimedes afirma que la cisoide fue creada por Diocles
y a él se atribuye.

8 El problema de la duplicacién del cubo, junto con el de la triseccién del éngulo y la cuadratura
del circulo son considerados los tres problema clasicos griegos de la época heroica, denominada
asi, puesto que las tnicas herramientas usadas para su resolucién eran tan sélo el compas y la
regla.
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3

2a—x’
Ecuacién polar: p = 2atan6@senf, o bien p = 2a(secf — cosf), siendo a

el radio de la circunferencia y 6 el angulo del eje que gira con respecto al eje
positivo de las x.

Ecuacion cartesiana: x(x2 +y2) = 2ay?, con a > 0. O bien y* =

Lo 2at?
1+
Ecuaciones paramétricas:
_ 2at3
YTIre
- 2a
1+
O bien
_ 2a
YAt e)

La cisoide de Diocles es la ruleta generada por el vértice de una parabola
rodando sobre una parédbola igual. Es una ctibica unicursal continua e ilimitada
con un eje de simetrfa y un punto de retroceso. La recta x = 2a es una asintota
vertical y el eje y = 0 es un eje de simetria. El centro de coordenadas es un
vértice, o punto cuspidal, y el eje de las x es una tangente en dicho punto. El
drea entre la curva y su asintota es 37ta>. Dentro de las curvas cisoides es un
caso particular de cisoide oblicua.

Si los puntos R y S estan en la cisoide de manera que BS subtiende un
dngulo recto a O entonces el lugar geométrico de interseccién de las tangentes

a By S queda en el circulo con didmetro (%, O), (24,0).

La curva podaria de la cisoide, cuando el punto de la podaria esta en el eje
mas alla de la asintota, a distancia cuatro veces del vértice de la asintota, es una
cardioide. Por el contrario, la podaria de una parabola con relacién a su vértice
es una cisoide de Diocles.

Si se toma como centro de inversion el vértice de la cisoide, la cisoide se
invierte en una parabola.

La cdustica de la cisoide cuando se toma el punto radiante como (8a,0) es
una cardiode.

El nombre aparece por primera vez en un trabajo de Gémino (10 a.C - 60).
Pierre de Fermat (1601-1665) y Gilles Personne de Roberval (1602-1675) cons-
truyeron la tangente para su generacion en 1634. Hygens (1629-1695) y John
Wallis (1616-1703) encontraron, en 1659, que el drea entre la curva y su asintota
era igual a 37ta?.

Isaac Newton (1642-1727) desarroll6 un método de dibujo para la cisoide
de Diocles, usando dos segmentos de longitud igual a angulos rectos. Si se
mueven de manera que una linea siempre pase por un punto fijo y el extremo
del otro segmento se deslice a lo largo de una linea recta, entonces los puntos
medios del deslizamiento del segmento de la linea deslizada trazan una cisoide
de Diocles.
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Esta curva, cuyo significado del término es forma de hiedra, fue ideada por
Diocles aproximadamente en el afio 180 a.C. Permite calcular /2 tal y como
muestra la siguiente figura. Se construye un cuadrado de lado igual al didmetro
de la circunferencia. En el lado superior se busca el punto medio del mismo
H. Se une mediante una recta el punto H con el punto C, que intersecta a la
cisoide en el punto M. Trazando una vertical por H y una linea que une Oy M,
se obtiene otro punto de interseccién N. El segmento ON es la raiz ctibica de 2.

H

6. Lugar Geométrico (III)

6.1. Enunciado

Se considera la circunferencia C
de expresion (x — §)* +y* = (%)%
Se traza la recta p perpendicular al eje
de abcisas por el punto A genérico de
coordenadas (b,0). Se traza una rec-
ta genérica m que pasa por el origen
de coordenadas, y que corta a la rec-
ta p en el punto M. Por el punto M
hacemos pasar una recta s paralela al
eje de abcisas que corta a la circunfe-
renciaCenRyS. Por R y S trazamos
sendas rectas paralelas a p que cortan
a la recta m en los puntos P y Q. Ha-
llar el lugar geométrico descrito por
los puntos P y Q.
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6.2. Resoluciéon Analitica

El punto M tendrd de coordenadas (b, mb). Introducimos el valor de la or-
denada de M en la expresién de C para obtener la siguiente expresion:

a2 2,0 ()2
(x=3) +m¥ = (3) @
Como m = % sustituimos este valor en la expresién (1).
aN2  y? o, a2
(x=3) +2¥=(3) @

Resolviendo en la expresion (2) obtenemos el lugar geométrico solicitado

vy? = x3(a — x)

La siguiente figura representa graficamente el lugar geométrico que descri-
ben los puntos Py Q.

6.3. Visualizaciéon con Geogebra

1. Dibujamos la circunferencia C genérica eligiendo la herramientas de cir-
cunferencia dado centro y un punto de la misma (por ejemplo).

2. Eligiendo la herramienta de recta que pasa por dos puntos, dibujamos
la recta genérica que pasa por el origen m y un punto al azar D de la
circunferencia C.

3. Dibujamos una recta vertical genérica p introduciendo su expresién en la
barra de entrada (x = b, siendo b un ntimero real positivo).

4. Por el punto de interseccién de m con p trazamos el punto M y la recta
horizontal s, para ello en herramientas elegimos la recta paralela que pasa
por un punto.
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5. Por los puntos de interseccién de s y la circunferencia C, dibujamos los
puntos Ry S y las rectas verticales, mediante la herramienta recta para-
lela a otra (p) que pasa por un punto.

6. Enlos puntos de interseccién de las rectas verticales con la recta genérica
m colocamos nuestros puntos Py Q y activamos en ellos el rastro. Para
ello hacemos clic en ellos con el botén derecho y desplegando el menti de
didlogo elegimos la opcién Activar Rastro.

7. Elegimos la herramienta Seleccionar y movemos el punto D de este modo
al moverse los puntos P y Q representan el lugar geométrico buscado.

8. Como alternativa a este tltimo punto podemos hacer uso de la herra-
mienta Lugar Geométrico. Una vez elegida esta pinchamos primero sobre
el punto P y luego el D para visualizar la primera parte del lugar geomé-
trico solicitada de forma continua. Y después con la misma herramienta
pinchamos sobre el punto Q primero y a continuacién el punto R y vi-
sualizamos de este modo el lugar geométrico completo.

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Veniana Ayuda
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Figura 5. Generacién del Lugar Geométrico III con Geogebra

6.4. Un poco de historia

El lugar geométrico en cuestion es la CUARTICA PIRIFORME. Esta curva fue
estudiada por Gohierre de Longchamps (1842-1906) en 1886, entre otras vurvas
que fueron nombradas después de él. Anteriormente habia sido estudiada por
John Wallis (1616-1703) en 1685 y por Pierre Ossian Bonnet (1819-1892) en 1844.

Ecuacion cartesiana: b*y?> = x3>(a — x),cona > 0,b > 0.
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Obien: y = :I:%\/ax —x3

X =acos?t

Ecuaciones paramétricas cartesianas: > 3
a“cos” tsent

y= b

Curva algebraica plana de cuarto orden, es una cudrtica racional. Es una
curva limitada, cerrada y continua, en la que el eje de abcisas (y = 0) es un eje
de simetria. El centro de coordenadas es un punto singular cuspidal de primer

2
género y la recta y = 0 es tangente en él. Los puntos <§a, :t%?n/?_;) son los

4
puntos colocados a la maxima distancia del eje de abcisas.
na®
El drea que engloba la curva es igual a b

La curva también es conocida como gota de agua. Cuando a = b se trata de
un caso particular de cudrtica piriforme conocida como cudrtica de Bonnet.

La cudrtica piriforme tiene también por ecuacién cartesiana

V(x—r?-2ry+1*=0 conr>0

Las ecuaciones paramétricas de la curva son:
x =r(1+cost)

_r
~ 1+sent

La recta x = r es, en este caso, un eje de simetrfa y una asintota vertical.
Es una curva ilimitada y continua. Si la cudrtica piriforme toma la férmula
anterior, resulta la misma curva que la apiena.

7. Conclusiones

La exposicién de los lugares geométricos presentados en este articulo, pue-
den constituir un ejemplo tipo de como preparar de un modo mucho mas efi-
ciente y fundamentalmente de un modo geométrico la presentacién de ciertas
curvas histdricas. Para ello Geogebra facilitard las herramientas necesarias tan-
to para la exposicion pedagogica de los docentes como para la preparacién y el
estudio de los alumnos.

Geogebra es un software potente, versatil, dindmico que se puede adaptar
perfectamente a las necesidades especificas de cada usuario. Ademés es un
programa muy intuitivo en su utilizacién lo que se traduce en un aprendizaje
cémodo y muy 4gil.
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