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Resumen

Este es el nimero de Pensamiento Matematico del afio 2023. En €l se incluyen interesantes
articulos de autores de diferentes paises. Este caracter internacional enriquece la aportacién
de la Revista que estamos seguros encontrareis muy interesantes.

Como es habitual, los trabajos estan distribuidos en cada una de las secciones de la publi-
cacién.

Abstract

This is the number of Mathematical Thought of the year 2023. It includes interesting arti-
cles by authors from different countries. This international character enriches the contribution
of the Journal that we are sure you will find very interesting.

As usual, the works are distributed in each of the sections of the publication.

Introduccion

En este afio que ha pasado entre el niimero anterior y el que se presenta, se ha avanzado en
relacién a la salud, la pandemia parece controlada, pero seguimos inmersos en la incomprensi-
ble guerra de Ucrania. Parece que no somos capaces de parar las agresiones injustificadas, las
demostraciones de fuerza y la sinrazén.

Nuestra Revista ha recibido trabajos de gran interés y de profesionales de diversos puntos
de la geografia mundial que queremos compartir con todo el ptiblico interesado en las matema-
ticas. Estamos seguros que os interesaran.

Investigacion

“Estudio estadistico sobre los factores de riesgo responsables de acontecimientos coronarios”. Este in-
teresante trabajo realiza un estudio estadistico para establecer la posible relacién o no de varios
factores con el riesgo de desarrollar enfermedad cardiovascular, medido segtin el test REGI-
COR. Se consigue, entre otros resultados, cuantificar de forma precisa el impacto de 7 de los 13
factores de riesgo con los que se trabajan.


mailto:revista@giepm.com
http://www2.caminos.upm.es/Departamentos/matematicas/revistapm/

Equipo Editorial Editorial

Experiencias Docentes

La seccién tiene como finalidad compartir experiencias en la ensefianza y el aprendizaje de
las matemadticas a todos los niveles. En este ntimero se publica la siguiente propuesta.

“Metodologia para la ensefianza de la modelacion matemdtica de problemas de la profesion, via ecua-
ciones diferenciales” nos llega desde la Universidad de Granma en Cuba y tiene como objetivo
realizar una propuesta para la ensefianza de la modelacion en las carreras de ingenieria a través
de ecuaciones diferenciales. Un tema realmente aplicado y de interés.

“La Derivada Discreta como concepto propedéutico a un curso de Cdlculo Infinitesimal”. Un trabajo
desarrollado sobre ensefianza secundaria en Uruguay donde no existe evidencia de experien-
cias docente de implementacién del concepto de derivada discreta. En él se invita a los docentes
a que trabajen dicho concepto con la intencién de evaluar si la experiencia previa al abordaje
de un curso de calculo diferencial tradicional, mejora el aprendizaje en matematica de sus estu-
diantes.

“Application of Fractal Geometry in the construction of antennas: an assessment of activities in
context by engineering students” también nos llega de Uruguay y presenta las percepciones de los
estudiantes sobre la implementacién de una propuesta didéctica basada en la aplicacién de las
matematicas, en particular del dlgebra lineal, a antenas fractales.

“Situaciones de contraejemplo en contexto escolar. Una propuesta de clasificacién”. En este articulo
profesores de la Universidad Auténoma de Guerrero de México nos proponen una clasificacién
de situaciones de contraejemplo. Es el producto de una amplia revisién de libros escolares y no
escolares, observaciones de clases y entrevistas a profesores, futuros profesores y estudiantes
de matematicas.

Historias de Matematicas

Esta seccién incluye estudios sobre matematicas y sus aplicaciones, asi como articulos de
historia de esta ciencia. En este nimero se presentan dos trabajos de naturaleza histérica.

“Un problema sobre probabilidad del siglo XVII. Huygens y Hudde” presenta traducciones al
espafiol de los fragmentos de la correspondencia entre Huygens y Hudde que tratan sobre re-
solucién de problemas concretos en juegos de azar, y se lleva a cabo la resolucién de diferentes
variantes con lenguaje algebraico actual, pero imitando la forma de resolver de ellos.

“Mujeres pioneras de la Matemdtica espafiola” presenta las biografias de quince mujeres espa-
fiolas pioneras de las Matematicas del pais. El objetivo es ponerlas como modelos y referentes
ante la sociedad, para la que son précticamente desconocidas.
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Licenciada en matematicas Universidad Fecha de licenciatura
Victoria Beatriz Baylos Corroza Central de Madrid 1931
Maria Capdevila D’Oriola Barcelona 1928
Paz Vicenta Esponera Andrés Zaragoza 1935
Agueda Gimeno Pay4 Central de Madrid 1927
Carolina Jiménez Butigieg Zaragoza 1930
Maria del Carmen Martinez Sancho Central de Madrid 1926
Rosa Obrador Parpal Islas Baleares 1934
Esperanza Oller Alemany Barcelona 1932

Nemesia Rodriguez Fernandez-Llamazares Sin datos

Irene Roig Mota Barcelona 1916
Maria del Pilar Rojas Gutiérrez Central de Madrid 1926
Maria de los Remedios Ruiz Feixas Zaragoza 1931
Ascension Serret de Andrés Barcelona 1915
Maria Sordé Xipell Barcelona 1914
Rosa Vila Coro Barcelona 1925

Juegos y Rarezas Matematicas

“A vueltas con las tangentes” es un precioso trabajo en el que se plantea un problema sobre
tangencias propuesto por Juan José Isach Mayo y que sirve de excusa para revisar distintas
teorias sobre construcciones como la inversién o las transformaciones de Mobius en el plano
complejo.

D J' C
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Figura 1. Problema de partida.

Cuentos

“Segundo jazz” es un ejercicio de sinécdoque narrativa encuadrado en el taller de escritura
creativa (nivel medio) de la Escuela de literatura Fuentetaja. En él se trabaja el tema de las
ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones. Ademads, cémo no, los protagonistas del relato son
estudiantes de matematicas.
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Resenas

En este ntimero contamos con la presentacion de dos interesantes textos.

“Canal de Youtube y libros de matemdtica discreta y grafos” presenta el trabajo de un grupo de
profesores universitarios que han escrito dos libros sobre matematica discreta y teorfa de grafos
dirigidos. Como apoyo audiovisual a estos libros, los autores han elaborado el canal de YouTube
“Ellado discreto de las mates”.

“Programacion en Rust” es un trabajo que permitird a los programadores introducirse en el
lenguaje de programacién Rust. Se trata de un lenguaje que esta siendo utilizado por los desa-
rrolladores de los principales sistemas operativos (Windows, Linux, Android) para sustituir al
Cyal C++.

Garceta

Problemas, cuestiones

- Teoria de grafos
y aplicaciones de
t di

delizacio Teoria de grafos
Problemas, cuestiones L::&iz?;‘gl i o . g . s 9
y modelizacién

y aplicaciones de
matemdtica discreta PROBLEMAS RESUELTOS

Programacioén en

Bust

Santlago Higuera de Frutos

Paraninfo

Entrevista

José Manuel Sdnchez Mufioz miembro del Comité Cientifico y
Editorial de Pensamiento Matematico entrevista a Miguel Angel
Morales Medina. Repasaremos la trayectoria profesional e inquie-
tudes de este profesor de matematicas, licenciado por la Universi-
dad de Granada que cre6 hace ya més de una década uno de los
blogs de divulgacién matematica més reconocidos y exitosos en el
mundo de habla hispana. Gaussianos es sinénimo de divulgacién
y Miguel Angel se ha dedicado durante muchos afios a mantener
vivo este espectacular proyecto. Por todo ello, no resulta extrafio
que hasta futuros candidatos a puestos de profesorado de educa-
cién secundaria utilicen sus contenidos como referencia para su
preparacioén en las pruebas de oposicion.

Miguel Angel Morales
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Investigacion

Estudio estadistico sobre los factores de riesgo
responsables de acontecimientos coronarios.

Statistical study about the risk factors responsible of
coronary events.

Alejandro Ferndndez-Jiménez, Alvaro Ferndndez Jiménez,
Abilio José Fernandez Vicente

Revista de Investigacion

G.LE
Pensamien /\
Matematic

Volumen XIII, Ntimero 1, pp. 04-24, ISSN 2174-0410
Recepcion: 16 Ago’22; Aceptacién: 10 Ene’23

1 de abril de 2023

Resumen

En este articulo realizamos un estudio estadistico para discernir la posible relacién o no de
varios factores con el riesgo de desarrollar enfermedad cardiovascular medido segtin el test
REGICOR. Una vez decididos los factores de riesgo involucrados, utilizamos una regresién
lineal para medir la relevancia de cada uno y dar una previsién del valor del riesgo cardio-
vascular de cada paciente. Ademas, con estos factores relevantes, con una regresion logistica
obtenemos una regla de clasificacién para riesgo bajo-moderado y riesgo alto-muy alto.

Palabras Clave: Regresion lineal, regresion logistica, REGICOR, factores de riesgo cardio-
vascular.

Abstract

In this paper we perform a statistical study to understand the possible relationship bet-
ween several factors and the risk to develop a cardiovascular disease according to the RE-
GICOR test. Once we determine which ones are the risk factors involved, we use a linear
regression to measure the relevance of each one of them and get an estimation of the cardio-
vascular risk of each patient. With the same factors, we perform a logistic regression to obtain
a classification rule for low-moderate risk and high-very high risk.

Keywords: Linear regression, logistic regression, REGICOR, cardiovascular risk factors.

Introduccion

Riesgo cardiovascular.
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Alejandro Ferndndez-Jiménez, Alvaro Ferndndez, Abilio José Ferndndez Investigacién

Las enfermedades cardiovasculares constituyen un grupo patolégico de interés comtn por
ser la principal causa de muerte en nuestro medio, el elevado grado de discapacidad y el alto
gasto sanitario que generan. Estas son responsables de mas del 30 % de las muertes en todo el
mundo y su incidencia va en aumento [24].

La enfermedad cardiovascular isquémica (ECVI) se caracteriza por presentar una etiologia
multifactorial en la que intervienen factores de riesgo con diferente grado de penetrancioén. En
algunas ocasiones, dichos factores se presentan asociados, pudiéndose potenciar entre si. Se en-
tiende por factor de riesgo una caracteristica biolégica, habito o enfermedad que permite identi-
ficar un grupo de personas con mayor probabilidad de presentar una determinada enfermedad
a lo largo del tiempo en comparacion con el resto de la poblacién. Por un lado, se pueden definir
los factores de riesgo endégenos o marcadores de riesgo; estos factores no son modificables y
dependen bien de la dotacién genética del individuo, bien de caracteristicas ambientales. Por
otro lado, se pueden definir los factores de riesgo exégenos que se caracterizan por ser, a priori,
modificables. Este es el caso del tabaquismo, la diabetes mellitus (DM), la hipertensién arterial
(HTA) y la dislipemia [22].

Tabla I. Andlisis de prevalencia de faclores de riesgo en al grupao [olal de padientes y
an controles yen e grupo lotal sesgado por sexo.

Pacientas Conlrales Olokds IC 95% o
i () i (%) ralic
Todal
Tabaguismo 77 (25,00 51 (16.4) 1.7 1,12-2,53 0,008
HTA 179 (58.1) 138 (45.0) 1,64 1,29-3,05 = 0,05
oA 75 (24.4) 38{(12.4) 2.2 1.45-3,42 = 0,001
Dislipemia 79 (25,6) 5T(18.6) 148 1.00-2.17 0,044
Varanes
Tabagquismao 63 ([39.1) 44 [273) 1,75 1,09-2,80 0,020
HTA 85 (52.8) 58 (36.0) 1.70 1.25-3,07 0,003
oA 3% (24.2) 18 {11.2) 1.37 1.37-4.64 0,002
Dislipemia 5131.7) 27 16.8) 2,28 1,.34-3,80 0,002
Bujeras
Tabaquismo 14 (9.5) 7 (78] - - ns
HTA 94 (63,9 80 (54.8) - - ns
o 36 (24,5) 20013.7) 196 1,07-359 0,027
Dislipemia 28 (19.0) 30 [20.5) - - ns

Db diabetes mellitus; HTA: hipertension arterial, IC 95%: intervalo de confianza diel 95%
ns: no significativa.

Figura 1. Tabla resumen de [22] que muestra la relacién de distintos valores de riesgo cardiovascular en el grupo total de la
poblacién y sesgado segiin sexos.

Objetivo del estudio.

La finalidad de este estudio es comparar y analizar la relevancia de los distintos parametros
clinicos con respecto al riesgo cardiovascular. Una vez satisfecho este objetivo utilizaremos esta
informacién para obtener predicciones por medio de una regresion lineal y reglas de clasifica-
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Tabla ll. Andlizis de facloras de fiesgo an el grupo de pacientes y de conlfokas Sa50a-

do por Saxo
\ardn Mujer ks IC 95% e}
(%) r (98] ratia
Pacientes
Tabaguismo 63 (39,7) 14 {9.5) 0,166 0,09-031 = 0,000
HTA 85 (52.8) 24 [63.9) 1,58 1.00-2,50 0,047
onA 3% (24,2 36 [24.5) - - %
Dislipamia 51 (31.7) 28 (19.0) 0,507 0,30-0,86 =0,0M
Conirodes
Tabaguismo 44 (273) T (4.8) 0,137 0,06-0,31 = 0,001
HTA 58 (36,00 a0 (54.8) 2.3 1.45-3,67 = 0,001
oA 12(11.2) 20{13.7) - - %
Dislipemia 27 (16,8) 30 (20.5) - - s

DrA: diabetes mellitus; HTA: hipertension arterial, 1C $5%: intervalo de confianza del $5%
ns: o significativo.

Figura 2. Tabla resumen de [22] que muestra la relacién de distintos valores de riesgo cardiovascular en el grupo total de la
poblacién y sesgado segiin sexos.

cién a través de regresion logistica.

Para obtener la prediccién, durante el proceso queremos evaluar cada uno de los pasos im-
plementados. Esto lo hacemos para garantizar que los célculos realizados se encuentran apoya-
dos bajo un marco tedrico fiable.

Con este contexto extraemos dos rectas de regresiéon. En la primera incluimos todos los pa-
rametros fB; suceptibles de ser factor de riesgo de evento cardiovascular. En la segunda, tras
estudiar las conclusiones obtenidas, usamos solo los parametros rechazados con contundencia
para la hipotesis de contraste Hp: f; = 0 en la primera regresion. Con esta segunda recta de
regresién conseguimos un andlisis mas depurado con el que se obtienen conclusiones mucho
mas precisas.

Sobre la regla de clasificacion, nuestro objetivo es ser capaces de predecir si el paciente per-
tenece al grupo de riesgo bajo o moderado (riesgo de evento cardiovascular inferior al 10 %),
poblacién 0, o al grupo de riesgo alto o muy alto (riesgo de evento cardiovascular no inferior al
10 %), poblacién 1.

Recogida de datos.

Para la elaboracién de este andlisis se han recogido una serie de datos clinicos sobre varios
pacientes de las localidades de Almarza, El Cubo, Espejo, Matute, Portelarbol, San Andrés,
Segoviela, Soria, y Tera; todas ellas pertenecientes a la provincia de Soria. Soria es una provincia
del norte de Espafia, ubicada en el extremo oriental de la comunidad auténoma de Castilla y
Ledn. Se trata de una de las regiones mas despobladas de Europa, ademés de una de las mds
envejecidas, lo que hace que aumente la necesidad de investigar sobre potenciales factores de
riesgo. Segun la clasificacion climética de Koppen, Soria estd dentro de un clima ocednico de
tipo CFB, es una regién predominantemente rural y la dieta prevalente es la dieta mediterrdnea
[29, 6].
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La muestra total es de n = 219 pacientes. Los datos fueron tomados por el Doctor Abilio
José Ferndndez Vicente. Entre los datos que han sido recogidos se incluyen el nivel de colesterol
(total, LDL y HDL), triglicéridos y glucosa en sangre, la tensién arterial (sistdlica, diastdlica y
tension diferencial), filtrado glomerular, presencia/ausencia de albuminuria, tabaquismo, edad
y sexo del paciente. Ademads se ha realizado un seguimiento del historial clinico de los distintos
pacientes con el fin de tener en cuenta las distintas particularidades de cada uno de ellos.

Por dltimo, para poder comparar, se ha obtenido el riesgo cardiovascular de cada paciente
utilizando la escala REGICOR. La escala REGICOR estima el riesgo de acontecimiento coronario
a los 10 afios (angina o infarto de miocardio, con o sin sintomas, mortal o no) [20].

Esructura del articulo.

Este trabajo se divide en dos partes, en las Secciones 2, 3 y 4 se realiza una regresion lineal pa-
ra predecir el riesgo cardiovascular esperado del paciente, obteniendo una primera recta, una
segunda mds depurada y discutiendo la relevancia de los datos influyentes respectivamente.
Maés adelante, en la Seccién 5 se obtiene una regla de clasificacién para riesgo bajo-moderado
o riesgo alto-muy alto utilizando una regresién logistica. La regla obtenida presenta resultados
muy satisfactorios en la identificacién de pacientes con riesgo bajo-moderado pero no resulta
tan fiable para riesgo alto-muy alto. Por tltimo en la Seccién 6 se exponen las principales con-
clusiones obtenidas y se proponen lineas de investigaciéon con las que continuar este trabajo.

2. Primera recta de regresién lineal multiple

Esta seccién se dedica a los primeros pasos para la obtencién de una regla que estime el ries-
go de accidentes cardiovasculares usando para ello algunos de los pardmetros establecidos. Con
este proposito, recurrimos a una recta de regresiéon. Una vez obtenida evaluaremos la fiabilidad
que hemos conseguido con ella.

2.1. Discusion sobre la posible relacién de los distintos parametros con el
riesgo cardiovascular

En un primer anélisis para confeccionar nuestra recta de regresion utilizaremos los pardme-
tros B1, - - -, B12, todos ellos relacionados en la literatura cientifica con el riesgo cardiovascular.

Sospechamos que todos y cada uno de ellos son factores de riesgo cardiovascular por las
razones que se enumeran a continuacién.

= B1: Edad. La enfermedad cardiovascular aterosclerética cursa con una frecuencia de apro-
ximadamente 50 % en personas de 30 afios sin enfermedad conocida y su incidencia va
en aumento, sobre todo en paises industrializados, lo que estd en relacién con el enveje-
cimiento [27]. El envejecimiento es un proceso fisiolégico que conlleva una disminucién
progresiva de la capacidad elastica de las arterias [28]. Como consecuencia, esto implica
un incremento de enfermedades cardiovasculares.

= y: Colesterol total en sangre. Elevadas cantidades de colesterol favorece la aterosclerosis,
un proceso inflamatorio crénico que se inicia desde la infancia y se desarrolla a lo largo de
los afios, de forma asintomatica la mayor parte del tiempo. Se produce una retencién, oxi-
dacién y modificacién de lipidos en forma de estrias grasas en las paredes de las arterias
que posteriormente evolucionan a placas fibrosas con engrosamiento de la pared de la ar-
teria afectada, disminuyendo su didmetro interno o luz de manera crénica. Cuando estas
placas se rompen causan trombosis y oclusién aguda parcial o total de la arteria afectada
[16].
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= 3: Colesterol HDL. Los niveles bajos de colesterol HDL se correlacionan con un riesgo
elevado de desarrollar enfermedad aterosclerosa coronaria. La disminucién de las HDL
afecta al transporte reverso de colesterol, que es la via metabdlica responsable de la remo-
cién del colesterol excedente de la células periféricas y su transporte hacia el higado para
reciclarlo o eliminarlo. Las HDL poseen ademds propiedades antiinflamatorias, antioxi-
dativas, antiagregatorias, anticoagulantes y profibrinoliticas in vitro [25].

= B4: Colesterol LDL. Las lipoproteinas de baja densidad (LDL) son un agente causal de la
enfermedad cardiovascular. Si las concentraciones séricas de colesterol LDL estan eleva-
das de manera importante y persistente, éste logra penetrar las paredes de las arterias, se
deposita y acumula entre las células, se liberan radicales libres de oxigeno, produciendo
oxidacién del LDL y liberando particulas proinflamatorias [28].

= f5: Triglicéridos. Existen evidencias de que las lipoproteinas ricas en triglicéridos, espe-
cialmente las de muy baja densidad (VLDL) son capaces de promover y desarrollar ate-
rosclerosis [21].

= B¢, B7: Presion arterial sist6lica, presion arterial diastélica. La hipertension arterial, tanto
sistolica como diastélica, produce dafio endotelial aunque el mecanismo no es bien cono-
cido; este hecho la convierte en factor de riesgo para la aterosclerosis [4]. Estd demostrado
que el aumento de 20 mmHg en la presién sistélica y de 10 mmHg en la presién diasto-
lica por encima de los valores normales de 115/75 mmHg aumenta al doble el riesgo de
muerte por enfermedad cardiovascular, independiente de otros factores de riesgo de ECV,
para ambos sexos [19].

= Bg: Nivel de glucosa en sangre. El control estricto de glucemia de forma prolongada en el
tiempo puede reducir de forma signifcativa el riesgo de sufrir un evento cardiovascular
mayor, concretamente en un 17 %. Después de casi 10 afios de seguimiento los cerca de
1800 pacientes con diabetes tipo 2, que habian sido asignados al azar a un control inten-
sivo de la glucosa tenian entre 8 y 6 eventos cardiovasculares mayores menos por 1000
personas/afio que los asignados a la terapia estdndar, pero no se observé ninguna mejoria
en la tasa de supervivencia global. La reduccién de la mortalidad cardiovascular se situé
en un 12 % con terapia intensiva, si bien no presenta significacién estadistica con la terapia
convencional [23].

= Bg: Filtrado glomerular. Diversos estudios [1, 3, 11, 2] relacionan la insuficiencia renal
crénica con el aumento de la morbimortalidad cardiovascular. El filtrado glomerular y la
albuminuria son los principales indicadores de enfermedad renal crénica.

= B10: Albuminuria persistente. Se aplica lo mismo que lo anotado en el punto anterior.
Tomaremos el valor 1 para pacientes cuyas niveles de albuminuria pertenezcan a la cate-
goria Al, 2 para la categoria A2 y 3 para A3. Las categorias Al, A2 y A3 se refieren a una
cantidad de entre 0mg/ga29mg/g, 30mg/g a300mg/g, y mas de 300 mg /g respectiva-
mente; donde, la medida que se estd utilizando es miligramos de albumina por gramo de
creatinina.

= B41: Diabetes. La diabetes mellitus aumenta de 2 a 5 veces el riesgo de enfermedad cardio-
vascular, siendo esta la primera causa de morbimortalidad en diabéticos [15]. Asignare-
mos el valor 1 a aquellos pacientes que sean considerados diabéticos y 0 al resto, sin hacer
una discriminacién més precisa.

= f1o: Tabaquismo. El tabaquismo se ha considerado de forma clsica como uno de los prin-
cipales factores de riesgo cardiovascular modificable [30]. El tabaquismo disminuye los
niveles de HDL. En personas que fuman desde la adolescencia la mortalidad es 3 veces
mayor que la de los no fumadores [13]. Asignaremos el valor 1 a aquellos pacientes que
sean considerados fumadores habituales y 0 al resto, sin realizar una discriminacién mas
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precisa sobre la cantidad de tabaco consumida o el ntimero de afios como fumadores ha-
bituales.

= B13: Sexo. La influencia del sexo en el riesgo cardiovascular estd claramente demostrada
dado que la incidencia de esta patologia es mucho mayor en hombres menores de 50 afios
que en mujeres del mismo rango de edad, si bien, a partir de esta edad las incidencias
tienden a igualarse [26]. No obstante, en este primer andlisis no incluiremos este parame-
tro en nuestra recta de regresién, mds adelante aportaremos explicaciones mds elaboradas
para justificar la decisién tomada.

Estos pardmetros van a ser empleados para estimar el riesgo cardiovascular segiin el test
REGICOR y con una regresion lineal.

Tras obtener la recta de regresion para estimar el riesgo de accidente cardiovascular del pa-
ciente, uno de los propésitos del andlisis (quizds, incluso mds interesante que la obtencién de
la propia recta de regresion) es decidir qué pardmetros podrian no ser necesarios para la rec-
ta de regresién, es decir, que no aportan informacién relevante o que la informacién aportada
ya es obtenida de manera implicita a través del resto de parametros. Para este objetivo em-
pleamos herramientas matematicas para evaluar los datos aportados por la evidencia muestral.
Como herramienta de apoyo, las conclusiones obtenidas de la evidencia muestral son analiza-
das desde el punto de vista médico para intentar decidir si los pardmetros clasificados como
no necesarios presentan un vinculo implicito con el resto de pardmetros, si la relacién de la va-
riable "no necesaria” con la variable riesgo cardiovascular no es lineal o es inexistente o ambas
circunstancias de forma simultdnea.

Por este motivo en este primer andlisis no hemos incluido la variable sexo. Ya existe mucha
evidencia que sugiere la relacién entre el sexo del paciente y el riesgo que este tiene de padecer
un accidente cardiovascular. Por contra, nuestros datos para algunos parametros varian mucho
segtn el sexo del paciente. Por ejemplo, solo el 8,80 % de las mujeres en nuestra muestra son fu-
madoras en contraposicién con el elevado 20,21 % en el caso de los hombres. En nuestros datos,
solo el 11,20 % de las mujeres son diabéticas en contraposicién con el 17,02 % de los hombres.

Los resultados vistos evidencian una relacién entre las variables sexo y ser fumador habi-
tual, y las variables sexo y padecer diabetes, especialmente fuerte en el primer caso. Al elaborar
nuestro estudio, y decidir qué variables son relevantes, si incluyéramos el parametro sexo po-
driamos encontrarnos en una situacién indeseada. Si rechazamos el pardmetro “ser fumador
habitual” seria dificil decidir si el motivo del rechazo es debido a que ser fumador no afecta
al riesgo cardiovascular o si, por el contrario, esta variable se encuentra expresada de forma
implicita en la variable “sexo del paciente". Tenemos mucha evidencia de que la variable “sexo
del paciente” es factor de riesgo [5, 10, 22, 17] y no necesitamos incluir esta variable en el primer
analisis para decidir si es relevante para la recta de regresion, tenemos evidencia de que si lo es.

2.2. Coeficientes de la recta de regresion

La estimacién de los pardmetros obtenida viene dada por la Tabla 1.

Lo que estamos haciendo es estimar el riesgo de acontecimiento coronario a los 10 afios
(angina o infarto de miocardio, con o sin sintomas, mortal o no) en tanto por 1, §, creando para
ello la siguiente regla
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Pardametro Estimacion
Bo Ordenada en el origen —0,102876
B1 Edad 0,000620
B2 Colesterol total 0,0006419
B3 HDL —0,0010525
B4 LDL 0,0003768
Bs Triglicéridos —2,7749 -107°

Bs | Presion Arterial Sistolica 0,0004922
B7 | Presién Arterial Diastélica | 4,4558 -10~°

Bs Glucosa 42925.107°
Bo Filtrado Glomerular 0,0146038
B1o Albuminuria 0,0004476
B11 Diabetes 0,0227179
B12 Tabaquismo 0,0201834

Tabla 1. Resumen de la informacion dada por la recta de regresion estimada.

7 = —0,102876 + 0,000620 - edad + 0,0006419 - col
—0,0010525 - HDL + 0,0003768 - LDL — 2,7749 - 10> - Trig
+0,0004922 - PAS + 4,4558 - 10~ - PAD 44,2925 - 102 - Glu
+0,0146038 - Fil Glo + 0,0004476 - Cat Alb
(4+0,0227179 si diabetico)
(40,0201834 si fumador habitual).

2

De esta forma, para la recta de regresion calculada, la estimaciéon para o~ es

; 1y 1 RSS
CTRT k& (9 = i) n_k_li;ez — 7 = 0,000348595,

donde n = 219 se corresponde con el nimero de datos, k = 12 con el ntimero de pardmetros
que se tienen en cuenta para el andlisis y ¢; := {J; — y; se corresponde con el residuo.

Las sumas de cuadrados son,

= (total) TSS:= Y1, (y; — ¥)* = 0,22266849,
= (residual) RSS := Y, (y; — 9;)* = 0,07181063,
= (explicada por modelo) MSS := Y, (9; — 7)? = 0,15085786.

Podemos definir el coeficiente de determinacién como

MSS RSS
A e I
R™: TSS 1 TSS — L

Este parametro resulta ttil, pues, si R? toma un valor proximo a 1, el modelo explica bien la
realidad. En cambio, si toma un valor cercano a 0, no explica bien la realidad. En nuestro ca-
so, R? = 0,6775. El p-valor del contraste global de la regresion, Hp: 1 = -+ = B2 = O es
3,893 - 10~** (el estadistico es 36,06 y usamos la distribucién F de Fisher-Snedecor Fr.pn—k—1 para
contrastar, con n = 219 y k = 12), un valor muy bajo. Es razonable aceptar que la realidad se
explica bien por esta recta de regresion.
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Por dltimo, para cada parametro vamos a dar sus intervalos de confianza para a« = 5% (ver
Tabla 2) y a estudiar la hipétesis de contraste, Hy: f; = 0 (ver Tabla 3).

Intervalos de confianza con &« = 5%
Parametro Extremo inferior | Extremo superior

Bo Ordenada en el origen —0,141498 —0,064254
B1 Edad 0,000415 0,000826
B2 Colesterol total 0,000221 0,001063
B3 HDL —0,001478 —0,000627
B4 LDL —0,000800 46049 -107°
Bs Triglicéridos —0,000112 5,6259 - 10>
Be Presién Arterial Sistélica 0,000325 0,000659
B7 | Presién Arterial Diast6lica —0,000244 0,000333
Bs Glucosa —0,000129 0,000215
Bo Filtrado Glomerular —0,006714 0,035922
B1o Albuminuria —0,012435 0,013330
B11 Diabetes 0,012548 0,032888
B12 Tabaquismo 0,012551 0,027816

Tabla 2. Con una probabilidad del 95 % cada uno de los pardmetros Bj, j =0, - - -, 12 mencionados en esta tabla se encuentran en
dicho rango de valores.

De la tabla 3 se deduce que no hay suficiente evidencia estadistica para afirmar que las
variables “Triglicéridos”, “Presién Arterial Diastolica” , “Glucosa” y “Albuminuria” aportan
significativamente a la recta de regresion, esto podria deberse a que las variables no estan re-
lacionadas con el riesgo de evento cardiovascular o porque son descritas de manera implicita
como combinacién lineal de variables que si aceptamos.

En un intento de buscar una respuesta a esta pregunta, cabria la posibilidad de que la va-
riable “Glucosa” haya sido alterada artificialmente por la presencia de diabéticos (13,7 % de
nuestra muestra), los cuales se encuentran bajo medicacién y presentan valores sobre el para-
metro “Glucosa” que no reflejan la realidad del paciente. Sus valores “Glucosa” podrian haber
sido radicalmente distintos si se hubieran tomado en otro momento. Seria interesante repetir el
estudio sin incluir a los diabéticos y analizar tras ello los resultados obtenidos.

Con las variables “Filtrado Glomerular” y “LDL” podriamos tener nuestras dudas sobre si
lo correcto es rechazar la hipétesis de contraste o aceptarla ya que sus valores se encuentran en
un punto intermedio. No obstante, no existe ningtin problema con rechazar ambas.

En el Apéndice A demostramos que las variables “Riesgo de evento cardiovascular” y Fil-
trado Glomerular son dependientes. Ademas, durante la discusién nos convencemos de que la
relacién entre ambas no era lineal, pues el riesgo incrementaba considerablemente al cambiar
de G1 a G2y volvia a disminuir significativamente al cambiar de G2 a G3a.

La variable “LDL” se encuentra altamente relacionada con las variables “Colesterol” y
“HDL” ya que es la fraccién mas importante del colesterol “no HDL”, por ello el valor del para-
metro “LDL” puede estar relacionado de forma implicita con el de los pardmetros “Colesterol”
y “HDL”, explicando esto un p-valor del 8,04 %. Por ello, aunque este valor no sea muy elevado,
por ser superior al 5% y estar relacionado con otros dos parametros que si vamos a incluir en la
segunda recta de regresién, decidimos no incluir el “LDL” en el segundo analisis mas depurado
que realizaremos posteriormente.
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Hipétesis de contraste Ho: f; = 0

Parametro p-valor
B1 Edad 0,000001 %
B2 Colesterol total 0,298 %
B3 HDL 0,00022 %
Ba LDL 8,04 %
Bs Triglicéridos 51,56 %

Be Presion Arterial Sistélica | 0,000002 %
B7 | Presion Arterial Diastolica | 76,09 %

Bs Glucosa 62,32 %
Bo Filtrado Glomerular 17,83 %
B1o Albuminuria 94,54 %
B11 Diabetes 0,00171 %
B12 Tabaquismo 0,000045 %

Tabla 3. Realizamos hipétesis de contrastes para todos los pardmetros (excepto ordenada en el origen, el hecho de que la ordenada
en el origen pueda ser 0 0 no, no es relevante ya que simplemente actiia como una correccién de la recta) y damos el p-valor.
Cuanto mds bajo sea el p-valor, con mayor contundencia podemos rechazarlo y cuanto mds alto, existe menor evidencia estadistica
para poder rechazarla, siendo lo mds natural en ese caso aceptar la hipétesis de contraste, B = 0.

2.3. Analisis de normalidad de los residuos.

Para varios de los resultados obtenidos durante esta Seccién, hemos usado que los residuos
se distribuian segtn una variable aleatoria normal de media 0. El objetivo de esta Subseccion
es comprobar que podemos suponer que esto es cierto. Suponemos que los residuos se distri-
buyen segtin una normal de media 0 y desviacién tipica 0,01811 (desviacién tipica obtenida si
suponemos que los residuos tienen media 0).

Sea X ~ N (0,0,01811) queremos contrastar la hipétesis de rechazo
Hy: Los datos recogidos sobre el colesterol en sangre es una muestra aleatoria de X.

Para contrastar esta hipotesis usaremos el test de Kolmogorov-Smirnov. Sean
Ex()=P({X<t}), )

Fn(t):%ﬁ{lgjgn:xjgt}. ()

g

Se define el estadistico de Kolmogorov-Smirnov como
6u = sup |Ex () — Fx (1)
1

= méXlg]'Sn max FX (X]) - ]% FX (x]) - =

7

Para nuestra muestra el estadistico de Kolmogorov-Smirnov toma el valor 4, = 0,0823548 y
N v/219 - 0,08235 = 1,2187 < 1,3581 (siendo este tultimo ntimero el percentil & = 5%
de la variable aleatoria Z de Kolmogorov-Smirnov). No rechazamos la hipétesis de contraste y
por ende, podemos asumir que nuestros datos se distribuyen siguiendo una variable aleatoria
normal. La Figura 3 pretende mostrar de manera visual la discusién que acabamos de tener,
los residuos de nuestras predicciones se han distribuido de acuerdo a una variable aleatoria
normal.
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Residuos - Distribucion Normal
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Figura 3. Comparacién de las funciones Fy (t) (en azul) y Fx (t) (en rojo). Ambos trazos resultan parecidos sugiriendo que vienen
motivados por una misma distribucion y siendo esta hipétesis comprobada por el test de Kolmogorov-Smirnov.

3. Segunda recta de regresién, solo con los parametros relevan-
tes.

Tal y como apuntdbamos anteriormente, en esta Seccién vamos a repetir el andlisis para ob-
tener una recta de regresion mas depurada. Con este propdsito utilizamos solo los pardmetros
para los que hemos rechazado contundentemente la hipotesis de contraste Hp: f; = 0 en el
primer andlisis. Estos son “Edad”, “Colesterol total”, “HDL", “Presién Arterial Sistélica”, “Dia-
betes” y “Tabaquismo”. También podriamos incluir los pardmetros “LDL” y “Filtrado Glomeru-
lar” pero ya hemos discutido por qué es mejor no hacerlo. Ademds, incorporamos el parametro
“Sexo”, que no hemos tenido en cuenta en el anterior andlisis porque podria habernos confun-
dido sobre si el “Tabaquismo” (entre otros) era factor de riesgo o no, al estar ambos pardmetros
muy relacionados en nuestra muestra. No obstante, dado que existe gran cantidad de evidencia
médica que afirma que el sexo del paciente y el riesgo cardiovascular estdn relacionados [5, 10,
22, 17], afladimos este pardmetro en esta segunda regresion lineal mas depurada.

La estimacién de los pardmetros que obtenemos en este caso viene dada por la Tabla 4.

En este caso, la regla que estamos dando (en forma de recta de regresién) para estimar el
riesgo de evento cardiovascular es

7 = —0,080727 4 0,000497 - edad + 0,000293 - col
—0,000672 - HDL + 0,0003768 + 0,000506 - PAS
(40,023995 si diabetico)

(4+0,017748 si fumador habitual)
(40,007638 si el paciente es hombre).

La estimaci6n para o2 es

, 1 ,  RSS
1

n n
y_2_ 1 oy 1 ¢, RSSO .
0% = sy n_k_li;(yz vi) n—k—1§e > = 0,0003385

—_

y tenemos, R? = 0,6792, un valor muy similar al anterior. El p-valor del contraste global de la
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Pardmetro Estimacién
Bo | Ordenadaenelorigen | —0,080727
B1 Edad 0,000497
B2 Colesterol total 0,000293
B3 HDL —0,000672
B4 | Presion Arterial Sistélica | 0,000506
Bs Diabetes 0,023995
Be Tabaquismo 0,017748
B Sexo 0,007638

Tabla 4. Resumen de la informacion dada por la sequnda recta de regresion estimada.

regresion Hy: B1 = -+ = B7 = 0 es 1,1127 - 1078 (el estadistico es 63,82 y usamos la distribu-
cién Fy.,_i_1 para contrastar, con n = 219 y k = 7), un valor incluso mds pequefio que el del
analisis anterior, siendo muy razonable aceptar que la realidad se corresponde fielmente con las
predicciones que damos con esta recta de regresion.

Por tdltimo, al igual que hicimos con la primera recta de regresion, para cada pardmetro
damos sus intervalos de confianza al 5% (ver Tabla 5) y estudiamos las hip6tesis de contraste
Hp: pj = 0 (ver Tabla 6).

Intervalos de confianza con « = 5%

Parametro Extremo inferior | Extremo superior
Bo | Ordenada en el origen —0,101623 —0,059831
B1 Edad 0,000354 0,000639
B2 Colesterol total 0,000223 0,000364
B3 HDL —0,000832 —0,000513
B4 | Presién Arterial Sistélica 0,000374 0,000637
Bs Diabetes 0,016272 0,031717
Be Tabaquismo 0,010298 0,025199
B7 Sexo 0,002399 0,012877
Tabla 5. Con una probabilidad del 95 % cada uno de los pardmetros i j=20,---,7 mencionados en esta tabla se encuentran en

dicho rango de valores.

Los p-valores de las hipotesis de contraste Hy: f; = 0 son tan pequefios para todos los para-
metros que podemos afirmar que todos ellos son relevantes y aportan informacién a la recta de
regresiéon. Confirmando nuestras sospechas hechas en el primer andlisis que apuntaban a que
estos eran los pardmetros relevantes. El hecho de que los p-valores sean mucho mas pequefios
que en el anélisis anterior es también un buen sintoma que sugiere que hemos conseguido elimi-
nar duplicidades, es decir, los pardmetros que intervienen ahora no presentan tantas relaciones
lineales entre ellos.

Con respecto a los intervalos de confianza para un valor « = 5 %. Este segundo anélisis ha
mejorado las estimaciones de los pardmetros. Consecuentemente, hemos calibrado el impacto
que tienen factores de riesgo y como estos afectan de una manera u otra al riesgo de evento

Volumen XIII, Niimero 1, Abr’23, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 15


mailto:mailautor@xxxx.es

Alejandro Ferndndez-Jiménez, Alvaro Ferndndez, Abilio José Ferndndez Investigacion

Hipétesis de contraste Ho: f; = 0

Parametro p-valor
B1 Edad 6,72-1077 %
B2 Colesterol total 2,75-10712 %
B3 HDL 1,05-10"2 %
By | Presion Arterial Sistlica | 1,24-10"10%
Bs Diabetes 438-107%
Be Tabaquismo 4,78 -10~% %
B7 Sexo 0,4466 %

Tabla 6. Realizamos hipétesis de contrastes para todos los pardmetros (excepto ordenada en el origen, el hecho de que la ordenada
en el origen pueda ser 0 0 no, no es relevante ya que simplemente actiia como una correccién de la recta) y damos el p-valor, cuanto
mds bajo sea este, con mayor contundencia podemos rechazarlo y cuanto mds alto, existe menor evidencia estadistica para
rechazarlo y por tanto lo natural serd aceptar la hipétesis de contraste, B; = 0.

cardiovascular ya que todos los intervalos de confianza nuevos tienen una longitud inferior a
la que tenian en el primer andlisis (depurar la recta eligiendo solo los valores relevantes nos ha
permitido tener un conocimiento mads preciso de la informacién de la que disponemos), desta-
cando especialmente el pardmetro “Colesterol total”, la longitud de su intervalo de confianza
es del orden de casi 10 veces mads estrecho (una excepcional mejora en la estimacién de la cuan-
tificacién de la influencia del colesterol como factor de riesgo).

Ademas, los intervalos de confianza del segundo analisis de los parametros “Colesterol to-
tal”, “Presién Arterial Sist6lica” y “Diabetes” son contenidos completamente por los intervalos
de confianza obtenidos para estos mismos pardmetros en el primer andlisis. Para los otros tres
pardmetros, los intervalos de confianza del segundo andlisis estdn contenidos casi completa-
mente en los respectivos intervalos de confianza del primero. Puede ser interesante estudiar si
en nuestra muestra existe algtn tipo de relacion entre los parametros “Edad”, “HDL” o “Taba-
quismo” con el pardmetro que hemos afiadido para este segundo andlisis, la variable “Sexo”,
y que esta sea la razén por la que sus intervalos de confianza no estén contenidos completa-
mente en los del andlisis previo. Ya hemos visto que si que existe esta entre el “Tabaquismo”
y el “Sexo”, el andlisis para las otros dos es mas complicado pero sugiere nuevas preguntas
interesantes.

Resumimos las conclusiones mds interesantes a las que hemos llegado con este segundo
anélisis depurado que cambia (esencialmente mejora) algunos de los resultados obtenidos antes
y aporta nuevas observaciones importantes.

= Con una probabilidad del 95 %, envejecer 10 afios conlleva el aumento de entre un 0,35 %
y un 0,64 % del riesgo de evento cardiovascular.

= El aumento del colesterol es perjudicial: Un aumento de 10 mg/dL incrementa el riesgo
de evento cardiovascular entre un 0,22 % y un 0,36 % con una probabilidad del 95 %, en
cambio, el aumento del HDL es beneficioso para prevenir eventos cardiovasculares, un
aumento de 10 mg/mL disminuye el riesgo de evento cardiovascular entre un 0,51 % y un
0,83 % con una probabilidad del 95 %.

= Con una probabilidad del 95 %, el incremento en 10 mmHg de la presién arterial sistélica
conlleva el aumento de entre un 0,37 % y un 0,64 % del riesgo de evento cardiovascular.
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= Los pacientes diabéticos presentan con una probabilidad del 95 % un aumento de entre un
1,63 % y un 3,17 % del riesgo de evento cardiovascular.

= Los fumadores habituales presentan con una probabilidad del 95 % un aumento de entre
un 1,03 % y un 2,52 % del riesgo de evento cardiovascular.

= El sexo del paciente influye en el riesgo que este tiene de sufrir un evento cardiovascular,
con un 95 % de probabilidad, un hombre tiene un riesgo de evento cardiovascular de entre
un 0,24 % y un 1,29 % superior al que tiene una mujer.

4. Estudio de datos influyentes.

En todo estudio de naturaleza bioestadistica es habitual encontrar datos influyentes o “ané-
malos”. La razén de esto es que en la muestra solemos encontrar pacientes con condiciones o
patologias especiales que requieren ser tratados de forma personalizada, susceptibles de alejar-
se demasiado de las estimaciones predichas por el modelo. Por ello, es importante detenerse en
los datos anémalos para estudiarlos con mayor cuidado y de manera individualizada. Quere-
mos decidir si estos pacientes requieren un tratamiento excepcional o si el modelo ha fallado
para ellos.

Decimos que una observacién es influyente si tiene mucho impacto en  y en f, a estas
observaciones las llamaremos puntos criticos.

Consideremos Y el vector con las estimaciones #;, Y el vector con las observaciones y; y X
la matriz de datos, entonces, se satisface,

Y =XxB=Xx(xTX)"1xTv.

Definimos la matriz H := X(XTX)~!XT, y tomamos la coordenada h;; que definimos como
leverage del dato i-ésimo. Pasamos ahora a definir la distancia de Cook como,

D — 1 ( e; )2 hii
k41 sV 1 — hy; 1—hy;
Podemos usar el leverage, h;; y la distancia de Cook para identificar puntos criticos [8, 9].

Las distancias de Cook de nuestra muestra son por lo general bastante pequefias. Esta medi-
da resalta por encima del resto solo a los pacientes 33 (distancia de Cook 0,1742) y 158 (distancia
de Cook 0,1613), exceptuando estos dos datos, el resto de elementos de la muestra lleva asociada
una distancia de Cook inferior a 0,075.

k+1

Para el leverage consideraremos anémalos aquellos datos que sean superiores a 3% =
0,17808. Tenemos 6 datos que satisfacen esto, los pacientes 15 (h; = 0,2112), 29 (h;; = 0,1869),
79 (hi; = 0,2290), 115 (h; = 0,3521), 159 (h;; = 0,3813) y 161 (h;; = 0,2389).

Los pacientes 33 y 158 que eran influyentes segtin la distancia de Cook son también los
tnicos dos pacientes cuyo riesgo de evento cardiovascular es superior al 15%, 18 % y 19 %
respectivamente. Como su riesgo de evento cardiovascular es tan elevado comparado con el del
resto de pacientes es normal que estos dos puntos sean considerados influyentes, la coordenada
y se encuentra lejos de la del resto de datos.

Pasamos al estudio personalizado de los datos influyentes segtin el “leverage” (ninguno
coincide con los datos influyentes segtin la distancia de Cook)

= Paciente 15: Se trata de un paciente pluripatolégico en tratamiento con multiples farma-
cos, entre ellos Acecumarol. Este es un anticoagulante, un tratamiento preventivo para dis-
minuir el riesgo de accidentes tromboembdlicos. Por ello, es de esperar que algunos de
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sus factores de riesgo hayan sido modificados por el tratamiento farmacolégico mientras
que otros factores han permanecido inalterados, creando un dato con parametros poco
comunes que puede ser leido de manera influyente por la regresién. Ademas el paciente
era diabético, en tratamiento hipoglucemiante, lo que hace que el valor de las cifras de
glucemia estén alteradas artificialmente.

= Paciente 29: Se trata de un paciente con hipertrigliciremia severa con valores de coleste-
rol dentro de la normalidad, en este paciente habria que descartar una hipertrigliceremia
familiar, en cuyo caso habria factores genéticos que podrian influir en su riesgo cardiovas-
cular. Este paciente sobrepasa en gran manera los valores habituales de triglicéridos y es
probable que por ello sea un dato influyente para la recta de regresién.

= Paciente 79: La distancia de Cook para este paciente es muy pequena, 1,85 - 107, asi que
segln este criterio, el paciente 79 se encuentra lejos de ser un dato influyente. Su tinica
anomalia es padecer diabetes mellitus tipo I, tnico paciente con esta disfuncién de entre
todo los analizados. Esta caracteristica podria hacer que este dato sea influyente. No obs-
tante, no somos capaces de decidir si el modelo ha fallado ya que el dato podria no ser
influyente (la prediccién y el dato “REGICOR” real fueron muy similares).

= Paciente 115: La tensién diferencial, considerada factor de riesgo por varios autores [18],
de esta paciente es muy elevada. Los valores de “LDL” y “Triglicéridos” son demasiado
elevados, mientras que los de “HDL” se encuentran por debajo de lo aconsejable. Ademas,
el paciente es diabético y fumador habitual. Al tener tantos parametros en rangos muy ale-
jados de las cifras habituales es razonable pensar que este paciente deba ser considerado
un dato influyente para nuestra recta de regresion. Su riesgo de evento cardiovascular
deberia ser estudiado de forma especial y personalizada.

= Paciente 159: Paciente de avanzada edad pluripatolégico, polimedicado, bien controla-
do. Los datos de los distintos pardmetros son muy satisfactorios para una persona de su
edad (posiblemente como consecuencia de su medicacién) que lo convertiria en un dato
influyente por estar en rangos distintos a lo que suele ser habitual para pacientes de su
edad.

= Paciente 161: Paciente diabético fumador de avanzada edad relativamente bien controlado
por medicacién lo que hace que sus pardmetros puedan estar modificados artificialmente.

Es interesante observar que la gran mayoria de los datos influyentes son diabéticos (pacien-
tes que no constituyen un porcentaje tan representativo de la poblacién). Por ello, para realizar
un andlisis mds depurado y fiable, seria aconsejable estudiar la poblacién diabética y no diabé-
tica de forma separada.

Para nuestro estudio, al contar solo con 6 datos influyentes sobre un total de 219, retirarlos
del analisis no cambiaria de forma significativa los resultados obtenidos.

5. Regla de clasificacién

Queremos predecir si un paciente con unas determinadas caracteristicas es suceptible de
tener un riesgo de evento cardiovascular bajo o moderado (inferior al 10 %), clasificado en la
poblacién 0, o de padecer un riesgo alto o muy alto (igual o superior al 10 %), poblacién 1.

En nuestra muestra contamos con 206 pacientes en la poblacién 0 (riesgo bajo o moderado)
y con 13 en la poblacién 1 (riesgo alto o muy alto).

La regla de clasificacién que hemos aplicado es la regresién logistica, usando el comando
“Solver” del programa Excel para resolver la combinacién de f; que maximiza el estimador log
VEROSIMILITUD.
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Con esto, la regla obtenida consiste en calcular el valor

f(x;) = Bo+ B1-Edad + j, - Colesterol Total + B3 - HDL + f, - LDL
+Bs - Trigliceridos + Bs - PAS + 37 - PAD + Bs - Gltcidos
+Bg - Filtrado Glomerular + 310 - Albuminuria
(+B11 si el paciente es diabetico)

(—0—/312 si el paciente es fumador)
(—0—[313 si el paciente es hombre),

donde los valores de los coeficientes 3 j vienen dados en la Tabla 7.

Regresion Logistica
Parametro Estimacién para la regresién logistica

Bo Ordenada en el origen —800

b1 Edad 1,0139631
B2 Colesterol total 0,1004485
B3 HDL 1,0092167
B4 LDL 1,03056338
Bs Triglicéridos 1,0258
Be Presion Arterial Sistélica 1,030683
B7 | Presién Arterial Diastélica 1,0169
Bs Glucosa 1,0222
Bo Filtrado Glomerular 1,000156
B1o Albuminuria 1,0002
b11 Diabetes 1,0000833
B12 Tabaquismo 1,000083
B13 Sexo 1,00015

Tabla 7. Valores propuestos por la funcién “Solver” de Excel para la regla de clasificacion de regresion logistica.

De esta forma, si el valor de f(x;) es menor que 0 clasificamos el dato x; en la poblacién 0,
y en caso contrario en la poblacién 1. Es cierto que la funcién “Solver” a veces puede ser im-
precisa. No obstante, la regla de clasificacién que hemos dado ha sido acertada para un 93,15 %
de los datos (204 del total de 219), aunque al haber usado los mismos datos para comprobar la
fiabilidad y crear la regla de clasificacién este valor tan elevado de aciertos puede haber sido
adulterado, deberiamos comprobar esta regla con datos nuevos. En caso de no poder conseguir
datos nuevos, para evaluar la regla, para cada dato de los que disponemos podemos crear una
regla de clasificacion con esta metodologia (regresién logistica), hacer la predicciéon de ese dato
y evaluar si la prediccién ha acertado.

Nuestra regla ha clasificado de forma altamente precisa los datos de la poblacién 0, solo 7
fallos de entre 206 pacientes de esta poblacién, pero clasifica con poca precisioén a los pacientes
de la poblacién 1, 8 fallos de entre 13 pacientes.
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6. Conclusiones

En este estudio hemos realizado dos rectas de regresién lineal para mejorar los resultados
proporcionados por esta herramienta. De esta manera se ha conseguido cuantificar de forma
muy precisa el impacto de 7 de los 13 factores de riesgo de los cuales sospechdbamos una po-
tencial relacién con el riesgo cardiovascular. De los 6 factores de riesgo iniciales restantes, uno
de ellos, “LDL" estd relacionado implicitamente de forma lineal con otros dos de los factores
incluidos en el segundo andlisis, “Colesterol total” y “HDL”. Otro de los potenciales factores de
riesgo descartados para la segunda recta de regresion, el “Filtrado glomerular” ha sido estudia-
do cualitativamente de forma independiente en el Apéndice A. Para futuros estudios se sugiere
estudiar la posible independencia de los 4 potenciales factores de riesgo restantes (“Triglicéri-
dos”, “Presién Arterial Diastélica”, “Glucosa”, “Albuminaria”). También se sugiere corroborar
los resultados aqui obtenidos con otros datos.

En este trabajo también hemos propuesto una regla de clasificaciéon por medio de una regre-
sién logistica. Para un préximo estudio proponemos la creacion de reglas 6ptimas de clasifica-
cién para estas dos poblaciones. Con este fin, como funciones para cada una de las poblaciones
se propone: usar funciones tales que para los parametros 1 - f1p sean una normal de dimen-
sién 10 con media y varianza muestral (intentando obtener el dato de la albuminaria y no solo
la clasificacién en Al, A2 o A3) y para los pardmetros 11, B12, B13 Bernoullis tomando como p
el siguiente valor

__casos valor 1 en la poblacion i

casos totales en la poblacion i’

i=1,2

independientes cada una de ella del resto de pardmetros que intervienen en la funcién de densi-
dad. Tras esto se aconseja incluir costes de mala clasificacién si se desea evitar clasificar pacien-
tes con riesgo alto o muy alto como pacientes de riesgo bajo o moderado, mejorando su funcién
como una herramienta de prevencién de riesgo. También serfa interesante usar algun test para
cerciorarnos de que estas funciones de densidad reflejan la realidad.

A. El filtrado glomerular es un factor de riesgo cardiovascular
no lineal.

La Enfermedad Renal Crénica (ERC) tiene en nuestro medio una prevalencia aproximada
del 15 %, siendo mayor en varones, personas con edad avanzada y pacientes con enfermedad
cardiovascular. Fue incluida como factor de riesgo independiente de Enfermedad Cardiovas-
cular por el Joint National Committe on Prevention Detection and Treatment of High Blood pressure
en 2003 [7]. Partiendo de estas premisas, parece interesante utilizar los marcadores analiticos
de funcién renal para el diagnéstico precoz de patologia cardiovascular ya que la marcada acu-
mulacién de factores de riesgo cardiovascular en estos nefrépatas podria hacer considerar a
la enfermedad renal crénica como un trastorno cardiovascular (e.g. [12, 14]). En esta Seccién
discutiremos que existe una dependencia entre estos dos factores pero que esta no es lineal.

La metodologia empleada es un contraste x> de independencia (supondremos los valores
de las probabilidades desconocidos y los estimaremos por cantidad de cada clase dividido por
el tamafio de la muestra). Vamos a contrastar la siguiente hip6tesis de rechazo.

Hy: el filtrado glomerular y el riesgo cardiovascular se distribuyen segtin dos variables
aleatorias independientes.

Por tltimo, antes de la recopilacién de datos, conviene explicar el significado de las distintas
categorias en relacién al filtrado glomerular, asi como los criterios de clasificacién.
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Estadios del filtrado glomerular estimado (mL/min/1,73 m2) en funcién de creatinina con
formula CKD-EP!

G1 > 90 %: FG normal o elevado.

G2 60 — 89 %: FG ligeramente disminuido.

G3a 45 — 59 %: FG ligera-moderadamente disminuido.

G3b 30 — 44 %: FG moderada-gravemente disminuido.

G4 15 — 29 %: FG gravemente disminuido.
G52 < 15 %: Fallo renal.

Tabla de observados
Fil. Glomerular/RC (REGICOR) | Bajo | Moderado | Alto | Muy Alto
G1 70 17 4 0
G2 53 39 6 2
G3a 10 7 1 0
G3b 3 5 0 0
G4 2 0 0 0

Tabla 8. Tabla de observados relacion filtrado glomerular con riesgo cardiovascular (segiin test REGICOR).

Tabla de esperados
Fil. Glomerular/RC (REGICOR) | Bajo | Moderado | Alto | Muy Alto
Gl 57.34 28.26 4.57 0.83
G2 63.01 31.05 5.02 0.91
G3a 11.34 5.59 0.90 0.16
G3b 5.04 2.48 0.40 0.07
G4 1.26 0.62 0.10 0.02

Tabla 9. Tabla de esperados relacion filtrado glomerular con riesgo cardiovascular (segiin test REGICOR).

El estadistico de Pearson toma el valor b = 19,00, lo cual implica que el p-valor es 8,84 %
(contrastamos con X%z)- Esto permite rechazar la hipétesis de contraste Hp con un nivel de con-
fianza superior al 90 %.

Realicemos un anadlisis cualitativo sobre la relacién entre la filtracién glomerular y el riesgo
cardiovascular. Las diferencias més abultadas que encontramos entre observados y esperados se
encuentran en las clases G1 y G2. Para G1 el riesgo observado parece mas bajo que el esperado,
mientras que para G2 los resultados parecen indicar lo contrario. En cambio, para las clases G3ag,
G3b y G4, los resultados observados concuerdan con los esperados, lo cudl sugiere que una vez
alcanzado el estado G3a (o superior) la calidad del filtrado glomerular es independiente del
riesgo cardiovascular.

En base a estos resultados podemos concluir que los pacientes en estadio G1 (filtrado glo-
merular normal o elevado) presentan en la préactica un RCV menor que el que cabria esperar si
ambos fenémenos fueran independientes. El adecuado filtrado glomerular seria capaz de com-
pensar, al menos parcialmente, el efecto nocivo de estos factores de riesgo.

ndividuos de raza negra: multiplicar por 1,159
2En nuestra muestra, ningtin paciente ha alcanzado la categoria de fallo renal y en consecuencia no la tendremos en
cuenta para nuestro estudio.
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En el estadio G2 ya el filtrado glomerular se encuentra discretamente disminuido (60 —
89 %), la uremia aumenta levemente y seria responsable de un estado de inflamacién crénica
a nivel de toda la anatomia con el consiguiente aumento de RCV como se aprecia en nuestro
estudio.

Cuando la insuficiencia renal ya estd consolidada, es decir filtrado glomerular inferior al
60 % (estadios G3a a G5), la conjuncién de los distintos factores de riesgo ya han lesionado
de forma importante e irreversible tanto el sistema cardiovascular como la funcién renal y en
consecuencia el deterioro renal no se ve reflejado en un aumento del RCV que ya es de por si
elevado.

Del andlisis de estos resultados se desprende que la deteccién precoz de los pacientes con
disminucién ligera del filtrado glomerular (G2), previa a la insuficiencia renal crénica, permiti-
ria implementar las actuaciones sobre los Factores de Riesgo Cardiovascular modificables y con
ello disminuir de forma costo-efectiva la morbimortalidad cardiovascular asi como la evolucién
hacia la enfermedad renal crénica.

Referencias

[1] M. Alde Francisco, L. Aguilera y V. Fuster. Enfermedad cardiovascular, enfermedad renal
y otras enfermedades crénicas. Es necesaria una intervencién mds temprana en la enfer-
medad renal crénica. Nefrologia 29.1 (2009), pags. 6-9.

[2] R. Alcanzar, L. Orte y A. Otero. Enfermedad renal crénica. Nefrologia (2008), pags. 3-6.

[3] R.Alcazar Arroyo, L. Orte, E. Gonzalez Parra, J. Gorriz, ]. Navarro, A. Martin de Francis-
co, M. Egocheaga y F. Alvarez Guisasola. Documento de consenso SEN-semFYC sobre la
enfermedad renal crénica. Nefrologia 28.3 (2008), pags. 273-282.

[4] R. W. Alexander. Hypertension and the pathogenesis of atherosclerosis: oxidative stress
and the mediation of arterial inflammatory response: a new perspective. Hypertension 25.2
(1995), pags. 155-161.

[5] A. Arias Morales, R. Garcfa Herndndez y M. Oliva Pérez. Riesgo cardiovascular global en
pacientes ancianos hipertensos. Revista Cubana de Medicina 53.2 (2014), pags. 178-188.

[6] A. Asesio Sanchez, A. Fernandez y A. Morcillo. Influencia de la Dieta Mediterrdnea en la
percepcion de la salud: Estudio en poblacién adolescente del IES Antonio Machado de Soria y
poblacion adulta de la provincia de Soria. Editorial Académica Espaiiola, 2018.

[71 A.V.Chobanian, G. L. Bakris, H. R. Black, W. C. Cushman, L. A. Green, J. L. Izzo Jr, D. W.
Jones, B. J. Materson, S. Oparil, J. T. Wright Jr et al. Seventh report of the joint national
committee on prevention, detection, evaluation, and treatment of high blood pressure.
hypertension 42.6 (2003), pags. 1206-1252.

[8] R. D. Cook. Detection of influential observation in linear regression. Technometrics 19.1
(1977), pags. 15-18.

[9] R.D. Cook. Influential observations in linear regression. Journal of the American Statistical
Association 74.365 (1979), pags. 169-174.

[10] J. M. B. Diez, J. L. del Val Garcia, J. T. Pelegrina, J. L. M. Martinez, R. M. Pefiacoba, 1. G.
Tejon, E. M. R. Quintana, M. P. Sajkiewicz, A. A. Boronat, B. A. Pérez et al. Epidemiologia
de las enfermedades cardiovasculares y factores de riesgo en atencién primaria. Revista
espaiiola de cardiologia 58.4 (2005), pags. 367-373.

[11] S. G. Garcia, R. M. Barmudez, ]J. B. Sanjuan, A. C. Amenés, R. D. Piquet y A. L. M. de
Fran. Recomendaciones sobre la utilizacién de ecuaciones para la estimacion del filtrado
glomerular en adultos. Nefrologia 26.6 (2006), pags. 658-665.

22 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen XIII, Niimero 1, Abr’23, ISSN 2174-0410


mailto:mailautor@xxxx.es

Estudio estadistico sobre los factores de riesgo ... Alejandro Ferndndez-Jiménez, Alvaro Ferndndez, Abilio José Ferndndez

(12]

(13]

(14]
(15]

[16]

(17]

(18]

(19]

(20]
(21]

(22]

(23]

(24]

(25]

[26]

(27]

(28]

M. Gorostidi, M. Sanchez-Martinez, L. M. Ruilope, A. Graciani, J. Juan, R. Santamaria,
M. D. del Pino, P. Guallar-Castillén, F. de Alvaro, F. Rodriguez-Artalejo et al. Prevalencia
de enfermedad renal crénica en Espafia: impacto de la acumulacion de factores de riesgo
cardiovascular. Nefrologia 38.6 (2018), pags. 606-615.

R. R. Gorrita Pérez, A. Gilvonio Cardenas e Y. Hernandez Martinez. Caracterizacion del
habito de fumar en un grupo de escolares adolescentes. Revista Cubana de Pediatria 84.3
(2012), pags. 256-264.

M. I. Gutiérrez Pérez y J. C. Rodriguez Sanchez. Problemas nefrourolégicos y genito-urinarios.

S. M. Haffner, S. Lehto, T. Ronnemaa, K. Pyorédld y M. Laakso. Mortality from coronary
heart disease in subjects with type 2 diabetes and in nondiabetic subjects with and without
prior myocardial infarction. New England journal of medicine 339.4 (1998), pags. 229-234.

W. Insull Jr. The pathology of atherosclerosis: plaque development and plaque responses
to medical treatment. The American journal of medicine 122.1 (2009), S3-S14.

J. P. S. de Lafuente, Y. Sdez, M. Vacas, M. Santos, ]. D. Sagastagoitia, E. Molinero y J. A.
Iriarte. Diferencias de sexo en los factores de riesgo cardiovascular en pacientes con enfer-

medad coronaria comprobada angiograficamente. Clinica e investigacion en arteriosclerosis
21.4 (2009), pags. 173-178.

J. A. Linares, J. B. Sim¢, F. S. Sancho, S. R. Martinez, M. Y. Marco y M. M. Pérez. La presion
diferencial como factor independiente de riesgo cardiovascular. Atencién Primaria 36.1
(2005), pags. 19-24.

E. M. T. Lira. Impacto de la hipertensién arterial como factor de riesgo cardiovascular.
Revista Médica Clinica Las Condes 26.2 (2015), pags. 156-163.

A. C. Matfa Cubillo, J. M. Soto Esteban y M. E. Martin Pascual. Riesgo cardiovascular.

J. Millan, A. Herndndez-Mijares, ]. E. Ascaso, M. Blasco, A. Brea, A. Diaz, P. Gonzalez-
Santos, T. Mantilla, J. Pedro-Botet, X. Pint6 et al. La auténtica dimension del colesterol-
no-HDL: colesterol aterogénico. Clinica e Investigacién en Arteriosclerosis 28.6 (2016),
pags. 265-270.

V. Moreno, A. Garcia Raso, M. Garcia Bueno, C. Sdnchez-Sédnchez, E. Meseguer, R. Mata
y P. Llamas. Factores de riesgo vascular en pacientes con ictus isquémico. Distribucién
seglin edad, sexo y subtipo de ictus. Rev Neurol 46.10 (2008), pags. 593-8.

M. Morillas Bueno. ; Hasta dénde bajar la glucemia para la prevencién cardiovascular en
la diabetes? Cardiologia hoy 2015 (2015), pags. 593-598.

M. Naghavi, H. Wang, R. Lozano, A. Davis, X. Liang, M. Zhou et al. GBD 2013 Mortality
and Causes of Death Collaborators. Global, regional, and national age-sex specific all-
cause and cause-specific mortality for 240 causes of death, 1990-2013: a systematic analy-
sis for the Global Burden of Disease Study 2013. Lancet 385.9963 (2015), pags. 117-171.

O. Pérez-Méndez. Lipoproteinas de alta densidad (HDL).; Un objetivo terapéutico en la
prevencion de la aterosclerosis? Archivos de cardiologia de México 74.1 (2004), pags. 53-67.

M. Ramirez Ifiiguez de la Torre et al. “Determinacién del Riesgo Cardiovascular en una
poblacién laboral aparentemente sana. Relacién con Variables Sociodemogréficas y Labo-
rales”. Tesis doct. Universitat de les Illes Balears, 2016.

G. A. Roth, M. H. Forouzanfar, A. E. Moran, R. Barber, G. Nguyen, V. L. Feigin, M. Nagha-
vi, G. A. Mensah y C. ]J. Murray. Demographic and epidemiologic drivers of global car-
diovascular mortality. New England Journal of Medicine 372.14 (2015), pags. 1333-1341.

D. Sarre-Alvarez, R. Cabrera-Jardines, F. Rodriguez-Weber y E. Diaz-Greene. Enfermedad
cardiovascular aterosclerética. Revision de las escalas de riesgo y edad cardiovascular.
Medicina interna de México 34.6 (2018), pags. 910-923.

Volumen XIII, Niimero 1, Abr’23, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 23


mailto:mailautor@xxxx.es

Alejandro Ferndndez-Jiménez, Alvaro Ferndndez, Abilio José Ferndndez Investigacion

[29] Wikipedia. Provincia de Soria — Wikipedia, The Free Encyclopedia. http://es.wikipedia.
org/w/index.php?title=Provincia20de’20Soria&oldid=145180302. [Online; acces-
sed 11-August-2022]. 2022.

[30] S. Yusuf, S. Hawken, S. C)unpuu, T. Dans, A. Avezum, F. Lanas, M. McQueen, A. Budaj,
P. Pais, J. Varigos et al. Effect of potentially modifiable risk factors associated with myo-
cardial infarction in 52 countries (the INTERHEART study): case-control study. The lancet
364.9438 (2004), pags. 937-952.

Sobre el/los autor/es:

Nombre: Alejandro Ferndndez-Jiménez

Correo electronico: alejandro.fernandezjimenez@maths.ox.ac.uk
Institucién: University of Oxford

Orcid: 0000-0002-4548-4374.

Nombre: Alvaro Fernandez Jiménez

Correo electronico: alvfjl1404@gmail.com
Institucion: Universidad Catolica de Valencia
Orcid: 0000-0002-1580-9764.

Nombre: Abilio José Fernandez Vicente

Correo electronico: abiliofernandez@yahoo.es
Institucién: Sanidad de Castilla y Le6n (SaCyL)
Orcid: 0000-0002-9507-7937.

24 | Revista “Pensamiento Matemdtico” Volumen XIII, Niimero 1, Abr’23, ISSN 2174-0410


mailto:mailautor@xxxx.es
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Provincia%20de%20Soria&oldid=145180302
http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Provincia%20de%20Soria&oldid=145180302
mailto:alejandro.fernandezjimenez@maths.ox.ac.uk
mailto:alvfj1404@gmail.com
mailto:abiliofernandez@yahoo.es

Experiencias Docentes

Metodologia para la ensefianza de la modelacion
matematica de problemas de la profesion, via
ecuaciones diferenciales

Methodology for the teaching of the mathematical
modeling of problems of the profession, road
differential equations

Salvador Fonseca Nueva

Revista de Investigacion

Pensamiente=, . . . /—\
Matematic~. 4

Volumen XIII, Ntimero 1, pp. 025-038, ISSN 2174-0410
Recepcion: 24 Nov’22; Aceptacion: 22 Dic’22

1 de abril 2023

Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo proponer una metodologia para la ensefianza de la
modelacién matematica, via ecuaciones diferenciales, en las carreras de ingenieria. La misma
parte de un diagndstico de las insuficiencias que poseen los estudiantes de estas carreras en el
desarrollo de las habilidades basicas y elementales que limitan el desarrollo de la habilidad de
modelacién matematica. La metodologia propuesta estd estructurada en tres etapas; nivel de
precision de las habilidades basicas y elementales, nivel de transferencia de estas habilidades y
nivel de concrecién de la modelacién matematica, via ecuaciones diferenciales. En la tiltima etapa
los estudiantes en las practicas de campo, orientados por el profesor, recopilan informacién sobre
determinados problemas de la profesion, vinculados con la modelacién matematica y a través de
talleres en el aula construyen los modelos matematicos, via ecuaciones diferenciales.

Palabras Clave: Metodologia, Modelacion Matematica.

Abstract

The objective of this paper is to propose a methodology for teaching mathematical modeling,
via differential equations, in engineering careers. The same part of a diagnosis of the
insufficiencies that students of these careers have in the development of basic and elementary
skills that limit the development of mathematical modeling ability. The proposed methodology is
structured in three stages; level of precision of basic and elementary skills, level of transfer of
these skills and level of concretion of mathematical modeling, via differential equations. In the last
stage, students in field practices, guided by the teacher, collect information on certain problems of
the profession, linked to mathematical modeling and through workshops in the classroom they
build mathematical models, via differential equations.

25



Salvador Fonseca Nueva Experiencias Docentes

Keywords: Methodology, Mathematical modeling

1. Introduccion

El Ingeniero tiene su propio modo de actuacion expresado en los campos de accién de la
ciencia y la técnica, siendo el objetivo principal la explotacién de los sistemas de ingenieria.
Para alcanzar este desarrollo precisa de una formacidon basica matematica, que le permita
aplicar los conocimientos adquiridos en asignaturas bdsicas y en otras con caracter mas
especifico dentro de la carrera. Una de las habilidades que debe desarrollar el ingeniero para
poder interpretar de forma acertada a la realidad es la modelacién matematica de los
problemas de la profesion pues, esta, le permite simular los diferentes procesos afines a su
campo y predecir los resultados en interés de tomar las mejores decisiones. El disefio en
ingenieria no es un producto acabado sino una metodologia que se apoya en el conocimiento,
la inventiva, la creatividad y la toma de conciencia del concepto de urgencia, para visualizar
un problema real, formularlo en términos técnicos, explorar posibles soluciones, evaluar
alternativas, proponer una o mas formas o vias de solucion, evaluar los procesos posibles que
se necesite usar y sus correspondientes resultados (Cipriano Cruz, 2010). El planteamiento
anterior destaca tres elementos importantes, conocimiento, inventiva y la creatividad lo que
presupone un alto nivel de preparacion.

El tema ha sido abordado por diferentes autores que ejemplifican, a partir de problemas
ya definidos como transcurre el proceso de modelacion matematica, como un proceso y no
como una habilidad, sin detenerse a analizar las principales insuficiencias que presentan los
estudiantes al respecto. Entre tantos otros autores, (Plaza, 2015) plantea una nueva forma de
enseflar matematicas en programas de ingenieria aplicando algunas estrategias didacticas,
como actividades de campo o laboratorio, las cuales han demostrado su eficacia para que los
estudiantes obtengan una mayor comprension de los diferentes fenémenos y procesos objetos
de modelacion matematica; dichas estrategias han logrado un incremento conceptual
matematico relacionado con la interpretacion, formulacion y solucién de problemas, ademas
de permitir un acercamiento entre el estudiante y la matematica como instrumento ttil en el
ejercicio de la ingenieria.

Entre tanto, (Hernandez Moreno, 2017) plantea que el aprendizaje de la modelacion
matematica a través de las ecuaciones en diferencias es un tema no resuelto en las facultades
de ingenieria, pues las actividades didacticas encaminadas a desarrollar la habilidad de
modelar matematicamente diversas situaciones son muy escasas en los cursos de ecuaciones
diferenciales y en diferencias y matematica discreta.

Otros autores, en la literatura revisada, enfatizan la importancia y aplicabilidad de la
Matematica a la solucién de los problemas profesionales, entre ellos Brito Ballina (2015), la
cual considera la Modelaciéon Matematica como una de las habilidades a desarrollar en los
estudiantes de ingenieria pues la misma crea en los estudiantes una capacidad y habilidad
necesarias para la solucion de posibles problemas practicos.También el profesor colombiano
Villa —-Ochoa, (2015), prepondera el papel de la modelacién matematica en la formacion de los
futuros ingenieros.
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El plan de estudio E (MES, 2018), para las carreras de ingenieria, contempla la
modelacién matematica como un objetivo esencial. Sin embargo, se ha podido comprobar que
existen otras insuficiencias que limitan el desarrollo sistematico de esta habilidad como las
siguientes:

e Pobre desarrollo de las habilidades matematicas basicas e intelectuales que sirven de base
para el futuro desarrollo de la habilidad de modelacion matematica de problemas de la
profesion.

¢ Labibliografia basica que emplean los estudiantes de ingenieria no esta actualizada.

¢ No existen alternativas metodoldgicas en el tratamiento de la habilidad de modelaciéon
matematica de problemas de la profesion.

o Existen limitaciones en la preparacién de los docentes para dirigir el proceso de desarrollo
de la habilidad de modelacién matematica de problemas de la profesiéon en las carreras de
ingenieria.

Resulta obvio que el estudiante que estudia ingenieria debe poseer conocimientos y
habilidades matematicas, pero como se hacia referencia anteriormente se necesita ademas la
creatividad para la definicién y formulaciéon de un problema de la profesiéon y modelarlo
matematicamente y sobre todo tener la sensibilidad de, si algo en su campo de accién
funciona mal, hacer algo al respecto.

2. Materiales y métodos

La investigacion fue realizada en la carrera de Ingenieria Agricola de la Facultad de
Ciencias Técnica de la Universidad de Granma. La metodologia se aplico a 22 estudiantes de
una poblacién de 70 estudiantes, en la asignatura de Matematica Il y en el tema relacionado
con las ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones.

El ingeniero agricola tiene su campo de accién en la explotacion de los sistemas de
ingenieria agricola para los procesos tecnoldgicos y biotecnologicos de la produccién
agropecuaria sostenible en los eslabones de base.

2.1 Metodologia a aplicar

Objetivo: contribuir al desarrollo de la habilidad de modelacién matematica, via ecuaciones
diferenciales, en los estudiantes de la carrera de Ingenieria Agricola de la Facultad de Ciencias
Técnicas de la Universidad de Granma.

Acciones:

e Anadlisis de fuentes tedricas relativas a investigaciones sobre el desarrollo de la habilidad
de modelacién matematica, via ecuaciones diferenciales, en las carreras de ingenieria.

e Determinacion del contenido y las habilidades que tributan a la modelaciéon matematica,
segun plan de estudio E.

e Elaboracion de la matriz de articulaciéon entre los contenidos de la disciplina de
matematica y los problemas de la profesion en la carrera de Ingenieria Agricola.

e Aplicacién de encuestas a profesores de experiencia del departamento de Ciencias Basicas
e Informatica Aplicada y especialistas de la carrera para validar la articulacién entre las
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habilidades que recibe el estudiante en los cursos de matematica y la habilidad de modelacion
matematica.

e Aplicacion de una prueba pedagdgica a los estudiantes de segundo ano de la carrera de
Ingenieria Agricola para evaluar el desarrollo de las habilidades matematicas en torno a la
modelacién matematica, via ecuaciones diferenciales.

e Aplicacion de la metodologia consistente en tres etapas:

a) Ejercicios preparatorios. Tienen como objetivo asegurar el nivel de partida para la
siguiente etapa, ejercicios de aplicacién. Se orientan ejercicios para el desarrollo de las
habilidades basicas y elementales que se aplican en el trabajo con funciones exponenciales y
logaritmicas y que son necesarias para la Modelacién Matematica, via ecuaciones
diferenciales.

b) Ejercicios de aplicacion: el objetivo de esta etapa es la problematizacion del contenido con
caracter profesional con vista a la transferencia de la habilidades basicas y elementales a la
resolucion de problemas contextualizados con su profesién, como calculo con potencias,
logaritmos naturales y propiedades de las funciones exponenciales.

c) Ejercicios de modelacion matematica, via ecuaciones diferenciales: es la etapa de
concrecion de la Modelacion Matematica, pero no directamente como aparecen en la
bibliografia tradicional, sino a través de actividades independientes y motivadoras que
realizaron los estudiantes en su practica de campo.

Los ejercicios se fueron socializando a través de grupos de WhatsApp y entornos de
aprendizaje como la MOODLE, en interés de aprovechar las posibilidades que brindan las
redes sociales y las plataformas de aprendizaje ya que los ejercicios de la primera etapa no se
contemplan de forma directa en el programa de la asignatura de Matematica II

La metodologia cuenta con tres momentos fundamentales, la planeacion, ejecucion y
evaluacion. Cada etapa se planifica, se ejecuta y se evaltia. También se distinguen, en cada

etapa, las acciones del profesor y del estudiante.
3. Analisis y discusion de los resultados

3.1 Aplicacion de la metodologia

En la primera etapa se orientaron ejercicios sobre calculo con potencias y logaritmos,
funciones exponenciales y sus propiedades haciendo énfasis en los tipos de calculo que mas
se utilizan en la modelaciéon matematica utilizando modelos en funcién del tiempo. Se evalu6
el nivel de precision del desarrollo de las habilidades basicas y elementales.

En la segunda etapa se orientaron ejercicios de aplicacion a la especialidad utilizando
problemas relacionados con la variacion de una magnitud fisica con respecto al tiempo. Se
evalud el nivel de transferencia de las habilidades en la resolucién de problemas.

En la tercera etapa se aprovechan las posibilidades que brinda la practica laboral de los
estudiantes en las entidades agricolas para orientar una Hoja de Trabajo, donde los
estudiantes tienen que recopilar informaciones, datos relacionados con los problemas de su
profesion como por ejemplo: propagacion de plagas, contaminacion del suelo, deformaciones
de puentes en los rios y canales entre otros para luego en el aula realizar talleres y construir
de forma conjunta los modelos matematicos, via ecuaciones diferenciales.
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3.1.1. Ejercicios de la etapa preparatoria
Los problemas propuestos en esta etapa fueron:

1. Despejar t en las siguientes expresiones:

a) e =38
1

b) ; = 2

c) Int=2

2. Calcule el valor de k en las siguientes expresiones:
a) e** =1,0120
b) e~00021k = 0,2341

1
€) — = 0,0002

d) Ine®?* = 0,0012
e) em01k = 1,1245
3. Obtenga el gréfico de la funcién.Y = 0.0124 e*.
4. Formule matematicamente las siguientes proposiciones:
a) La velocidad de un cuerpo es igual a la variacién de su desplazamiento con respecto al
tiempo.
b) La intensidad instantdnea de la corriente eléctrica se expresa como la variacion de la
carga con respecto al tiempo.
c) El crecimiento de una poblacién con respecto al tiempo es proporcional a la poblacion
en un instante t.
d) La variacion del peso de un individuo en un periodo de tiempo.
e) El decrecimiento de una sustancia N en un periodo de tiempo.
f) La disminucion de la temperatura de un metal es proporcional a la diferencia de la
temperatura del objeto y la temperatura ambiente.

3.1.2. Ejercicios de la etapa de aplicacion

Fueron los siguientes:

1. Un cultivo de 2048 bacterias se multiplica de forma tal que cada minuto doblael nimero de
ellas, ;cuantas bacterias habra dentro de 20 minutos?

Solucion:

Primer dia: N(0) = 2048

Segundo dia: N(2) = 2 » 2048

Tercer dia: N(3) = 2% x 2048

Cuarto dia: N(4) = 2% x« 2048
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F(t) = 2048 % 2¢
£(20) = 2048 = 22° = 4 294 967 296

t-dias
} } } } } } } } } b

-5 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 1: Grdfico de la funcién exponencial y sus soluciones particulares

Este ejercicio permite al estudiante buscar un procedimiento matematico que le permita
simplificar el calculo pues no es lo mismo calcular veinte veces el duplo de 2048 que calcular
2048 x 2%°, aqui radica la ventaja del procedimiento con respecto al célculo tradicional y a la
vez va preparando las condiciones para la construccién de modelos matematicos, via
ecuaciones diferenciales, en funcion del tiempo.

3.1.3. Ejercicios de modelacion matematica, via ecuaciones diferenciales.

Esta etapa cuenta con cuatro acciones antes de llegar a la construccién del modelo
matematico, ellas son:

¢ Orientacion de la hoja de trabajo.

Hoja de trabajo.
Asignatura: Matematicall Anfo: primero. Semestre: segundo

Objetivo: desarrollar un grupo de actividades relacionadas con el estudio de los problemas de
la profesion entre los que se encuentran el perfeccionar los principales elementos de los
sistemas de ingenieria para los procesos tecnoldgicos y biotecnoldgicos de la produccion
agropecuaria sostenible en sus eslabones de base.

A continuacion, te relacionamos cuatro problemas de la profesion a los cuales te
enfrentaras en el desarrollo de la practica laboral. En cada uno de ellos deberas realizar las
actividades que se te indican.

1. La propagacion de plagas en los cultivos es un fendmeno frecuente. Estas causan un dafio

enorme si no se controlan por lo que resulta necesario su estudio. Uno de los métodos mas
efectivos para el estudio de este fendmeno es la modelacion matematica, pero para su
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aplicacion se necesita de toda la informacion posible por lo que te invitamos a realizar las

siguientes actividades al respecto.

a) Investiga cuales son las principales plagas que atacan a los cultivos de la entidad agricola
donde realizas la practica laboral.

b) ;Cual es su velocidad de propagacion con respecto al tiempo?

c¢) ¢(Cuadles son las medidas para el control de las mismas?

2. La maquinaria agricola, las bombas para agua (turbinas) son muy utilizadas en las labores
agricolas. Su sobrexplotacién ocasiona roturas frecuentes producto del recalentamiento del
motor, de cables eléctricos deformados, de este problema investigue:

a) (Cudl es la temperatura que indica que el motor de un tractor o de una turbina se ha
sobrecalentado?

b) (Qué medidas adoptan los operarios ante la situacion anterior?

3. La construccidn de puentes en los rios y canales es de vital importancia para el traslado de
los equipos agricolas pesados como las gradas, multilabradoras y los propios tractores.

Investigue:

a) Los materiales con los que fueron construidos los puentes.
b) Elnivel de flexidon que han sufrido los puentes y a qué curva matematica se asemeja.

4. El uso de fertilizantes, como la UREA, es muy frecuente en la agricultura. Investigue la

forma de preparacion para su uso foliar teniendo en cuenta los siguientes aspectos:

a) Nivel de concentracion de la UREA en agua.
b) Dosis por cada metro cuadrado.
c) Nivel de contaminacion del suelo provocado por los plaguicidas.

Las respuestas de estas actividades permitirdn realizar los talleres en las clases para la
construcciéon de MODELOS MATEMATICQOS, via ecuaciones diferenciales.

3.1.4. Realizacion de talleres.

Primera situacion

En un taller de maquinado se fabrican piezas de repuestos a partir de la fundicién de
metales reciclados, pero no se tiene precision del tiempo que se dedica a los diferentes
tratamientos que se les aplican a las piezas una vez extraidas del molde. Los estudiantes
recopilaron la informacion necesaria sobre los principales pardmetros como la temperatura
cuando sale del molde, temperatura ambiente y midieron varias veces el tiempo y la
temperatura entre los diferentes tratamientos que se aplicd a las piezas.

a) Definicion del problema.

Una pieza fundida se extrae de un molde a una temperatura de 131°C. Pasados diez minutos
la pieza posee una temperatura de 100°C ;si la temperatura ambiente es de 31°C, en qué
tiempo la pieza alcanza una temperatura ideal de 35°C para su préximo tratamiento?
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b) Busqueda de la via de solucion.
Como se trata de la variacion de una temperatura mayor a una menor la ley que gobierna a

este problema es la ley de enfriamiento de Newton: Z—: = a(T — T,), donde:

T: temperatura maxima de la pieza. t: Tiempo. T,: temperatura ambiente.

La expresién es una ecuacion diferencial de variable separable cuya solucion es
T(t) = Ce* +T,.

c) Construccion del modelo.

De acuerdo a las condiciones iniciales del problema se calculan los parametros del modelo

obteniéndose: T(t) = 100e~29371 4 319 MODELO

d) Comprobacién del modelo.

Para T(0) = 131°

T(0) = 100e700371*0 4 31 = 131

Para T(10) = 100°

T(10) = 100e~00371*10 4 31T(10) = 100e~ %371 + 31

T(10) =100 = 0.69 + 31 = 100

e) Validacion del modelo.

35= 100e00371"¢ 4 31

1006—0.0371*t =4

e—0.0371*t = 0.04

Introduciendo logaritmo natural
—0.0371 «t = —3.2188, t = 87 minutos

Respuesta: la pieza alcanza la temperatura ideal aproximadamente a los 87 minutos.

4 T- temperatura

15001
10001

500

T(t) = 10000571+ 390

(0,131)

% M_inut%s'(
10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 2: Soluciones particulares del modelo
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Segunda situacion

Los estudiantes observaron, en un cultivo de tomates, una plaga que por sus
caracteristicas parecia tratarse de la mosca blanca. Investigaron y comprobaron que se trataba
de la mosca blanca, se motivaron en el estudio de este problema de la profesion y definieron
el siguiente problema.

a) Definicion del problema.

Un cultivo de 2000 plantas de tomates es atacado por la mosca blanca (Bemisiatabaci)
Inicialmente ha afectado al 1 % de las plantas. La velocidad de propagacién de la enfermedad
no solo es proporcional a las plantas infectadas sino a las no infectadas, Si al cabo de tres dias

el porcentaje de infeccion asciende al 4%, jen cuantos dias se infectara el 100% de las plantas?

b) Buisqueda de la via de soluciéon

. d
La ley que gobierna a este problema es d—i = yo1y (1 — y) donde:

y: Plantas infectadas.

(2000 — y): plantas sanas

1yt Indculo, tasa de crecimiento de la enfermedad

Resolviendo la ecuacién diferencial de variables separadas, por el método de fracciones

ZOOOCe—ZOOOTMt

simple, se obtiene la solucion general y = T Co=2000TME luego, aplicando las condiciones

iniciales, se obtiene el valor de C y del coeficiente 7y;:

20 2080.4723t

f) = i otois0a7zse MODELO que también puede expresarse como:

o = 20,20
—__4+0.0101

£0.4723t

¢) Comprobacién del modelo

Tabla 1. Andlisis de los resultados del modelo.

Tiempo (t-dias) 0 3 15

Ne Plantas infectadas 20 80 1848
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20 2090.4723t
1+ 0.0101e04723¢

L | b
T T T T 1.4

10 15 20 25 30

f(t) =

Figura 3: Soluciones particulares del modelo

Tercera situacion

La UREA es un fertilizante que se aplica al suelo y provee de nitrégeno a las plantas,
pero también se disuelve en agua para aplicar a las hojas de las plantas, sobre todo a los
citricos y frutales.

a) Definicion del problema.
Se disuelven inicialmente 300 gramos de UREA en un tanque que contiene 800 Litros de
agua. Se bombea UREA liquida al tanque a razén de 2 Lt/min, Figura 4.

Figura 4: Disolucién de urea

Luego la disolucién mezclada adecuadamente se bombea fuera del tanque a razén de 3
Lt/min. Si la concentracion de la disolucion que entra al tanque es de 20g/Lt, determine la
cantidad de UREA que hay en el tanque en un instante cualquiera.

Solucion:

Como se observa en la figura 4, se trata de un problema de transporte de sustancia,
donde:
Y(t): cantidad de UREA en un instante t, C(t): concentracion de urea en un instante t.
La ley que gobierna a este problema se expresa:

Z—: = (v,¢;) — (vycy), donde:

vi¢y: Rapidez con que entra la sustancia
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v,C,: Rapidez con que sale la sustancia.

d_Y ( Rapidez con que ) _ ( Rapidez con que )

dt la sustancia entra la sustancia sale
dy R R
dt - 1 2

. 20g .
R, =V,C, = 2Lt/ mm.F = 40g/min

__ Cantidad de UREA

C, = 40)

cantidad total

. Se conoce que la cantidad de UREA es y(t), luego C, =

cantidad total

¢Cémo encontrar la cantidad total?

Es la cantidad que va quedando en el tanque en un instante t mas la cantidad que habia
inicialmente, es decir: cantidad total = (V; — V,)t + 800, luego:

_ Cantidad de UREA _ Y
27 cantidad total ~ 800 — ¢t

V2l2 = 3500 ¢

dY _ 40g Y

dt  min ~800—¢

Z—: + ﬁlf = 40 Ecuacién diferencial lineal Y' + p(t)Y = Q(¢t)

Resolviendo la EDL e introduciendo la condicion inicial, se tiene:

Y (t) = 16000 — 20t — 0,00003(800 — ¢)* MODELO

Figura 5: Solucion particular del modelo

Analisis del modelo
Parat =0, Y(0) = 16000 — 20.0 — 0,00003(800)® = 16000 — 15700 = 300g.

Para t = 30min, Y (30) = 16000 — 20.30 — 0,00003(770)3 = 15400 — 13695 = 1705g
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El tanque se vacia en: Y(800) = 16000 — 20.800¢ — 0,00003(800 — 800)3

Y(800) = 0

3.2 Evaluacion de los resultados

Se evaluaron los elementos relacionados con las dos primeras etapas de la modelacion
matematica, via ecuaciones diferenciales, puesto que es donde mas insuficiencias presentan
los estudiantes y por la existencia de software para la solucién de estos modelos.

e Definicién del problema y sus objetivos.

a) Motivacion hacia la solucion del problema.

b) Identificar la ley que gobierna al problema (en problemas de la profesion, regularmente, se
identifica la ley que gobierna al problema: leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia,
Economicas, entre otras)

c) Definicion del problema.

e Busqueda de la via para la construccion del modelo matematico.

d) Interpretacion: dividir el texto en partes ldgicas, traducir del lenguaje comun al
matematico, construccion de graficos auxiliares, esquemas l6gicos y extraer la informacion.

e) Establecer relaciones entre las partes y el todo: plantear hipoétesis, establecer vinculos
causales.

f) Busqueda de la via de solucién: establecer hipdtesis, relaciones, vinculos causales entre lo
que se pide, la informacion que se da. y los datos que hacen falta.

g) Concrecidn de la via de solucidn: ecuacion diferencial

Resultados obtenidos:

Tabla 2. Resultados del desarrollo de las habilidades.

Habilidades a b c d e f g

Aprobados 22 15 12 14 14 18 15

4. Conclusiones

Los resultados obtenidos en la presente investigacion permitieron llegar a las siguientes
conclusiones:

e El desarrollo de las habilidades basicas y elementales con relacion a las propiedades de las
potencias, de las funciones exponenciales y logaritmicas resulta un tema recurrente e
importante a la hora de construir un modelo matematico, via ecuaciones diferenciales, en
funcién del tiempo.

e La profesionalizacion del contenido de la ensenanza en la disciplina de matematica motiva
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a los estudiantes hacia el estudio de la misma.
A pesar de que la Modelaciéon matematica constituye un acto de creacion, la metodologia

aplicada demostr6 que se puede ensefiar a un nimero significativo de estudiantes a modelar

matematicamente.
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Resumen

Los cursos y libros llamados de Precidlculo no suelen incluir entre sus temas, aquellos rela-
cionados directamente con los que se tratardn a posteriori en un curso de Calculo propiamente
dicho (limites, derivadas, integrales, series, entre otros). Este articulo pretende romper con di-
cha tradicién, introduciendo un concepto que hemos dado en llamar Derivada Discreta, para
pasar a estudiar luego sus propiedades y consecuencias mas importantes, como el estudio de
la monotonia de una sucesion real.

Palabras Clave: Derivada discreta, Sucesion real, Sucesiones mondtonas, Céalculo infinitesi-
mal.

Abstract

Precalculus courses and books do not usually deal with topics directly related to the ones
that are to be dealt with later in a Calculus course (limits, derivatives, integrals, series, among
others). This work aims at breaking such tradition by introducing a concept that has been
called Discrete Derivative and by studying its most important properties and consequences,
such as the monotonicity of a real sequence.

Keywords: Discrete derivative, Real sequence, Monotonic sequences, Infinitesimal calculus.

Introduccion

Los libros (y cursos) llamados de Precidlculo suelen incluir tépicos referentes a generalidades
sobre funciones reales de variable real, estudio de las propiedades particulares de las funcio-
nes polinémicas, racionales, exponenciales, logaritmicas, etc., en el entendido de que dichos
conceptos son prerrequisitos para poder abordar un curso tradicional de calculo, donde los
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conceptos que en estos se suelen desarrollar incluyen limites de funciones reales de variable
real, derivadas, integrales, series, entre otros. Sin embargo, los cursos de Precédlculo no suelen
introducir nociones referentes a los conceptos que mas tarde se desarrollaran en un curso de
Calculo propiamente dicho.

En este sentido, el programa oficial de la asignatura Matematica II de 2do afio de Bachillerato
- Diversificaciéon Cientifica de Educaciéon Secundaria de Uruguay (donde los estudiantes rondan
los 17 afios de edad) ha sido un intento para que esto no suceda. Por ejemplo, en dicho programa
se desarrollan conceptos tales como limites de sucesiones reales de variable natural, cdlculo
del drea bajo la gréfica de una funcién polinémica no negativa en un intervalo [a,b] a través
del método de exhaucién y limite de la suma de los # primeros términos de una progresion
geométrica, intentando aproximar a los estudiantes a los conceptos de, respectivamente, limites,
integrales y series que tratardn en el préximo curso de Calculo.

Ademas, dicho programa nombra “timidamente” el concepto de monotonia de una suce-
sién, donde los libros de texto suelen hacer referencia mediante pocas lineas, definiendo lo que
se llamara sucesién monétona (creciente, decreciente, estrictamente creciente y estrictamente
decreciente). Este concepto, que podria aproximar a los estudiantes al concepto de derivada de
una funcién real de variable real y sus aplicaciones, no suele desarrollarse en profundidad por
los profesores y, como ya se dijo, por los libros de texto relativos a dicho curso.

En muchos casos, el tratamiento que hacen muchos docentes se resume en realizar un tra-
bajo como el siguiente: Supéngase que se desea probar que la sucesion real de variable natural
(an) :a, = %H es estrictamente decreciente. Esto es, como se definird mds adelante, probar que
ay41 < a, Vn, n € IN entonces se procede a plantear la siguiente cadena de equivalencias:

Ap1 < p <=
1 1
D+l nrl "
1 1
R IR
n+l<n+2&
1<2

Como la ultima desigualdad es cierta, la primera lo es, y, por tanto, la sucesion (a,) efecti-
vamente es decreciente en forma estricta.

Es claro que este procedimiento, por mas vélido que sea, limita las posibilidades de los tipos
de sucesiones con las que se puede trabajar.

Es por todo lo expuesto antes que, en las préximas paginas, intentaremos, por un lado, de-
finir conceptos bésicos necesarios como el de sucesion real y operaciones con sucesiones reales
(de las cuales hemos decidido excluir la composicién debido a la necesaria exigencia de que una
de las sucesiones tome tinicamente valores naturales), para luego pasar a definir el concepto de
sucesiéon monétona y un concepto central en la teoria a desarrollar que llamaremos derivada
discreta.

Como el lector conocedor de un curso de Célculo infinitesimal tradicional notar4, las herra-
mientas teéricas que aqui desarrollaremos son minimas, pero no por ello muy potentes. Ade-
maés, la ventaja que encontraremos, comparando con el desarrollo del concepto de derivada de
una funcién real de variable real es que, en forma simultdnea a que se desarrolla la definicién
y propiedades del concepto de derivada discreta, también podremos ir observando sus aplica-
ciones al estudio de la monotonia de una sucesién, algo que no sucede tradicionalmente en un
curso de Calculo diferencial tipico.

Espero que las proximas paginas permitan introducir a sus estudiantes a través del fantésti-
co mundo del cdlculo con infinitesimales, pasando antes por el cilculo de las diferencias finitas.
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2. La Derivada Discreta de una Sucesion Real

Definicién 2.1 Llamaremos sucesién real a toda funcién de dominio IN y conjunto de llegada

Observaciéon 2.1

» Cuando sea necesario, denotaremos por IN* al conjunto IN\ {0}.

En general, llamaremos simplemente sucesiones a las sucesiones reales.

A las sucesiones las representaremos por (ay), (bx), (cx), etc.

A la imagen de un nimero natural 7, a través de una sucesion (a,), la representaremos
con 4, y le llamaremos término n-ésimo o término enésimo.

Sean (ay) y (by) dos sucesiones cualesquiera, definimos las sucesiones suma, diferencia,
producto y cociente de aquellas dos, respectivamente como:

1. (Sn) :sp = ay + by
2. (dy) i dp = an — by
3. (pn) : pn=an by
4. (cn):cn:%conbn;&OVn,nelN

» Llamaremos representacion grdfica de la sucesion (a,) al conjunto de puntos de coordena-
das (n,a,) conn € N.

Ejemplo 2.1 Representar grdficamente la sucesion (a,) siendo a, = n*> — 6n + 8.

Comencemos realizando una tabla de valores:

n|0]1]2] 3 |4 7181910
a, ||813]0| —=1|10[3|8|15|24 35|48

Q1
(o)}

Ahora representamos en un sistema cartesiano plano los puntos de coordenadas (1, a,) que
surgen de la tabla anterior, como se observa en la Figura 1.

mondtona creciente
monoétona creciente en sentido estricto
monotona decreciente
mondétona decreciente en sentido estricto

Definici6n 2.2 Diremos que una sucesion (a,) es

Ap+1 2 Ay
Apy1 > An
A1 < ay
Apt1 < an

si Vn, n € N.

Observacion 2.2

» Cuando se cumpla una de las cuatro condiciones anteriores, diremos que la sucesién (a;)
es mondtona. En caso contrario, diremos que la sucesion (4, ) no es monétona, como sucede
con la sucesién del Ejemplo 2.1 ya que, por ejemplo, a3 = —1 < 0 = ap peroag = 0 >
—1= as.
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Figura 1. Representacion grdfica de (ay) siendo a, = n> — 6n + 8

= Cuando una sucesion (4, ) sea mondtona creciente y decreciente en forma simultanea, di-
remos que la misma es constante. Esto es, a,11 = a, Vn, n € IN o, su equivalente, existe
k € Rdemodo quea, =k Vn, n € N.

Ejemplo 2.2 Representar grificamente cada una de las sucesiones dadas a continuacion por su tér-
mino enésimo:

—_

a, =n%+1.

2. by =4—n>

3. cp=n*—n+1.

4. dy, = —n® +6n>—11n +5.
5. fn=23.

Comenzamos realizando una tabla de valores para cada una de las sucesiones dadas:

n|0(1}2/3]4|5|6|7[8|9]10
ap [|112(5(10]17 26|37 |50 | 65| 82| 101

=

o
—_
N
(O8]
>~
1
[o))
N

8 9 10
b,||4]3|0|—-5|—-12| —-21|—-32| —45| —60 | =77 | —96

n|0/1|2/3|4|5]|6|7 8|9 |10
cp |11 131713121 |31|43(57|73]091
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do |5 -1|-1|-1|-7|-25| —61 | —121 | —211 | —337 | —505

Ahora representamos graficamente las distintas sucesiones, como se observa en la Figura 2.

Notemos lo siguiente:

= a1 > ag, ap > ay, a3 > ap, etc,, lo que nos motiva a conjeturar que la sucesiéon (ay) es
monétona creciente en sentido estricto, lo cual podremos demostrar con las herramientas
que desarrollaremos més adelante.

» by < by, by < by, bz < by, etc., lo que aparentemente muestra que la sucesién (by,) es
mondétona decreciente en sentido estricto.

= ] = (g, Cy > €1, C3 > €y, €4 > C3, etc., lo que motiva a pensar en que la sucesion (cy,) es
monétona creciente, pero no en forma estricta.

wdy < dy,ds =dy =dy,dg <ds, ds < dy dg < ds, etc., por lo que pareciera ser que la
sucesion (d,) es monétona decreciente, como podremos demostrar mds adelante.

» fo=fi=fo=f3=...,porloque (f,)es constante. Esta sucesion es monétona creciente
y también es mondtona decreciente. Esto ocurre con cualquier sucesién constante.

Definicién 2.3 Sea (4, ) una sucesion cualquiera, llamaremos sucesion derivada discreta (o sim-
plemente derivada discreta) de la sucesion (a;) a la sucesién que anotaremos (Aay) y que viene
dada por

def
Aay = ayyq — an

Observacion 2.3

= Este concepto coincide con el de diferencia de una sucesién. Hemos optado por la expre-
sién “derivada discreta” pues su signo nos permitira decidir si una sucesién es monétona
ono lo es (ver el Teorema 2.1).

» Es importante remarcar que la derivada discreta de una sucesion (a,) es otra sucesién
(Aay) cuyos términos Aa, representan la diferencia entre el término (17 4+ 1)—ésimo y el
término n—ésimo de la sucesion (a;).

Ejemplo 2.3 Sea la sucesion (ay,) dada por a, = n?, calcular el décimo término de la derivada dis-
creta (Aay) e interpretar grdficamente el resultado obtenido.

Por definicion, el décimo término de la derivada discreta (Aay, ) es la diferencia entre a1 y
ai1p, O sea,
ap1 — ajp = 112 — 102 = 121 — 100 = 21

El resultado que acabamos de obtener lo podemos interpretar en la Figura 3, donde los pun-
tos en color rojo pertenecen al grafico de (a,,) y el punto azul, de abscisa 10, pertenece al grafico
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(b) (by) : by = 4 — n?

d,

(d) (dy) :dy = -1 +6n*> —11ln +5

n

@ (fu): fu =3

Figura 2. Representacién grifica de cada sucesién del Ejemplo 2.2

an
[ ]
[ ]
L ]
L]
L]
L]
L ]
L]
L]
(@) (an) s an =n*+1
Cn
[ ]
[ ]
[ ]
L ]
[ ]
[ ]
]
- [ ]
() (cn)icn=n*—n+1
fII
]
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Figura 3. Interpretacién grdfica del resultado obtenido en el Ejemplo 2.3

de (Aay,). Notese los tres segmentos en color verde, todos de longitud 21 unidades.

monodtona creciente
mondétona creciente en sentido estricto
mondétona decreciente y
mondtona decreciente en sentido estricto

Teorema 2.1 Una sucesion real (a,) es

Aa, >0
Aa, >0
Aa, <0
Aa, <0

solo si Vn, n € N.

Demostracién: Demostraremos el primer caso. Los restantes se prueban de forma analoga.

(ay) es mondtona creciente < 4,41 > a, Vu,n € N & ay1—ay, > 0Vn,n € N &
Aa, > 0Vn, n e N.

Observacién 2.4 El teorema anterior nos indica que, para estudiar la monotonia de una
sucesion, basta con analizar el signo de su derivada discreta. Es por ello que, a continuacién,
determinaremos la derivada discreta de algunas sucesiones particulares, estudiaremos el signo
de algunas de ellas e interpretaremos gréficamente algunos de dichos resultados.

Teorema 2.2 La derivada discreta de cada una de las sucesiones de la primera columna de la
Tabla 1, son las que lucen en la segunda columna, respectivamente.
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Tabla 1. Derivada discreta de algunas sucesiones particulares

Sucesion (a,) dada por

Derivada discreta (Aay,) dada por

a, =k (keR) Aa, =0
ay, =n Aa, =1
a, = n? Aa, =2n+1
a, = nd Aa, =3n® +3n+1
_ 1 _ -1
In = 731 Atn = Gy n2)
a, =e" Aay, =e"-(e—1)
ap =In(n+1) Aa, =1In (1+%+1>
ap = (—1)" Aay = =2 (=1)"
_ _ 1
an = /n My = T
a,=An+B (A #0) Aay, = A

ay = An®> +Bn+C (A #0)

Aay, =2An+ (A+B)

an = An® +Bn>+Cn+D (A #0)

Aa, =3An?+ (3A+2B)n+ (A+B+C)

a, = sgn.(n), es decir, signo de n

Aa, =1 —sgn.(n)

Demostracion:
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1.
Aay =,y — ay
=k—k
=0
Este resultado nos indica que si una sucesion es constante, no existe incremento en el valor
de sus términos.
2.
Aay, = Ap+1 — Aan
=mn+1)—n
=1
Como 1 > 0, la sucesion (an) : a; = n es mondtona creciente en sentido estricto y térmi-
nos consecutivos de la misma difieren siempre en 1 unidad.
3.
Aay, = Ap+1 — dn
= (n+1)>—n?
=n?+2n+1—n?
=2n+1
Como n > 0, entonces 2n > 0 por lo que 2n+1 > 0Vn, n € N. Luego, (a,) : a, = n? es
mondtona creciente en sentido estricto.
4,
Aay = An+1 — an
=(n+1)°-nd
= +3n2+3n+1—n’
=31 +3n+1
Un andlisis similar al anterior nos permite concluir que (ay) @ ap = n® es monotona cre-
ciente en sentido estricto.
5.
Aay = An41 — an
_ 1 1
S (n+1)+1 n+1
1 1
T n+2 n+1
_n+1—(n+2)
(n+1)(n+2)
_ -1
(n+1)(n+2)
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1

1 es mondtona decre-

Aqui es facil ver que Aa, < 0Vn, n € N, por lo que (ay,) : a, =
ciente en sentido estricto.

Interpretemos graficamente el resultado anterior, como se puede apreciar en la Figura 4.
Notese que Aa, < 0Vn, n € IN pues la sucesion (a,) es estrictamente decreciente. Los
puntos en color rojo pueden obtenerse a partir de los de color azul, como ya se indicé en
la Figura 3.

1
| TL_n+1
e ° Y ® ® LJ L L4 n'
—1
Aan:
! (n+1)(n+2)

1

Figura 4. Representacion grdfica de (a) : an = ;37

y su derivada discreta (Aay,)

6.
def
Aay = a,11 —ay
— en+l — el
=e"-(e—1)
Como ¢ > 1, entonces es e —1 > 0. Luego, por ser " > 0Vn, n € IN, la sucesién
(an) : a, = e" es monotona creciente en sentido estricto.
7.

def
Aay = An+1 — Aan
=In((n+1)+1) —In(n+1)

—In ((”+1>+1>

n+1

1
—1n<1+n+1>
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Como n > 0, entonces es n 4+ 1 > 0 y también es %H > 0. Luego, por ser 1 + %H >1,es

In (1 + n%rl) > 0. En conclusion, la sucesién (ay,) : a, = In(n + 1) es monétona creciente
en sentido estricto.

8.
Aay = An41 — dn
= (1) (-
= (1" (-1-1)
= 2. (-1)"
Notese que Aa, = —2sin € IN, conn par, y Aa, = 2sin € IN, con n impar. Esto nos in-
dica no sélo que (a,;) no es monétona, sino que a,, y 4,41 difieren en 2 unidades Vn, n € IN.
9.

Aay = ay4q — an

Y S
_ (Vn+1-n) (Vn+1+/n)
B Vn4+1+/n
_ (n+1)—n
B ER TN
1
T Vntltn

Es claro que Aa, > 0Vn, n € N. Luego, (a,) : a, = \/n es monédtona creciente en sentido
estricto.

10.

def

Aay = ay4q — an
=A(n+1)+B— (An+B)
=An+A+B—-An—B
=A

Este resultado nos indica que el signo de A informard si (a,) : a, = An + B es monétona
creciente en sentido estricto (cuando A > 0) o si la misma es monétona decreciente en
sentido estricto (en caso que A < 0).

11.

def
Aan:anJrl_an
An+1)?+B(n+1)+C— (An* +Bn+C)
=A(n*+2n+1)+Bn+B+C— An*> —Bn—C

= An*+2An+A+Bn+B+C—An* —Bn—C
=2An+ (A+B)
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12.
Ay = ay4q — ay
=A(n+1°+B(n+1)*+C(n+1)+D — (An® +Bn* +Cn + D)
=A(n®+3n*+3n+1) +B(n* +2n+1)+Cn+C+D — An®> —Bn®> —Cn— D
= An® +3An* +3An+ A+ Bn*+2Bn+B+Cn+C+D— An®> —Bn?> —Cn—D
=3An*+ (BA+2B)n+ (A+B+C)
13.

def

Aay = a1 —ap
=sgn.(n+1) —sgn.(n)
=1—sgn.(n)

Notemos aqui que Aa, > 0Vn, n € IN, por lo que la sucesion (a,) : a, = sgn.(n) es mo-
nétona creciente, aunque no lo sea en forma estricta.

Teorema 2.3 La derivada discreta de una suma, diferencia, producto o cociente de sucesiones
viene dada respectivamente por:

A) A(an+by) = Day + Aby,.
B) A (an —by) = Aay, — Aby,.
C) A(ay-by) = (Aay) -byi1 +an - (Aby).

D) A(Z—’;) = (Bn) bu—an(Abu) oy £ 0V, 1 € N.

bn'bn+1

Demostracion:

A)

f

A (an + bn) = (an+1 + bn+1) - (an + bn)
= (an+1 - an) + (bn+1 - bn)
= Aan ‘|— Abn

Una consecuencia de esta propiedad, por ejemplo, es que si (a,) v (by) son dos sucesiones
monotonas crecientes, también lo serd la sucesién suma de aquellas dos.
B)

A(an —bn) = (4451 — buy1) — (an — by)
= (an11 —an) — (bpy1 — bn)
= Aa,, — Ab,
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0

A(ay - by) & Ayy1 by —an - by

Apg1 - bppr —an - by—ay - by +ay - by
= (an+1 - an) : bn+1 +an - (bn+1 - bn)
= (Aay) - bys1 +a, - (Aby)

Una forma equivalente:

A (an - by) = Api1 - byp1 —an by
=apq1 - byp1 —an -bp—ay 1 by +ay1 by
= (ap41 —an) - by + ayi1 - (b1 — by)
= (Aay) by + a1 - (Aby)

Caso particular donde uno de los factores es una sucesién constante (2, = kVn, n € IN con
k € R):

A(k-by) Zk-byy1 —k-by
=k (bpy1—bn)
= k- Ab,

D)

A <an) df i1 An
bn bn+1 bn

_ Opy1 by —an - anrl

by - bn+l
_ Ap41- by —an - by1—an - by +ay - by
B by - bn+1
- (an+1 - an) by —ay - (bn+1 - bn)
B by - bn+1
_ (Aay) by —ay - (Aby)
by - anrl

Una forma equivalente:
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An \ def Apt1 an
Al — | = - —
b, byi1 by

_ py1 by —an by

bn . bn+1
_ Opy1- by —an - bpy1—ay41 - by + app1 - by
B bn : bn+1
_ (anJrl — an) ) anrl —Apy1 (bn+1 — bn)
B by - bn+1
(Aan) - bygq — apiq - (Aby)

bn : bn+1

Observacién 2.5 Notese que, para los casos del producto y el cociente de sucesiones, hemos
encontrado dos expresiones para las respectivas derivadas discretas. A priori se podria pensar
que las mismas no son equivalentes, sin embargo lo son.

Ejemplo 2.4 Estudiar la monotonia de la sucesion (d,) tal que d,, = —n> + 6n> — 11n + 5. En caso
de existencia, se deben indicar los términos de la sucesion que son iquales para valores de n consecutivos,
y su valor.

Utilizando los Teoremas 2.2 y 2.3 se tiene que:

Ady = & (—n®+6n® —11n+5)
= A (=n®) + 4 (6n7) = A(11n) + 4 (5)
- A (n3) +6A (nz) — 11A (n) + A(5)
= — (32 +3n+1) +6(2n+1) —11-1+0

=32 -3n—-1+12n+6—11
=32 +9m—6

No es dificil encontrar que la expresion hallada para Ad, se anula cuandon = 1on = 2,
por lo que
Ady, =-3(n—1)(n—-2)

Ahora notemos que:
m Sin =0, entonces Ad,, = —6 < 0.

» Sin=10n =2, entonces Ad, = 0.

= Sine€Nconn >3, entonces Ad, = -3 (n—1)(n—2) <0
SN e — N——
<0 >0 >0

Luego, Ad, < 0Vn, n € N. Esto es, (d,) es monétona decreciente (no en forma estricta).
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De que Ad;, = 0 cuando n = 1 se deduce que d111 —d; =0, 0o sea, d; = d».
De que Ad,, = 0 cuando n = 2 se tiene que dy 1 — dy = 0, es decir, dy = ds.

En resumen, d; = dy = d3 = —1 (este tltimo valor puede obtenerse calculando d;).

3. Ejercicios

1. Estudiar la monotonia de cada una de las sucesiones reales de variable natural (a,) da-
das a continuacién por su término n—ésimo. En caso de existencia, se deben indicar los
términos de (a,) que son iguales para valores de n consecutivos, y su valor.

a) a, =2n — 6.

b) a, =5—n.

) a, =9 —n?.

d) a, =3n*—3n+3.

e) ay =192 — 107n + 18n> — nd.
f) an = 5061 — 3912 + nd.

_ 11—
8) an = ;75

__ 4n-8
h) an = 57

2. a) Considera la siguiente tabla:

Tabla 2. Resultados para resolver la parte a) del ejercicio 2.

an =n@® =nn-1) Aa, =2n

1, =n® =n(n—-1)(n-2) Aa, = 3n2)

i, =n® =n(n—-1)(n-2)(n-3) || Aa, = 4n®

n2=n® 4n

n3=n® 4312 4 n

nt=n® +6n0 + 70 45

Los tres primeros resultados son similares a los que verdn en derivadas de funciones
reales de variable real; los dos que le siguen sirven para verificar los resultados de
los casos 3 y 4 de la Tabla 1 y el Gltimo es ttil para calcular An*.
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Justifica la segunda columna y generaliza los tres primeros resultados.

b) Estudiar la monotonia de cada una de las sucesiones reales de variable natural (a;)
dadas a continuacién por su término enésimo. En caso de existencia, se deben indicar
los términos de (a,,) que son iguales para valores de n consecutivos, y su valor.

1) a, = n* — 3013 4 263n% — 234n.
2) a, = 578n — 657n% + 82n% — 3nt.

3. En la Figura 5 se da la representacion grafica de una sucesion (a,). Representa grafica-
mente en el mismo sistema cartesiano la derivada discreta de dicha sucesion. ;Es (ay)
monotona? Justifica tu respuesta.

Figura 5. Representacién grdfica de (ay)

4. Enla Figura 6 se da la representacion gréfica de la derivada discreta de una sucesion (a;).
Representa graficamente en el mismo sistema cartesiano a dicha sucesion. ;Es (a,,) moné-
tona? Justifica tu respuesta. No6tese que el punto en color rojo pertenece a la representacion
grafica de (ay).

5. Informar el término enésimo de una sucesién polinémica de grado 3 que sea mondtona

decreciente y tal que a; = ag = a9 = 10.

6. Estudiar la monotonia de la sucesién (a,) siendo:

a) a, =n-e™.

b) an:$.
n
©) an = rier-
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Aay,

(0, a0)t t

Figura 6. Representacién grdfica de (Aay)

4. Conclusiones

En Uruguay, no existe evidencia de alguna experiencia docente de implementacién del con-
cepto de derivada discreta que se abord¢ a lo largo del presente articulo, a nivel de Bachillerato.
Es por ello que el presente trabajo es una invitacién a los docentes para que trabajen dicho con-
cepto con la intencién de evaluar si dicha experiencia previa al abordaje de un curso de célculo
diferencial tradicional, redunda en una mejora de los aprendizajes en matematica de sus estu-
diantes.

Si bien existen muy pocos intentos a nivel internacional para el tratamiento del concepto de
derivada discreta, los mismos se centran en aspectos mas técnicos que didacticos, y no hay tam-
poco indicadores de los logros que los estudiantes de un curso de calculo infinitesimal clasico
puedan haber adquirido a través de la introduccién del concepto de derivada discreta que nos
ha convocado en el presente material.
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Abstract

This paper presents the students' perceptions about the implementation of a teaching
proposal, based on the application of mathematics, in particular linear algebra applied to
fractal antennas. The didactic interest in Fractal Geometry is recent, constituting a relevant
problem, due to its enormous application possibilities. This geometry, very different from
the Euclidean geometry, has not yet been widely addressed in Mathematics Education,
although it is proposed in the curricula. We applied a 20-item survey to 26 students of a first
year of engineering career, to gather their opinions. It was found that engineering students
increased their motivation and took advantage of the potential of the proposal, by
experiencing mathematics in engineering situations such as fractal antennas.

Keywords: mathematics in context, linear algebra, Fractal Geometry, multi-band antennas,
engineering students.

1. Introduction

This work is part of a teaching and learning model that is being promoted by the
Universidad Catdlica del Uruguay, which involves the development of transversal abilities in
students through interdisciplinary activities. One of the thematic axes in the so-called Strategic
Plan 2019-2021 is: "Excellence in interdisciplinary and transversal learning, facing a disruptive
world" (p.3), within which the priority objective is to achieve transversal curricular integration
of the different programs of the courses.

Traditionally, mathematics teachers in engineering programs tends to transmit knowledge
with calculations that already exist in textbooks, solving problems with the students that knows
and repeats the shown method even if there is no creation on their part (Mendible, 2007). It

should be noted that, in the training of future engineers, the study of formal mathematics is not
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an objective in itself, although they need to mathematize problems. This generates a cognitive
conflict in the student who, in general, faced mathematics and engineering separately during

his career (Camarena-Gallardo, 2009).

In this sense, it was proposed to teach some elements of Fractal Geometry (from now on
FG) in two different subjects courses for university Engineers: in an introductory research
project for the Industrial Engineering career, and in a linear algebra course for the second year
of various Engineering careers (computer science, electronics, food, and audiovisual) at the
Faculty of Engineering and Technology. In both cases, an activity was proposed that was
developed with a different modality in each case, and consisted of the design, implementation
and operation analysis of an antenna based on the fractal Sierpinski triangle. The design of the
activity was carried out by professors from the Engineering Department and Exact and Natural

Sciences Department.

In this work, the complete teaching proposal is presented, emphasizing those activities
related to linear algebra, and the perception of students when addressing cross-curricular

integration in a mathematics course is analyzed.

2. Framework: Math in context

This work focuses on the teaching-learning processes that occur when students face
mathematics through its applications. This requires the development of an ability known as
mathematical modelling, that is the creation or use of mathematical models when solving

problems in context (Blum & Niss, 1991).

One of the educational objectives for the engineering students is to provide them with
conceptual and functional tools that helps incorporating mathematical modeling as a cyclical
process when solving an application problem (Mendible, 2007). An applied problem in
mathematics is framed in a situation or context of the real world, as well as the questions that
links mathematical concepts with said situation (Blum, et al., 1991). The implementation of this
type of problems not only develops mathematical and modeling skills, but also generates
greater interest in the subject and promotes diversified thinking in students (Alsina, 2007).

The theory called "Mathematics in the Sciences Context”, is based on three main
assumptions: mathematics is a tool in science and an educational subject, mathematics has a
function specific to each level of education, and knowledge must be considered integrated (not
fragmented) (Camarena-Gallardo P, 2009). Regarding the student's own activity, the objective
is for them to be able to use mathematical knowledge in other areas that require it in their

professional field.

One of the focuses of electronics has been miniaturization (Moore, 1965), and antennas have
not been the exception. Effort is being devoted to making them small and to operate at different
frequencies. Its structure must therefore include different sizes, and it must make efficient use

of the space it occupies. It is pertinent to think that the antennas designed with FG can
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contemplate these characteristics: be multi-band (due to the self-similarity property) and very

small (infinite lengths in finite areas).

FG was born in a context that gives great importance to geometry and visual mathematical
analysis of real and concrete situations (measuring the shores of a country), in particular it
began by studying aspects of nature. In other words, FG is naturally gifted for this approach to

mathematics in the context of science.

2.1 Why Fractal Geometry in linear algebra?

In the field of mathematics teaching, FG is recognized for its potential to study and/or
recover many mathematical notions, and for the great number of applications it has. However,
an analysis of the researches that propose its teaching in high school and first years of university
(Artigue, Fanaro & Lacués, 2021), showed that the way in which this geometry is taught is by
making reference to the visual, and its aesthetic aspect. This way offers very few possibilities
for a student to interact with these mathematical objects, without going further than calculating
areas, perimeters, and fractal dimensions in very specific cases. Thus, for example, certain
geometric shapes obtained in a fixed number of iterations are presented and introduced as a
"fractal" without establishing that the fractal is the limit figure of that iteration.

FG studies geometric objects that are the product of iterating a procedure, either geometric
or algebraic infinitely. There was (and still is) much controversy within mathematics itself about
how to define these objects. The term fractal, from the Latin "fractus" (adjective meaning
interrupted or irregular) was introduced by the mathematician Benoit B. Mandelbrot in 1975
(Dyson, 1978), who observed that nature is so complex that the Euclidean Geometry (EG) is not
enough to study it, as in the case of natural forms such as a cloud, a mountain, or the coasts of
countries.

In this way, FG allows us to describe a large part of the world around us, establishing
mathematical models to study irregular and fragmented forms of nature, considering them as
complex structures based on the repetition of simpler structures. There are several disciplinary
fields that uses FG: medicine, geology, physics, technology, among others, and, in all of them,
FG explains issues that EG does not reach (Fusi & Sgreccia, 2020).

In accordance with the strategic plan mentioned above and with the Syllabus of the linear
algebra course taught in the different careers offered at the university, it is proposed to use the
potential of FG to study fractal antennas.

An interesting starting point is to consider that fractals are figures, whose main
characteristics are self-similarity and the intervention of two fundamental parameters that
define the other key concept, that of fractal dimension: the number of parts into which the object
is divided and the size of those parts (Castilblanco Hernandez & Montana Paez, 2018). Thus, it
is assumed that there are two elements that characterize the FG: self-similarity and dimension,
in this case called fractal dimension.

The property of self-similarity is not fulfilled in the same way in any fractal, there are
different types of self-similarity according to the number of points in which the presence of
identical copies of itself can be appreciated (Artigue, et. al, 2021). But, if one is looking for a
mathematical formulation of self-similarity that can be addressed in a linear algebra course, it
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is necessary to refer to the concept of similarity of EG to study those fractals that possess self-
similarity of the strict type.

A similarity transformation in the plane is defined as a function of the plane in the plane
obtained by composing a homothety with an isometry (rotation, translation or symmetry); these
geometric transformations are studied in the linear algebra course from a matrix point of view
and as linear transformations as well. For the study of fractals, these transformations must be
contractive with a homothety ratio between zero and one, so that when applied they reduce the
distance between any two points of the image figure.

These transformations must be applied iteratively, constituting a System of Iterated
Functions (SIF). With the SIF mathematicians achieved a unity in such diversity, defining
geometric transformations of the plane in the plane through affine transformations in a matrix
form (Rubiano, 2009) using linear algebra resources.

A SIF must account for the transformations that are applied to the original figure called
seed. It must provide the necessary information regarding the number of transformations that
compose it and their characteristics, such as: the homothety ratio or contractivity ratio, the
relative positions with respect to the seed, and their translation or rotation, the order in which
they are applied.

Regardless of the original figure or seed, the limiting behavior of the SIF guarantees that
each fractal algorithm gives rise to one limiting figure, and only one (Pérez Medina, 2007).
Therefore, each set formed by similarity transformations defines a fractal image called SFI
attractor, which always exists and is unique (Moreno-Marin, 2002). This aspect endows fractals
with the property of strict self-similarity (Pérez Medina, 2007).

In the linear algebra course and in the classic texts of this subject, the concept of dimension
is traditionally defined as the number of vectors that a basis of a certain Vector Space presents
(Grossman & Flores-Godoy, 2019), that is, the extension of the concept of Euclidean dimension.
In the case of the concept of dimension referring to fractal figures, an elementary construction
for the self-similarity dimension, applicable to fractals with strict self-similarity, is the
following: consider a straight line, a square and a cube (figures with Euclidean dimension one,
two and three respectively). Each of the sides of the three figures is divided by a random
number, take for example by four, i.e. in ratio r=1/4. Let N be the function that counts the
number of congruent subsets as a function of 1/r when performing this division. For example,
in the line N(4)=4 segments, or 4; in the square N(4)=16, or 42, and in the cube N(4)=64, or 4%. The
same construction can be performed if we change the ratio, in general, if r=1/k, we will obtain
in each object, N(k)= k! segments, N(k)= k? squares and N(k)= k® cubes (Peitgen, Jiirgens &
Saupe, 2004) (Figure 1).
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4 units

4 4
16 square units 64 cubic units

Figure 1. Self-similarity dimension with reason r=1/4. Source: Peitgen, et., al.

Considering the above, and from the knowledge we have of the Euclidean dimension, it can
be established that the self-similarity dimension is the power d to which the similarity factor k
must be raised. Starting from this idea, it is postulated that it is also valid to apply it for example,
in the Koch Curve since it possesses strict self-similarity and therefore can be divided into
congruent figures. Thus, if =1/3, then N(3)=4, and therefore 4=34 from which it follows that
d=log4/log3 (Binimelis, 2017).

Although this reconstruction is the most used when teaching fractals, the proposal
adopted a definition that does not require support in the EG and that involves the number
of congruent parts into which each iteration of a fractal can be divided, and the similarity
factor of each of these parts with the seed (Artigue, et. al, 2021).

3. The proposed activities and their implementation with linear
algebra students

The linear algebra course developed in 2021 had a duration of one curricular semester (4
months), with distance modality due to the COVID-19 pandemic. It included a group laboratory
practice to build a fractal antenna. The total number of students who participated was 26.
Throughout the course, activities related to the FG that were proposed, are summarized in Table
1.

Table 1. Teaching activities

Name of the activity Instruction Goal
1. Videos about fractal antennas Study a video about fractal antennas | Introduce the mathematical concept
and identify their main advantages. | of fractal and its characteristic
- - - - properties.
2. Mathigon Interact with the Mathigon website

and carry out all the activities that
are proposed in the book.

3. Construction in GeoGebra Design in GeoGebra the fourth | Identify the geometric
iteration of the Cantor Set and | transformations necessary for the
Sierpinski Carpet fractals. construction of fractals. Determine
these transformations in matrix
form. Use the command
ApplyMatrix in GeoGebra.
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4. Self-similarity and Dimension

Use the definition proposed in the
course notes of strict self-similarity
and fractal dimension

Mathematically justify the strict self-
similarity and the dimension of a
fractal.

5. Design of a fractal antenna

Design in GeoGebra a fractal
antenna based on the Sierpinski

triangle given certain parameters.

6. Construction of a fractal antenna

Build the antenna in a printed circuit
on a copper plate.

Use transformations,
ApplyMatrix command or create

geometric

new tool to design in GeoGebra a
fractal antenna based the

Sierpinski triangle.

on

7. Study of the behavior of the built
antenna

Use
analyze antenna behavior

software-defined radios to

Measure the characteristics of the
designed antennas by using software

defined radios (SDR) available in the
Engineering Department.

The third activity was proposed after having dealt with matrix operations. Worked with
matrix transformations, associating the geometric transformation and the corresponding
matrix. The MatrixApply command in GeoGebra was used in some cases, in others the
possibility of creating a “new tool”. This provided the kick-off to determine the corresponding
SIF for the Sierpinski triangle (Figure 2).

B

\ a=2

£, @

AR SO S)

Figure 2. GeoGebra design of the antenna based on the Sierpinski triangle, production made by a student.

The sixth activity is based on the design and implementation of fractal antennas for UHF
band, using the Sierpinski triangle (Sandoval & Vire, 2008). Although the size of the antenna is
specified, it was modified and adjusted to the size of the copper substrate available in the
electronics laboratory (10cm by 10cm), once the design was ready and the scales were verified,
proceeded to the creation of the antenna. For this it was necessary to have the specific materials,
which were: a plate, scissors, markers, copper board, acetate sheet and ferric acid. With these
materials, the design was printed on the acetate sheet to pass through heat with iron to the
copper plate (homemade sublimation process). Markers were used to re-mark the design in case
the transfer had any details. Next the copper board was placed in a container with Ferric acid
to remove the areas of copper that were not part of the antenna. The antenna connector was
assembled with a numeric milling machine, in order to make the necessaries holes, then the
connector was welded with tin to achieve electrical connection (Figure 3 shows the procedure
performed by one of the groups).
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Figure 3. Antenna constructor procedure by students.

As last activities, the implemented antenna was measured using a HackRF software defined
radio (Great Scott Gadgets) (Figure 4). The actual results were far from the expected most likely
because of the rudimentary way the antennas were built. This is not an issue, this is not an
Applied Electromagnetic or Antennas Design course, is just an excuse in the algebra course in
order to achieve the predefined learning result or abilities.

Figure 4. Experimental setup using HackRF software.

4. Methodology

The objective of this work is to analyze the perception of the potentiality of the proposal to
learn FG in a transversal way with the construction of antennas, by students of various
engineering careers. To achieve this objective, the following question is formulated:

Is the mathematical-didactic potentiality of the proposal on FG perceived and developed
by engineering students of linear algebra course?

Understanding the didactic-mathematical potentiality of the proposal as the possibility of:

e contributing to learning the concepts of self-similarity and dimension, as well as in the
mathematical description of a fractal,

e positively valuing the use of technological tools such as applets, GeoGebra, videos and
interactive sites among others,

e generate interest in the study of mathematics and, positively, appreciate the interaction
of mathematics with situations specific to their training as engineers.
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Within the evaluation of the linear algebra course corresponding to first-year engineering
careers, a questionnaire was elaborated for the assessment of 26 students, who answered it at
the end of the implementation of the proposal. At the beginning of the questionnaire, two
questions were posed asking the students to evaluate the course, selecting one option (from bad
to excellent) and justifying their selection. Then a set of statements were proposed for which
each student had to rate with a Likert scale (Johns R., 2010) of four levels of agreement: Strongly
Disagree (1), Disagree (2), Agree (3) and Strongly Agree (4). The questionnaire has paired items,
one expressed in a positive sense and the other in a negative sense, asking about the same
aspect.

5. Results

A descriptive and qualitative analysis of the responses to the general course evaluation
questions, indicates that the course was evaluated as very good (50%) to excellent (50%). The
assessment of the activities was for 85% of the students as interesting and very interesting.
Among the aspects of the proposal that stood out the most, they mentioned collaborative work;
the application of mathematics in fractal antennas; the use of software; the dynamism and
laboratory practice; and fractals as something different in the mathematics class. Some student
comments in the first course overview questions that exemplify these statements are as follows:

E1: “I found the topic of fractals very interesting, especially being able to apply it to concrete
cases, and the same with matrices. Also, for abstract concepts like dimension, I feel that
interactive activities like the Mathigon book helped a lot. It was also great to do the antenna,
and it was a lot of fun when we dissolved an aluminum pan. I really enjoyed doing a project
like this instead of a classic exam. I feel like I learned a lot and enjoyed the process, it wasn't a
stressful closure like it usually is in other subjects.”

E2: “I found the activities interesting and specifically the final assignment, as it takes us out
of our comfort zone and participate in an activity that involves several areas and practical work
which is entertaining.”

E3: “I think the fractal topic was a good choice because it broke away from conventional
math courses and thus was fun and more enjoyable.”

Regarding the possibility presented by the proposal to contribute to the learning of the
concepts of self-similarity and dimension and the description of a fractal, the results are
encouraging. Although 69% of the students recognized some difficulty in constructing a fractal
using elements of linear algebra (Q7), 77% of the students maintained that the definition of strict
self-similarity presented facilitated their understanding of fractal dimension (Q4). In turn, 69%
of the students stated that understanding that the fractal dimension can be a non-integer
number is not so difficult (Q6). Finally, 81% of the students recognized the importance of their
knowledge of basic geometry in explaining the construction of some fractals (Q3).

In the assessment of the use of the technological tools, almost all students (96%) indicated
that the interactive materials helped in understanding the characteristics of fractals (Q1),
although for slightly less than half of the students (46\ %) the necessary knowledge of GeoGebra
represented some difficulty (Q2). Despite this obstacle, 73% admitted that using GeoGebra was
rewarding in constructing a particular iteration of a fractal (Q5).

As for the possibility of generating interest in the study of mathematics, 85% consider that
studying fractals made them think about new issues, such as infinite processes, patterns or
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operations that repeat indefinitely (Q9). Almost all (92%) accept that fractals represent current
mathematics with cutting edge technological applications (Q12), while 69% disagree with the
idea that mathematics is too abstract and without applications (Q13).

Regarding the study of mathematics in context, almost all students (92%) positively valued
the incorporation of fractal antennas in the course (Q16). More than half of them (62%)
recognized that learning about fractals has a lot to do with their professional training (Q10).
Thus 85% expressed that they would like to know more about fractals and their uses in other
areas (Q11). Close to 73% agreed that studying mathematics in context represents an aid to their
study (Q14). Almost 73% disagreed that the construction of the antenna was difficult even
though it was done in a group (Q17), and 92% expressed that the collaborative work helped to
make the construction of the antenna an easy task (Q18). Almost all students (96%) expressed
excitement when they saw that the antenna worked (Q19), and the same percentage agreed with
the importance of incorporating in-context activities in mathematics courses to strengthen skills
for future engineers (Q20).

5.1 Quantitative analysis

Students Likert scores (R. Johns, 2010) per question item were determined. The internal
precision of the sample was tested using Cronbach's alpha coefficient (Bartolucci F. et al., 2015),
obtaining a value of « = 0.827. For each question, we formulated the following null hypothesis:

e HO: Engineering students of a linear algebra course did not perceive or develop the
mathematical-didactic potentiality of the proposal on FG, since their mean has a score of 2.

e H1: Engineering students of a linear algebra course did perceive and develop the
mathematical-didactic potentiality of the proposal on FG, since their mean has a score greater
than 2.

A one-sided hypothesis contrast test was performed for each question, establishing a
confidence level of 0.1% (=0.001). The analysis was performed with the statistics software SPSS
(IBM Corp) as presented in Table 2. The values presented show that all the hypotheses were
rejected at a significance level of p<0.001. This allows us to conclude that the proposal was very
well accepted for this population of engineering students, since scores of two or three
(agreement and total agreement in the positive valuation statements) were obtained.

Table 2. Hypothesis Contrast Test Per Item.
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Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
Q6
Q7
Qs
Q9
Q10
Qn
Q12
Q13
Q14
Q15
Q16
Q17
Q18
Q19
Q20

One-Sample T Test
Test value =2
99% Confidence Interval

Significance of the Differences
P-value P-value  Difference in
t df One-Tailed Two-Tailed means Lower Upper
14,423 25 <,001 <,001 1,615 1,30 1,93
3,638 25 <,001 ,001 577 13 1,02
7,994 25 <,001 <,001 1,115 73 1,50
6,374 25 <,001 <,001 1,000 ,56 1,44
5,436 25 <,001 <,001 1,000 49 1,51
3,942 25 <,001 <,001 ,654 18 1,12
2,004 25 ,028 ,056 231 -,09 55
6,429 25 <,001 <,001 1,038 .59 1,49
6,791 25 <,001 <,001 1,192 70 1,68
3,682 25 <,001 ,001 615 15 1,08
8,719 25 <,001 <,001 1,154 78 1,62
10,916 25 <,001 <,001 1,346 1,00 1,69
5,204 25 <,001 <,001 1,000 46 1,54
6,845 25 <,001 <,001 1,038 62 1,46
5,354 25 <,001 <,001 ,962 46 1,46
10,718 25 <,001 <,001 1,269 ,94 1,60
6,845 25 <,001 <,001 1,038 62 1,46
12,127 25 <,001 <,001 1,538 1,18 1,89
12,559 25 <,001 <,001 1,423 1,1 1,74
14,423 25 <,001 <,001 1,615 1,30 1,93

Then, the Likert score per student was measured considering the 20 survey questions.
Therefore, in this case the Likert scale was in the range of 20 (strongly disagree with all items) -
80 (strongly agree with all items), representing the distribution of the students' score according
to the Likert scale, with a mean value of u=61.42 and standard deviation of 0=7.34. Figure 4
shows the score histogram, where each bar contains the number of students who obtained the
same score, where it can be noted that out of 26 students, 18 (70%) scored in the interval [54.076;
68.764] ([u-0, p +0]), and a total of 21 students (81%) between 54 and 73 points in total on the
Likert scale, indicating that their assessment about the potentiality of the proposal was high.

Frequency

Histogram

Mean = 61.42
StdDer = 7.344
N =26

45,00 50,00 55,00 60,00 65,00 70,00 75,00

Scores

Figure 5. Distribution of the number of students according to the total score in the Likert Scale questionnaire.
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6. Conclusions

The objective of this work was to know the assessment of engineering students of an
interdisciplinary teaching proposal between mathematics and telecommunications. The focus
of the proposal was the design, implementation and analysis of the operation of an antenna
based on a known fractal object, involving professors from the Engineering Department and
Natural Sciences Department. After implementing the proposal, students responded
anonymously to a questionnaire that surveyed the extent to which they appreciated the
didactic-mathematical potentiality of the proposal in their training as future engineers.

The analysis of the questionnaire indicates a very good acceptance of the teaching proposal
on essential aspects of FG, since the students were enthusiastic about the activities with the
software and the construction of the antenna. This offers an encouraging outlook regarding the
possibilities that a multidisciplinary teaching will be well accepted by the students and will
have a positive impact on their learning and their appreciation of Mathematics as a tool for
modeling situations typical of their field of action as engineers.

Although these results encourage revising the proposal and making some changes
involving the use of more sophisticated and specialized computer tools, such as the use of
Phyton, which students at this level are familiar with, there are still some challenges for further
research. For example, to design the greatest possible number of thematic units of the subject
linear algebra, seeking to teach mathematics from a more genuine sense, which is to model
engineering situations.
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Resumen

Si se asume la ley del tercero excluido los contraejemplos tienen un estatus bien
definido en las matematicas. En contraste, en la ensefianza de las matematicas
tienen solo un rol modesto, poco representativo del que tienen en la actividad
matematica profesional. En este articulo, proponemos una clasificacion de
situaciones de contraejemplo, la cual es producto de trabajos anteriores y de una
amplia revision de libros escolares y no escolares, numerosas observaciones de
clases y entrevistas a profesores, futuros profesores y estudiantes de matematicas.
llustramos cada categoria de esta clasificacion con ejemplos tomados de la
matematica escolar pretendiendo con ello propiciar el uso de los contraejemplos,
por los profesores y los estudiantes de universidad, en la ensenanza.

Palabras Clave: Situaciones de Contraejemplo, Razonamiento, Matematicas, Ensefianza
Universitaria.

Abstract

If the law of the excluded third party is assumed, then the counterexamples have
a well-defined status in mathematics. In contrast, they have only a modest role in
the teaching of mathematics, not very representative of that in professional
mathematical activity. In this work, we propose a classification of the
Counterexample Situations, which is the product of previous works and an
extensive review of school and non-school books, numerous observations of classes
and interviews with teachers, future teachers and students. We illustrate each
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category of this classification with examples taken from school mathematics,
thereby seeking to encourage the use of counterexamples, by teachers and
university students.

Keywords Counterexample Situations, reasoning, mathematics, university
education

1. Introduccion

Una de las caracteristicas distintivas de las matematicas como ciencia es su estructura
axiomatica en la cual, el razonamiento deductivo juega un papel muy importante. Diversos
investigadores sostienen que la apropiacién del razonamiento deductivo por parte de los
estudiantes incluso de universidad resulta muy compleja pues se enfrenta al obstaculo del
razonamiento que los individuos tienen en la vida cotidiana en donde muchas reglas logicas,
comunes en matematicas, son asumidas de manera diferente [4]. En particular, la ley del tercero
excluido, la cual es uno de los pilares de la matematica llamada clasica, no es una ley natural en
la racionalidad cotidiana [1]. En efecto, esta ley fue objeto de numerosas discusiones filosoficas
en el periodo de crisis de los fundamentos de las matematicas e incluso, en la rama de la
matematica llamada intuicionismo, no es aceptada de manera general. En la matematica clsica
(es decir, no intuicionista) existen demostraciones no constructivas o indirectas de existencia,
que los intuicionistas no aceptan, porque recurren a la ley del tercero excluido [9].

Una consecuencia de asumir esta ley, es la posibilidad de utilizar contraejemplos para
refutar afirmaciones de la forma para todo x, p(x), demostrando que existe x tal que no p(x),
mediante la exhibicion de un objeto x,, tal que no p(x,). Esto es asi, desde que en la matematica
clasica Vx P(x) V =(Vx P(x), es equivalente a Vx P(x) V 3x —=P(x). Por otro lado, Gelbaum y
Olmsted [6] afirman que la actividad matematica consiste basicamente en dos tipos de procesos:
la formulacién de pruebas y la construccion de contraejemplos. En efecto, desde el origen de
esta ciencia, la realizacion de conjeturas y los contraejemplos le acompafan en su desarrollo,
recuérdense los didlogos de Socrates, impulsando a descubrir via la afirmacion y el
contraejemplo, constructos que resultan verdaderos o no en funcion de la suficiencia de las
hipotesis de partida. En el mismo sentido, en su modelizacion de la construccion del
conocimiento matematico, Lakatos [13] muestra la importancia de la légica de la prueba y la
refutacion y el papel motor que tiene en ella el contraejemplo como un revelador de
contradicciones. Esto muestra la gran importancia que tienen los contraejemplos en el trabajo
del matematico profesional.

Esta practica, de construir conjeturas y probarlas o refutarlas mediante contraejemplos,
tiene un rol modesto en el ambito de la ensefianza de la matematica, incluso en los cursos
universitarios. En los niveles elementales de educacion, el interés se centra mas en el aspecto
operatorio y algoritmico mientras que en el tratamiento de la demostracién en cursos superiores
de matematicas, son predominantes los procedimientos deductivos, en concordancia con la
estructura axiomatica de las matematicas, poniendo menos énfasis en la realizacién de
conjeturas y, sobre todo, en el uso de contraejemplos, con los cuales puede promoverse la
creatividad, el desarrollo del pensamiento critico, el autorrespeto, la comunidad colaborativa
en el aula de clases, la iniciativa, la originalidad, la lectura, la escritura, las habilidades auditivas
y verbales, potenciando con ello el pensamiento matematico
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El contraejemplo es consustancial a la busqueda de la verdad. Balacheff [2] (p. 53), afirma
que la verdad, es una actividad del emprendimiento matematico, en el que “las pruebas y
refutaciones estan necesariamente ligadas a las concepciones de los objetos matematicos- las
pruebas sirven a la construccién de objetos matematicos y por lo tanto son irreducibles a la
légica formal”. De aqui la importancia de la falsacion, cuya mejor herramienta es el
contraejemplo y juega un importante papel en la comprension de la matematica. En los tltimos
afos se han desarrollado diversas investigaciones relativas a la introducciéon del uso de
contraejemplos en la ensefianza de la matematica. Por ejemplo, Bustos y Zubieta [3], Garcia y
Morales [5], Knuth y Ko [11], Komatsu [12], Martinez y Detzel [16], Weber [19], Zazkis y
Chernoff [20], coinciden en que los contraejemplos permiten profundizar en la comprension
conceptual, reducir o eliminar errores conceptuales comunes, mejorar las habilidades del
pensamiento critico y hacer que el aprendizaje sea mas activo y creativo.

En este contexto, los autores del presente documento, han emprendido un trabajo de
investigacién encaminado a propiciar el uso de los contraejemplos en la ensefianza poniendo
énfasis en su valor matematico y su virtud pedagdgica. De manera mas precisa, el trabajo que
reportaron Locia, Morales, Merino y Marmolejo [15] sobre un estudio con profesores de nivel
medio superior y de universidad permitié mostrar que algunos de ellos no solo reconocen a los
contraejemplos cuando estan completa y formalmente presentes en su forma légica, sino que
los reconocen en situaciones mas amplias, menos rigurosas e incompletas, lo que evidencia una
concepcién didactica diferente de la concepcién logica. Morales, Locia, Ramirez, Sigarreta y
Mederos [17], muestran que los contraejemplos tienen un rol modesto en la ensefianza de la
matematica, poco representativo del que tienen en la matematica profesional y ponen en
evidencia cdmo los contraejemplos permiten hacer una clasificacién de conceptos que tienen
ciertas relaciones entre si. Hernandez, Locia, Morales y Sigarreta [7], presentan una experiencia
de construccién de definiciones en un contexto de debate entre estudiantes de universidad en
el que el contraejemplo permitid ir afinando la definicién de funcién convexa desde su version
intuitiva hasta llegar a la definicion estandar aceptada en matematicas. Locia y Antibi [14]
proponen métodos para sistematizar la busqueda de contraejemplos particulares partiendo de
la constatacion de que tradicionalmente, en los libros de texto y en los cursos de los profesores,
los contraejemplos son exhibidos sin dar indicaciones ni procedimientos para encontrarlos.

Para la realizacion de los trabajos anteriores, fue necesario aplicar encuestas a profesores y
estudiantes, realizar experimentos didacticos, observar directamente clases de matematicas y
revisar numerosos libros de matematicas escolares y no escolares.

Mas precisamente, en el debate entre estudiantes (de universidad que cursaban la
asignatura de Calculo IV de la licenciatura en Matematicas en la Universidad Auténoma de
Guerrero, México) acerca de la definicién de funcién convexa descrito en [7], los argumentos
que daban los participantes incluian frecuentemente, conjeturas falsas que eran refutadas con
contraejemplos exhibidos por sus pares. Las situaciones en las que aparecian estas conjeturas,
fueron registradas y clasificadas. En segundo lugar, la encuesta aplicada en [15] (;qué se entiende
por situacion de contraejemplo?) incluia la solicitud a los profesores participantes (de diferentes
niveles educativos en el estado de Guerrero, México) de situaciones que se relacionaran con
contraejemplos. Con los ejemplos que propusieron los participantes en estos dos experimentos
didacticos se hizo una primera clasificacion. En tercer lugar, en el marco de la asignatura
Evaluaciéon de la Licenciatura en Matematica Educativa de la Universidad Auténoma de
Guerrero (dirigida a ensefantes de matematicas en servicio de diferentes niveles para
profesionalizar su practica docente), se realizaron observaciones de sus cursos (de Calculo y
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Algebra) poniendo especial interés al hecho de que si los profesores de bachillerato y de
universidad, utilizan o no contraejemplos en sus clases. Estas. Por ultimo, en la busqueda de
situaciones en las que se recurriera a contraejemplos en los textos de matematicas, se revisaron,
entre otros, los siguientes libros:

o Andlisis Matemdtico, Tom M. Apostol [21],

e Calculus, volimenes I y II, Tom M. Apostol [22],

e A survey of Modern Algebra, Garret Birkohff y Saunders Maclane [23],
o Algebre générale , Adina Calvo y Bernard Calvo [24],

o Algeébre linéaire, Adina Calvo y Bernard Calvo [25],

° Algebm Abstracta, primer curso, John Fraleigh. [26],

o  Counterexamples in analysis, Bernard Gelbaum y John Olmsted [6],

o Les contre-exemples en mathématiques, Bertrand Hauchecorne [8],

e Calculo vectorial, Jerrold Marsden y Anthony Tromba [27],

o Calculus, Cdlculo infinitesimal. Michael Spivak, [28].

Tales acciones tuvieron como producto integrador la presente propuesta de categorizacién
de diferentes situaciones de contraejemplo, entendiendo por Situacion de Contraejemplo,
cualquier situacién en la que se tiene una conjetura susceptible de ser refutada por un
contraejemplo. Con esta clasificacion se pretende mostrar a los profesores y estudiantes de
universidad, que el contraejemplo adquiere sobre todo su valor pedagdgico cuando esta situado
en una problematica que justifica su interés.

2. Diferentes tipos de situaciones de contraejemplo

Hemos agrupado en varias categorias los diferentes tipos de situaciones que hemos
encontrado después de este analisis, en las cuales puede aparecer el contraejemplo.

2.1 ;Reciproca verdadera?

Muchos teoremas son planteados bajo forma de implicacién: "p = ¢". La pregunta ;La
reciproca es verdadera? puede dar lugar a una situacion de contraejemplo.

Esta situacion puede resultar muy ttil y formadora sobre todo porque nos podemos dar
cuenta de que, en nuestra ensefianza, numerosos son los estudiantes que no alcanzan a
distinguir la diferencia entre una condicién necesaria y una condicion suficiente e incluso
existen otros que consideran las implicaciones como equivalencias [4]. Esta opinion es
compartida por algunos profesores de los niveles preuniversitario y universitario como lo
hemos constatado en diversos seminarios y cursos para profesores en la Universidad Auténoma
de Guerrero.

Ejemplo 1. En las notas de un curso de analisis dirigido a profesores en formacion, se encontro
lo siguiente: se demuestra en el curso que, si dos series son convergentes entonces su suma es

convergente. Mds precisamente,
Y n—1a, convergey Y, ,=1b, converge = )., 7(a, + b,) converge.

Formulemos la afirmacién reciproca:
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Ynai(a, + by) converge = Y, a, convergey 3., 1b, converge.

¢Esta afirmacion es verdadera? La respuesta es “NO ”. Para demostrarlo es suficiente con
1

2(n+1)

dar un contraejemplo: }, no converge, ¥, — tampoco converge, pero

2(n-1)

Y (s (2os)

es convergente. En efecto,

1 11 E: 1
2n+1) 2—-1) n2—17 Linz—1

. s . ’ 1 1
es convergente (un contraejemplo mas sencillo seria con ¥~y ¥ ——).

Ejemplo 2. Consideremos el teorema siguiente: Sean a y b nimeros reales tales que a < b y sea

f:la,b] = R tal que f es continua sobre [a, b] y derivable sobre ]a, b{
f'— 1 cuandox - a = que f es derivable porla derechaena y f' (a) = L.

Esta regla es a veces muy cémoda para afirmar que una funcién posee en un punto una
derivada a la derecha o a la izquierda. jPero cuidado, la reciproca es falsa!: una funcién f puede
ser derivable en un punto a sin que f’'(a) sea igual al limite de f'(x) cuando x tiende a a. Dicho
de otra manera, no hay ninguna razon para que la derivada de una funcién sea una funcion
continua.

Ejemplo: Sea f: R — R, definida por

x? sen%, x#0

f&)z{ 0, x=0

En este caso:

e La funcién f es derivable sobre | — o,0[ y para todo nimero x diferente de cero, se
tiene f'(x) = 2x sen% — cos% .
e Paratodo x # 0, se tiene que |sen§| < 1 por lo tanto |f(x)| < x%. Puesto que x? tiende

a cero cuando x - 0, se deduce que f(x) = 0 = f(0) cuando x — 0. La funcién f es por
lo tanto continua en cero.
fx)

* fesderivable enceroy f'(0) = 0, porque == — 0 cuando x - 0.

. , . ;. 1 . ;.
* Sinembargo f' no tiene limite en cero porque cos— no tiene limite en cero.

Observaciones:

1. Para estar en posibilidad de formular la reciproca de una implicacién, es necesario
primero distinguir bien cual es la hipodtesis privilegiada en la escritura de esta

implicacion (la proposicion p) y cual es la conclusion (la proposicion q). La mayor parte
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de los teoremas o resultados cuentan con varias hipétesis (hipotesis especificas y no
especificas) {hy, h,, ..., hx} que implican la conclusion q. Es decir, son de la forma (h,y
h, y ... y hy) = q. En un sentido estricto, la reciproca de tal implicacién es q =
(hyyhay ...y hy).

A menudo, para enfatizar un resultado importante del curso se hace jugar a una de las
hipétesis, por ejemplo h;, un rol mas importante que las otras. En este caso, en la
formulacion del teorema, se dejan de lado las otras hipodtesis y se pone énfasis sobre la
implicacién de g por h,. Esto se manifiesta en la forma de redactar un teorema. Por

ejemplo, en la redaccién siguiente:
Sea h,y ...y hy. Demostrar que h; = q,

es sobre la hipotesis h; que se pone énfasis. En este caso la reciproca es
Sea h, y ...y hy. Demostrar que q = h;

Ejemplo: En varios libros de texto y notas de curso que analizamos, se encuentran
diversas maneras para motivar el estudio de la convergencia uniforme de sucesiones
de funciones. Ciertos autores, como Apostol [22] y Spivak [28], introducen primero la
nocion de convergencia simple y enseguida subrayan que, si se tiene una sucesion
convergente de funciones continuas, la funcién limite puede no ser continua. El
problema consiste en buscar condiciones que garanticen la continuidad del limite de
una sucesion de funciones continuas. Se introduce entonces la nocién de convergencia

uniforme y se demuestra el teorema siguiente:

“Sea (f;,) una sucesién de funciones continuas sobre X. Si la convergencia de f, hacia

f es uniforme sobre X, entonces f es continua sobre X”.
Tenemos dos hipodtesis explicitas en este teorema:

a) hy: (fy) sucesion de funciones continuas,
b) hy: (f,) converge uniformemente a f sobre X,

y la conclusion: f es continua sobre X,

pero es claro que la redaccion (y todo el contexto que acabamos de describir) pone

énfasis sobre la implicacion:
Convergencia uniforme de la sucesion = Continuidad de la funcién limite.

Asi, cuando se habla de la afirmacién reciproca (a veces diciendo que la convergencia
uniforme es una condicién suficiente y preguntando si esta condicidn es necesaria para

la continuidad de este limite), se hace referencia a la afirmacién:

(1) Continuidad de la funcién limite = Convergencia uniforme de la sucesion.
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y se entiende implicitamente que la sucesion mencionada esta constituida de funciones
continuas (porque se ha fijado ya esta hipdtesis). Sin embargo, como se dispone de dos
hipotesis, se hubiera podido dar un peso mayor a la hipdtesis h, y poner énfasis sobre

la implicacion:
Continuidad de las funciones f;, = Continuidad de la funcién limite,

dejando fija la hipdtesis de que la convergencia de la sucesion f,, hacia f es uniforme.

Asi, se obtiene la afirmacién reciproca:
(2) Continuidad de la funcién limite = Continuidad de las funciones f,,.

Las implicaciones (1) y (2) son ambas falsas. Para demostrarlo, es suficiente con exhibir
un contraejemplo para cada una de ellas. Un contraejemplo para la implicacién (1) sera
una sucesion (f,,) tal que su limite f sea continuo, con f,, continua, para todo n, pero
tal que la convergencia de f, hacia f no sea uniforme. El contraejemplo clasico es dado
por la sucesion (fy,), f,:[0,1] = [0,1], definidas Vn € N, por

1
2nx, 0<x<—
2n
1 1
fix) =4 -2nx+2, —<x<-—
2n n
1
0, —<x<1
n

cuya grafica es:

] [ PPy

=1

Figura 1: Convergencia uniforme y continuidad

y la funcion limite f es la funcién idénticamente nula. Vemos bien que cada f,, es
continua, la funcién f es continua pero la convergencia no es uniforme. En efecto, una
condicidn necesaria y suficiente para la convergencia uniforme es que la sucesion
numeérica (sup|f,(x) — f(x)|) tienda a cero (El sup es tomado sobre el conjunto [0,1]).

En el ejemplo dado, sup|f, (x) — f(x)| = 1 para todo n, entonces, la sucesion no puede
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converger a cero por lo que la convergencia de la sucesion, hacia f no puede ser
n

uniforme.

Para tener un contraejemplo para la implicacion (2) necesitamos una sucesion (f,) que
converja uniformemente a una funcion continua f, pero tal que, al menos una de las

funciones f,, no sea continua.

Sea f,:[0,1] = [0,1],, definida para cada n por:

IA
R
N

fa(x) =

o S|m

b S| e

S~ o
IA
=
IA

cuya grafica es:

Figura 2: Convergencia uniforme y continuidad

Entonces f,, converge uniformemente a f = 0 porque para toda n, sup|f,(x) — f(x)| =

11 .
g 0, pero para todo entero n = 1, f,, no es continua sobre [0,1].

Observemos que para exhibir un contraejemplo hubiera sido suficiente que una sola

funcién f;,, fuera discontinua.

2. Frecuentemente, en los libros de texto o en las exposiciones de los profesores, ciertos
teoremas son expresados recurriendo al lenguaje cotidiano. Por consiguiente, la

identificacion de los elementos de la implicacién es a veces verdaderamente dificil. Por
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ejemplo, en varios textos se encuentra el resultado siguiente formulado mas o menos
de la misma manera;

“no se modifica la naturaleza de una serie modificando un niimero finito de sus términos”
Presentado de esta forma, no se alcanza a distinguir la hipotesis y la conclusion. Si lo
ponemos en forma de implicacion, se tiene:

“Si se modifica un niimero finito de términos de una serie, entonces no se modifica su
naturaleza”
En este caso ;jtiene sentido la reciproca?
En teoria, toda implicaciéon debe tener una reciproca. El problema que se plantea aqui
es que la implicacién no estd formulada de manera correcta. En los dos términos
(“antecedente” y “consecuente”) hay ciertos hechos que se consideran implicitos en el
lenguaje cotidiano. Por ejemplo, el verbo “modificar” que aparece en los dos
componentes significa implicitamente que una serie es sometida a una accién para dar
nacimiento a otra serie, la cual tendra la misma naturaleza que la primera. Con esas
consideraciones se obtiene la formulacion correcta:
“SiNEE Up Y Dby vy, son tales que u, = vy, salvo para un niimero finito de términos,
entonces Y2 Uy Y Yom Sy Uy son de la misma naturaleza”
y, a partir de ahi, se obtiene la reciproca:
“Si Y2 Uy ¥ Xr 2 vy, son de la misma naturaleza, entonces Y5 u, y Y2y vy, son tales que
Uy, = vy, salvo para un niimero finito de términos”
la cual es evidentemente falsa como lo muestra el contraejemplo u, = 27"y v, = 37"
En efecto, las series Y#%, 27" y ¥+%, 37" son de la misma naturaleza (convergentes),

pero no tienen ningtn término en comun.

3. La cuestion de las reciprocas es una situacion que se encuentra en varias ocasiones. Por
ejemplo, la mayor parte de los teoremas que encontramos en andlisis son teoremas que
se refieren a condiciones suficientes (condiciones suficientes para la diferenciabillidad
de funciones, para la integrabilidad, para la convergencia uniforme de sucesiones de
funciones, etc.). Se presenta también cuando se tiene que establecer la igualdad de dos
conjuntos A y B. En efecto para demostrar que dos conjuntos A y B son iguales, a
menudo se demuestra primero que A € B y enseguida que B © A. En muchas ocasiones
una de estas inclusiones no se verifica. A veces, para demostrar que dos series (o
sucesiones) son de la misma naturaleza se analiza primero si la convergencia de la
primera conlleva a la convergencia de la segunda y enseguida se analiza la implicacién
reciproca. Se encuentra una situacion andloga cuando se pide establecer la equivalencia
de dos normas. En este caso se sabe que dos normas definidas en un espacio vectorial
E, I'll; y IIll,, son equivalentes si y solo si 3a > 0 y b > 0 tales que ||x|l; < allx|l, y
lIxll; < bllx|ly, Vx € E. A menudo, una de estas desigualdades no es verdadera y para

demostrarlo, se puede recurrir a un contraejemplo.
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2.2 Restriccion de definiciones

Frecuentemente, es necesario considerar varias definiciones cada vez mas restrictivas para
poder considerar resultados mas precisos. Para comprender mas estas definiciones es necesario
mostrar que ciertas definiciones son efectivamente més restrictivas que otras dando ejemplos
que verifiquen, por ejemplo, una de ellas solamente [8]. En algunos casos se llega a la situacion
de que las definiciones similares no guardan entre ellas ninguna relaciéon de dependencia.

Ejemplo: Cuando en analisis se estudian las series de funciones, se introducen diferentes tipos
de convergencia. Por ejemplo:

Sea Y u,(x) una serie cuyo término general es una funciéon de X en C (X conjunto
cualquiera). Pongamos S, (x) = Y7o up(x) y @n(x) = ;1=0|up(x)| (sumas parciales de rango n).

Convergencia simple: Se dice que la serie ), u,(x) converge simplemente sobre X, si (S, (x))
converge para cada x del conjunto X.

Convergencia absoluta: Se dice que la serie }; u, (x) converge absolutamente sobre X, si (Q,,(x))
converge para cada x del conjunto X.

Convergencia uniforme: Se dice que la serie Y u,(x) converge uniformemente sobre X, si
(5,(X)) converge uniformemente sobre X.

Convergencia normal: Se dice que la serie }, u,,(x) converge normalmente sobre X si existe una
sucesion numérica (a,), a, = 0, independiente de x, tal que }, a, converge y Vx € X, |u, (x)| <
@y, 0 de manera equivalente, en el caso en el que las funciones u,, sean acotadas sobre X, se dice
que ), u,(x) serie convergente, converge normalmente sobre X, si la serie numérica Y||lu,|l., es
convergente. (donde ||u,lle = suplu, (x)]).

X€X

Saber qué relacion guardan entre ellas estas nociones puede resultar muy formador.
Diremos que una nocién o propiedad p es mas restrictiva que otra propiedad g, si todo objeto
que posee la propiedad p, también posee la propiedad q y, existe al menos un objeto que posee
la propiedad q que no posee la propiedad p (o de manera equivalente p = q pero q # p).

Asi, es posible demostrar que toda serie de funciones que es normalmente convergente es
también absolutamente convergente y que toda serie de funciones absolutamente convergente,
es también simplemente convergente. Por consecuencia toda serie de funciones normalmente
convergente es simplemente convergente. De la misma manera, es posible demostrar que toda
serie de funciones que es normalmente convergente es también uniformemente convergente y
que toda serie de funciones uniformemente convergente es también simplemente convergente.
Se pueden plantear las preguntas siguientes:

;Toda serie uniformemente convergente es también absolutamente convergente?
;Toda serie absolutamente convergente es también uniformemente convergente?
;Toda serie uniformemente convergente es también normalmente convergente?
;Toda serie que es absolutamente convergente es también normalmente convergente?
;Toda serie simplemente convergente es también absolutamente convergente?

(Toda serie simplemente convergente es también uniformemente convergente?
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Las respuestas a todas estas preguntas es “NO” y es posible encontrar contraejemplos que
lo demuestren.
Serie uniformemente convergente que no converge absolutamente. Sea X = [—1,0];
. . . x™ . .
consideremos la serie de potencias Y, —. Es claro que esta serie converge simplemente (por el
. R
teorema de las series alternadas), pero no converge absolutamente, pues la serie }; — diverge.

Mostraremos ahora que la serie converge uniformemente sobre X. Si denotamos

f=3"
n=1

tenemos:
k xn +0o0 xn
xX) — —| = —
f@-250=| 2 %
n=1 n=k+1

. (. x™
pero puesto que xe[—1, 0], la serie de término general — es alternada, por lo tanto:

Por la desigualdad

k
x™ 1
f(x)_ZT Sk+1

n=1

concluimos que la serie dada converge uniformemente sobre X.

Zn
Serie absolutamente convergente que no converge uniformemente. La serie ¥, — converge
absolutamente sobre C, pero no converge uniformemente sobre C. En efecto, u,(z) = 1—1: » 0
uniformemente sobre C porque si z = x + iy, ||uyllo = su(;c) |Z—T| > sup’;—:1 = +oo . Entonces, por la
zZE€ ) xz0
condicidn necesaria de convergencia uniforme de series, la serie no converge uniformemente.

Serie uniformemente convergente que no converge normalmente. Hemos visto en el ejemplo
1 una serie que converge uniformemente sin ser absolutamente convergente, y por lo tanto a
fortiori, sin ser normalmente convergente.

Serie absolutamente convergente que no es normalmente convergente. En la serie del ejemplo
2 se tiene convergencia absoluta sin tener convergencia uniforme, y por lo tanto a fortiori, sin
tener convergencia normal.

Serie simplemente convergente que no es absolutamente convergente. La serie del ejemplo 1
es una serie simplemente convergente (pues converge uniformemente) pero no converge
absolutamente.
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Serie simplemente convergente que no es uniformemente convergente. La serie del ejemplo
2 siendo absolutamente convergente, converge también simplemente, pero hemos visto que no
converge uniformemente.

A partir de todas estas informaciones estamos en posibilidad de establecer las relaciones
entre todas las nociones definidas al inicio. Podemos resumir la informacion en el diagrama
siguiente.

Figura 3: Diferentes tipos de convergencia

Vemos claramente que la nocién de convergencia normal (CVN) es la mas restrictiva. Las
nociones de convergencia uniforme (CVU) y aquella de convergencia absoluta (CVA) no
guardan este tipo de relacion, incluso podemos decir que en cierto sentido son “laterales”. La
nocion de convergencia simple (CVS) es la mas amplia.

En matematicas encontramos a menudo este tipo de relaciones entre diferentes nociones.
Podriamos citar otros casos. Por ejemplo, las nociones de funcién continua, funcién
uniformemente continua, funcién Lipschtziana y funcién absolutamente continua, en analisis.
En algebra, encontramos las nociones de grupo, anillo, anillo entero, cuerpos, espacios
vectoriales, etc. en las que podriamos también determinar este tipo de jerarquizacion.

Observacion. Esta categoria (restriccion de definiciones) puede ser considerada como una
forma de utilizaciéon de la categoria “reciproca de un teorema” que se presenta frecuentemente
en la ensefianza de las matematicas.

2.3 Ampliacion del conjunto de validez

Se trata del proceso siguiente: se tiene una propiedad valida para cierto dominio 4 de
objetos (una afirmacién del tipo Vx € A, p(x)): se extiende o se amplia el dominio A a un dominio
B (A c B) de tal manera que la escritura p(x) tenga sentido para los x de B; se pregunta entonces
si la propiedad contintia siendo cierta para todos los objetos de la clase B (;Vx € B,p(x)?). En
términos mas breves, se pregunta si la propiedad contintia siendo cierta en un caso para el cual
no ha sido establecida. En la ensefianza, este procedimiento es muy comun. Se le encuentra, por
ejemplo, cuando se introducen los diferentes sistemas de nimeros.
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mas amplio nos preguntamos si encontramos las mismas propiedades que teniamos antes de
prolongar.

Ejemplo 1: La nocion de anillo en algebra tiene por primer objeto generalizar los conjuntos de
numeros Z, Q y R provistos de la adicién y la multiplicacion. Asi, un anillo es un grupo
conmutativo (4, +) provisto de una segunda ley de composicion interna denotada de manera
multiplicativa, la cual es asociativa, distributiva en relacidn a la adicién y que posee un elemento
unidad denotado por 1. Se dice que el anillo es conmutativo si la multiplicacion es conmutativa.
Asi, los conjuntos de nimeros Z, Q y R provistos de la adicion y de la multiplicacidon pertenecen
a una clase especial de anillos conmutativos llamados anillos integros que tienen la propiedad
siguiente: El producto de dos elementos es igual a cero si y solamente si, uno de ellos es cero.
Ciertos resultados que nos son familiares para los conjuntos de nimeros Z, Q y R y que son
verdaderos también para cualquier anillo integro son puestos en duda en el caso general de un
anillo conmutativo.

Por ejemplo, sobre cada anillo conmutativo no nulo 4, se puede construir el anillo de los
polinomios con coeficientes en A (denotado por A[X]). Si P = Yji_, a; X* pertenece a A[X], se dice
que un elemento x de A es raiz de P si ¥}, a,x" es cero. La aplicacién P de A en 4 que a cada
x hace corresponder Y i_, a;x* se llama aplicaciéon polinomial asociada a P. Cuando el anillo de
base es un anillo integro (por ejemplo Z, Q o R) se sabe que un polinomio de grado n, no puede
admitir mas de n raices.

¢(Esta propiedad contintia siendo cierta cuando se toma un anillo mas general como anillo
de base?

Para adecuarlo a nuestro esquema: Sea A la clase de todos los anillos conmutativos, A, la
clase de todos los anillos integros y p(4) la propiedad, “todo polinomio de grado n que
pertenece al anillo A[X] admite a lo mas n raices”. Se sabe que la afirmacion siguiente es
verdadera: VA € A;,p(A). De acuerdo con la definicion de anillo y de anillo integro se sabe que
A; c A.Con esta consideracion planteamos la pregunta: ; VA € A, p(A)? Larespuesta es “NO”.

Para demostrarlo es suficiente con dar un ejemplo de anillo en el cual la propiedad no sea
valida. Tomemos el anillo Z/127Z; la ecuacion x* = 4 posee cuatro soluciones: x; = 2, x, =4,
x3 = 8y x, = 10. De la misma manera la ecuaciéon x? + 3x + 2 = 0, posee cuatro soluciones y; =

2,y2=7,y3=E,y4=ﬁ.

El resultado que afirma que a es raiz de P si y solamente si X — a divide a P permanece
valido, pero tenemos dos factorizaciones diferentes: X2 +3X+2=X-2)(X-7)= (X —
10)(x — 11).

Ejemplo 2. En esta categoria ubicamos también el procedimiento que consiste en generalizar
resultados a partir de casos particulares. Por ejemplo, en Marsden-Tromba [27] hemos
encontrado el procedimiento siguiente: se define primero la nocién de derivadas parciales de
orden superior a uno de una funcién de R" en R. Se exhiben dos ejemplos de calculo de todas
las derivadas parciales de orden 2 de funciones de R? en R de las cuales se presentan aqui las
cuatro derivadas parciales mixtas. Las funciones son

fOy)=x™y" y  @xy) =logyx? +y?

Las derivadas segundas mixtas son:
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o°f m-tyn1 _ O°f

ox3y (,y) =mnx™ Ty = dyox (x, )
az(p( )_ 2y2_x2 _az(p( )
0xdy Ny = (x2 4+ 2y2)2  dydx XY

Se constata que:

d%f 9% f 92¢ 9%
oxdy (x,y) = 3ydx xy) vy oxdy (x,y) = 3ydx )

Enseguida se plantea la pregunta: ;Este resultado es verdadero en general, es decir, es
verdadero para cualquier funcién real con dos variables, que admita derivadas parciales de
orden 2? En este momento se presenta un contraejemplo a esta afirmacion:

xy(x* —y?)
x% + y?

flx,y) = , si (x,y) #(0,0) y f(0,0)=0

Para esta funcion tenemos:

0% f 0% f
0x0y 0O =-1#1= 0ydx

0,0)

En la busqueda de las condiciones para que la igualdad sea verdadera se establece el
teorema:

“Sea f una aplicacion de R"™ en R. Si f admite en el punto x derivadas parciales continuas
o's x,y) 27 (x,y) se tiene que az—f(x ) = 27 (x, )"
axay *’ Yy ayox >’ y q axay Y dyox >’ y

No es dificil verificar, en el ejemplo anterior que las derivadas parciales de segundo orden
no son continuas en el punto (0,0).

Observacion. A veces cuando se amplia de esta manera la clase 4, la propiedad considerada en
el conjunto B no tiene sentido. Esto se debe al hecho de que ciertas nociones que se utilizan para
formular la conjetura no pueden ser ampliadas al nuevo dominio B.

Ejemplo: Sea (x,,) una sucesion de elementos de R. Se conoce el siguiente resultado:
(x,) acotada superiormente = (x,) tiene una minima cota superior.
Se puede considerar el conjunto R como un subconjunto del conjunto C. Pero la afirmacion
(x,) acotada superiormente = (x,,) tiene una minima cota superior,

no tiene ningun sentido, porque no existe un orden en C comparable con aquel que existe en R.
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2.4 Necesidad de las hipdtesis

Un teorema en general tiene varias hipotesis. Para comprender bien su mecanismo y
visualizar mejor su campo de aplicacion es a menudo interesante saber si ninguna de ellas es
superflua [8]. Si suprimimos algunas de ellas, estamos ante un nuevo “teorema”, del cual hay
que decir si es verdadero o falso. Eso da lugar a una situaciéon de contraejemplo.

Ejemplo 1

Sea (f;,) una sucesion de funciones continuas, simplemente convergentes hacia f sobre X.

Teorema: Si f,, converge uniformemente sobre X a f, entonces f es continua.

¢Es que la hipotesis de la convergencia uniforme es superflua? La respuesta es “no”.

Un contraejemplo lo proporciona la sucesion de funciones (f;,) definida por, vVn € N,
fn(x) =x",x € [0,1].

Se tiene, parax € [0,1[, lim x" =0y, six =1, lim 1™ = 1. Entonces, la sucesién converge
n-+o n—-+o

simplemente, pero no uniformemente, a la funcién

0, 0<x<1
f(x)={1 x=1

la cual, es una funcién discontinua.

Ejemplo 2 [8]. La convergencia simple no implica la convergencia uniforme pero el teorema de
Dini nos da condiciones suficientes para que la convergencia simple hacia f de una sucesion
(fn) de funciones numéricas sobre un subconjunto A de R implique la convergencia uniforme.
Esas condiciones son:

1. fn es continua.
2. A es compacto.
3. Vx € A, la sucesion (|f,,(x) — f (X)) nen €5 decreciente.

Mostremos que cada una de estas tres condiciones es necesaria para el establecimiento del
teorema de Dini.

1

Supresion de la condicion 2: Definamos f,: ]0, +oo[— R por f,(x) = — . Entonces para x fijo la

~.
P 1 . . .7
sucesion (E) decrece y converge a 0, lo que muestra la convergencia simple de la sucesion
neN

(fn) a0.Las condiciones 1y 3 del teorema de Dini se verifican, pero la convergencia de (f,,) no

es uniforme pues f, (%) =1 para todo n por lo tanto la sucesién (a,) en donde a,
sup |f,(x) — f(x)|, no tiende a 0.

X€]0,+00[

Supresion de la condicion 3: Definamos, paran = 2, f,(x) = (n + 1)x, para x € [0,%], fn(0)
2(n+1
n

—(n+Dx+

) para x € [%,ﬂ y fu(x) = 0 parax € [%,1].
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n+1
n

E ) U R

S

Figura 4: Supresion de la condicién 3

Para x > 0,3N € N, tal que %S x entonces para n = N, f,(x) = 0, lo que muestra que la

sucesion (f;, (x))nEN converge a 0. Como f,(0) = 0, la sucesién de funciones (f,,) converge sobre
n+1

el compacto [0,1] a la funcién nula. Por otra parte, a, = sup f,(x) = f, (%) =—-= 1 por lo
x€]0,1[

tanto la convergencia de la sucesion (f,) no es uniforme, aunque las condiciones 1 y 2 del

teorema de Dini se verifiquen asi como una condicion ligeramente diferente de 3 que es que la

sucesion (suplfyn(x) — f(x)Dren €s estrictamente decreciente; su limite 1 es evidentemente no

nulo.

Supresion de la condicién 1: El conjunto [0,1] N Q es numerable. Llamemos x;, X,, x3,..., sus
elementos y definamos para n€N, f,, por f,(x) =0, si x € [0,IN\Q f,(x) =0 si x€
{21, %9, o, x5}, yfn(xq) =1siqg>n.

Para x € Q, la sucesion (f,(x)), esnula y convergente a 0; para x racional, existe g € N tal
que x = x, ysin = q setiene que f,(x) = f, (xq) =0, lo que muestra que la sucesion (f,(x)),
converge a 0: la sucesion de funciones (f,,) converge a la funciéon nula. Sin embargo, la
convergencia no es uniforme puesto que f,,(x,+1) = 1, ¥n € N aunque las condiciones 2 y 3 del
teorema de Dini se verifiquen.

Observaciones.

e Un andlisis similar puede hacerse, por ejemplo, a las hipdtesis de teoremas como el de
Rolle, del valor medio o de Cauchy.

e Desde el punto de vista matematico, esta categoria “Necesidad de las hipotesis” es
equivalente a la extension de propiedades o ampliacion de conjunto. En el ejemplo del
teorema de Dini, cada vez que se suprime una de las hipotesis el campo en el que se
quiere aplicar el resultado es ampliado. En el ejemplo de los anillos y de los anillos
integros cuando se tienen las propiedades, tratadas primero en los anillos integros y
enseguida en los anillos en general, es porque se suprime la condicién de integridad.
La distincidn se da en el &mbito didactico.

2.5 “Cota” de una definicion
Cuando se formula la definicién de una nocién, nos situamos primero en un conjunto de

objetos. Una vez se formula la definicion para el conjunto A, A se divide en dos partes disjuntas.
En la primera estan todos los objetos del conjunto A que satisfacen la definicidn; en la otra estan
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todos los objetos que no satisfacen esta definicion. A menudo se presentan ejemplos pero se
exhiben también objetos que no satisfacen la definicién (contraejemplos) contribuyendo asi a
una mejor comprension. En efecto segin Lakatos [13], para conocer verdaderamente en
profundidad cierta nocién debemos estudiarla no solamente en su forma normal, usual, comdn
sino en sus estados criticos. Si se quiere, por ejemplo, comprender la nocién de una funcién
continua, es necesario considerar igualmente funciones discontinuas. Asi, una funcién
discontinua es un contraejemplo de la nocién de funcidn continua. Estos contraejemplos actiian
como cotas de la definicién y contribuyen a precisar mejor el sentido.

Por ejemplo, cuando se define la nocidén de sucesiéon convergente nos situamos en el
conjunto A de todas las sucesiones (numeéricas, por ejemplo) y se explicitan todas las
caracteristicas que una sucesion debe tener para que sea convergente (es decir para todo £ >
0,3N = 0:...), pero la definicion es considerada muy abstracta y es necesario exhibir un ejemplo,
es decir, una sucesion que satisfaga la definicion. Este ejemplo servira para volver mas clara la
definicion, pero ella adquirira mucho mas sentido si se toma conciencia de que existen
sucesiones que no son convergentes.

Ejemplo: La sucesion cuyo término general es (—1)" no es convergente (se dice que es
oscilante). Una sucesion que no es convergente se llama divergente.

De la misma manera la nocidn de anillo integro toma mas sentido cuando se sabe que
existen anillos que no son integros; se comprende mejor la utilidad de la nocién de funcién
cuando se sabe que existen relaciones que no son funciones; un alumno que nunca ha
encontrado funciones no derivables podra pensar que todas las funciones son derivables, etc.
Asi, cada vez que se esta en presencia de una definicidn, se tiene la posibilidad de tener una
situacién de contraejemplo preguntandonos si existen objetos que no satisfacen la definicién
que se acaba de formular.

2.6 ;Propiedad analoga verdadera?

La analogia es un procedimiento muy utilizado en matematicas. Se pueden constatar que
la historia de los conocimientos matematicos, los matematicos mas creadores y fecundos han
puesto en evidencia el papel eminente de la analogia para el descubrimiento de nuevas
verdades [10] (Knobloch, 1991) y [18] (Polya 1958). En la ensefanza este procedimiento es una
herramienta frecuentemente empleada para explicar mejor las significaciones de las nociones y
el funcionamiento de las propiedades. Sobre todo, cuando se considera que las nociones puestas
en juego son de un nivel de abstraccién muy elevado.

La analogia puede también dar lugar a situaciones de contraejemplo de la manera siguiente:
se tienen ciertas propiedades validas para una clase de objetos A (Vx € 4, p(x)). Se observa cierta
analogia entre los objetos de la clase A y los objetos de otra clase B. Se pregunta si los objetos de
la clase B poseen las propiedades validas en A (;(Vx € B, p(x)?).

Ejemplo 1: En un curso de analisis matematico la introduccién de la integral generalizada, o
integral impropia de la forma

[ e,
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puede hacerse después de haber estudiado las series. Se puede entonces apoyar sobre una cierta
analogia entre estas dos nociones. Se trata entonces de determinar qué propiedades verdaderas
en el caso de las series pueden ser transferidas por analogia a las integrales generalizadas de
este tipo. Se hace primero una lista de las principales propiedades (validas para las series no
necesariamente de términos positivos):

1. Modificacién de nimero finito de términos: No se modifica la naturaleza de una serie
modificando un nimero finito de sus términos.

2. Criterio de Cauchy: Toda serie que verifica el criterio de Cauchy es convergente.

3. Operaciones sobre las series convergentes: La suma de dos series convergentes es
convergente. El producto de un nimero por una serie convergente es convergente.

4. Series absolutamente convergentes: Si una serie es absolutamente convergente, es
convergente (ver la definicién de convergencia absoluta en el ejemplo del apartado 1.2
en la pag. 10).

5. Condicién necesaria de la convergencia:

Y. a, es convergente = a, — 0 cuando n — +oo

Para cada una de estas propiedades se pregunta o se pide encontrar una propiedad andloga
para las integrales generalizadas. Antes de responder a esta pregunta es necesario primero saber
en qué términos esas propiedades deben ser formuladas. Es decir, precisar bien qué nociones
que se relacionan con integrales jugaran el rol analogo a aquellas de las series. Asi, por ejemplo,
la propiedad andloga a la propiedad de la modificaciéon de un nimero finito de términos se
expresa por:

f:m f(x)dxy f0+°° f(x)dx son de la misma naturaleza,

la condicién del criterio de Cauchy es formulada por: Sea F(X) = f; f(x)dx, X € [a, +oo]
(Ve > 03X, € R,VX,Y = X, |F(X) — F(Y)| < ¢)

Pero de hecho es solamente la condicion necesaria de convergencia la que plantea la
utilizacion de un contraejemplo, todas las otras son propiedades verdaderas en el caso de las
integrales generalizadas. En efecto, la propiedad andloga para las integrales puede ser
formulada de la manera siguiente:

Si f0+°° f(x)dx existe, entonces lirle f(x)=0.

La pregunta que se plantea es: ;Esta propiedad es verdadera? Es posible demostrar con la
ayuda de un contraejemplo que la respuesta a la preguntaes “ NO”.

Por ejemplo, tomemos f como en la figura siguiente.
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Figura 5: Integral impropia convergente y liT f(x)#0
X—+00

Esta funcién es no negativa, su integral es convergente (si las bases de los tridngulos son
adecuadamente elegidas, por ejemplo 27") y no tiende a 0 cuando x tiende a +oo.

Se termina esta parte del curso diciendo que este resultado es verdadero si se agrega la
condicion de la existencia del limite de la funcién en el infinito, es decir:

Si [ fdxy lim f(x) existen, entonces lim_f(x) = 0.
X—+00 X—+00

Ejemplo 2: Se dota al espacio R? del orden lexicogrifico, denotado por <, y definido por la
relacion: (a,b) <, (c,d) © (a < c) o (a = ¢, b < d). Es posible demostrar que <, es una relacién
de orden total sobre R?. En este sentido esta relacién de orden es anéloga a la relacién de orden
tradicional para R. Ahora bien, en R se tiene la propiedad de que todo subconjunto acotado
superiormente admite una minima cota superior. ;Esta propiedad contintia siendo verdadera
para los subconjuntos de R? dotado del orden lexicografico? La respuesta es “ NO”.

Tomemos el subconjunto de R? definido por la igualdad P =] — 1,1[x {0}. Mostremos que
el conjunto de cotas superiores es igual al conjunto M = {(x,y):x = 1}. Sea (x,y) una cota
superior de P; tenemos que, sia €] — 1,1[, (a,0) <, (x,y),locual seescribea <xo(a=xy0 <
¥). Si x < 1 se tendra una contradiccion eligiendo un elemento ade | —1,1[ tal que x < a < 1,
por lo tanto x > 1.

Reciprocamente, es claro que todo elemento de M es una cota superior de P. Mostrar ahora
que P no admite minima cota superior es lo mismo que probar que M no tiene un elemento mas
pequenio.

Supongamos que (x,y) sea el elemento mas pequeno de M; entonces como (x,y — 1) es un
elemento de M, (x,y) <, (x,y — 1), lo que implica que y < y — 1. Se obtiene una contradiccién:
por lo tanto M no admite un elemento mas pequeno y P no tiene minima cota superior.

2.7 Efecto de sorpresa

Ciertas nociones después de su primer estudio dan la impresién de que un resultado debe
ser verdadero. A veces ese resultado resulta falso. Si esta intima conviccion surge, es que la
nocion intuitiva que se tiene es erronea [8]. Este tipo de situacion tiene un cardcter subjetivo,
porque de un lado las intuiciones no son de la misma naturaleza para cada individuo y, por
otro lado, depende también de la familiaridad que se tiene con la nocién en cuestion. En muchas
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ocasiones, exhibir algunos contraejemplos a estas ideas preconcebidas permite rectificar esta
intuicion errénea. Cuando se revisan tareas o exdmenes encontramos en muchas ocasiones este
tipo de situacion. Ciertos alumnos que estudian analisis piensan, por ejemplo, que una sucesion
positiva decreciente deberia tender a cero.

Ejemplo 1: Consideremos la afirmacion: “Toda funcion continua en 0 es continua sobre una
vecindad de 0”.

Muchas personas tienen la impresion de que esta afirmacién es verdadera, porque la nocién
intuitiva que se tiene de continuidad de una funcién a menudo hace referencia a una nocién
geométrica que se asimila al hecho de poder dibujar su grafica sin despegar el lapiz del papel.
Sin embargo, la afirmacidn es falsa.

Contraejemplo: Definamos f de R en R por f(x) = x, si x es racional y f(x) = 0, si no. Para
x € R se tiene |f(x)| < |x| por lo tanto para & > 0, si |x| < & entonces |f(x)| < ¢, lo que prueba
la continuidad de f en 0. Por otro lado, si a # 0, f no es continua en a y esto se demuestra de
la manera siguiente. Se quiere mostrar que f no es continua en a # 0, es decir

Je>0V6>0,AxER, |x —a| <y |f(x) — f(a)| > ¢

Se conoce la propiedad “entre dos reales existe un racional y un irracional”. Seaa € Qy & =
I;il. Entonces, existe x €]la — ¢,a + €[ y x & Q; se tiene entonces, |x —a| <e y|f(x) — f(a)| >

€. Se opera de igual manera con a ¢ Q considerando un racional x €]a — ¢,a + €[.

Ejemplo 2. Este ejemplo ha sido planteado en muchas ocasiones a muchos futuros profesores
de matematicas: Si (f,) converge uniformemente a f sobre ]a,+o[, Va > 0 ;(f,) converge
uniformemente a f sobre ]0, 4+-oo[?

La gran mayoria de los estudiantes estan convencidos de que la respuesta a esta pregunta
es “SI”. Siempre resultan sorprendidos cuando se les exhibe el contraejemplo siguiente:

0 sen nx vr e R
X)) =————,Vx )
fa 1+ n2x2

En efecto, no es dificil demostrar que la sucesién cuyo término general es la funcion
presentada converge simplemente a 0 sobre R y uniformemente sobre ]a, +oo[, Va > 0. Sin
embargo, no converge uniformemente sobre ]0, +oo[ (para detalles, ver el ejemplo 2 del epigrafe
2.9. “Otras situaciones”).

2.8 ;Estabilidad?

Se trata de una situacion que se presenta muy frecuentemente en todos los dominios de las
matematicas. Se tiene un conjunto de objetos que tienen cierta propiedad, y sobre este conjunto
se define cierta operacion (suma, producto, composicidn, etc.) o bien una “transformacion” de
sus elementos (derivacion de funciones, transformaciones geométricas del plano. etc.). En
muchos casos los objetos resultantes conservan la propiedad de los objetos de partida (la suma
de dos sucesiones convergentes es una sucesion convergente, la uniéon de dos conjuntos abiertos
es un conjunto abierto, la derivada de una funcién polindmica es una funcién polinémica, una
homotecia conserva la medida de los angulos y el paralelismo, un isomorfismo entre dos
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conjuntos ordenados conserva la relacion de orden, etc.) pero existen también muchos casos en
los que las propiedades no son estables para ciertas operaciones o transformaciones.

Ejemplo 1. ;El producto de dos elementos de orden finito de un grupo es de orden finito? Sean
f v g los elementos de Sz (grupo de permutaciones de Z) definidas por

(m)=m+1 sime2Z m)=m-1 si me?2L
g
fm)=m—1 si me2Z gm)=m+1 si me2Z

Se tiene entonces f o f = g o g = Idy por lo tanto, f y g son elementos de orden 2 de Sy,
pero para todo entero k se tiene que (g ° f)*¥(0) = 2k, por lo tanto, el subgrupo (g o f) es
infinito.

Ejemplo 2. ;La imagen de un conjunto cerrado por una funcidén continua, es un conjunto
cerrado?

Contraejemplo: La funcién continua arctan envia el conjunto cerrado R sobre el intervalo
T T
1— E’E[ el cual no es cerrado.

Se pueden citar numerosas situaciones de ese tipo: ;La suma de dos sucesiones divergentes
es divergente? ;El producto de dos series absolutamente convergentes es absolutamente
convergente? ;En C[X], la suma de dos polinomios irreducibles es irreducible?;En un espacio
vectorial, la interseccion de dos familias linealmente dependientes es linealmente dependiente?

Observacion: Inversion del orden de paso al limite en relacion a otras operaciones.

La cuestion de saber si es posible invertir el paso al limite en relacion a otras operaciones se
presenta en numerosas ocasiones. En realidad, se trata de cierto tipo de estabilidad que se
podria llamar estabilidad por paso al limite. El interés primordial es responder a preguntas del tipo
siguiente: si cada una de las funciones de una sucesion (f,) posee cierta propiedad (por
ejemplo, continuidad, diferenciabilidad o integrabilidad), ;la propiedad es transferida a la
funcién limite f? A veces se obtienen propiedades que son verdaderas, pero en muchos casos
los resultados obtenidos son falsos.

Ejemplo 1. Sea f una funcién (de un espacio métrico en otro espacio métrico) y x, un elemento

del dominio de f ;Para toda sucesion (x,) convergente a x,, la sucesion (f(x,)) converge a

f(x0)? O de manera equivalente; ;tenemos la propiedad lirjl flxn) =1( lirP x,)? En este caso,
n—+oo n—-+oo

la propiedad en cuestién es la caracterizacion por sucesiones de la nocién de continuidad en un
punto. Entonces se puede afirmar que la propiedad es verdadera si y solamente si, la funcién f
es continua en Xx,.

Ejemplo 2. Sea (f,,) que converge simplemente a f ;La continuidad de cada una de las funciones
fn en x,, implica la continuidad de la funciéon f en x,? O bien ;Vn, J}i_}r)r:o fn(x) = fulxy) =
lim lim f,(x) = lim lim f,(x)? Sin hipdtesis suplementarias (como la convergencia
X—Xg N>+ n-+00 x-xg

uniforme), estamos obligados a responder no a la pregunta planteada de esta forma tan general.
Podriamos encontrar un contraejemplo en el ejemplo 1 del epigrafe “Necesidad de la hipdtesis”.

Ejemplo 3. Sea (f;,) una sucesion que converge a f ;Vn, lier f; fr()dx = f: f(x)dx? o bien
n—-+oo

. b b ;.
v, lim [7f()dx = [ lim £, (x) dx?
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De nuevo, la respuesta a la pregunta es negativa. Construimos un contraejemplo
considerando una sucesién de funciones f,:[0,1] - R cuya grafica tiene el aspecto siguiente:

|ifmm e e e = = 2

o
-

Figura 6: Convergencia e integracion

No es dificil mostrar que tal sucesion tiene por limite la funcién nula por lo que la integral
de la funcién limite es 0. Pero la integral de cada funcién de la sucesion es igual a % Por lo tanto,

en este caso, no se puede invertir el paso al limite con la integraciéon de funciones.

Observacion: Durante todo el siglo XVIII, la tesis de que el limite de cualquier sucesion de
funciones continuas es una funcion continua, era considerada verdadera. Se consideraba un
caso especial del “principio de continuidad” de Leibniz y, en particular, del principio segin el
cual, si una cantidad variable posee en todos sus grados cierta propiedad su limite poseera esta
misma propiedad. Cauchy fue el primero (1821) que intentd hacer la demostracién de que toda
serie convergente de funciones continuas tiene siempre una funciéon limite continua. La
existencia de contraejemplos a la afirmacion de Cauchy (proporcionados fundamentalmente
por Fourier: cos x — gcos 3x + %cos 5x — ++-) demostr¢ su falsedad y dio lugar a un debate en el

cual participaron matemaéticos tales como Abel y Dirichlet. Seidel, veintiséis afios después de la
“prueba” de Cauchy, resolvio finalmente el problema con el descubrimiento de la convergencia
uniforme [13].

Ejemplo 4. Sea (f,,) una sucesién de funciones definidas sobre un intervalo I de R, con valores

en R oen C, y sea x, un punto de la adherencia de I en R. Supongamos que para cada x de I,

120 fu(x) converge a f(x), y que para cada n, lim f,(x) = a,. ;Podemos decir entonces que,
X—-Xg

+2X0a, converge, y que lim f(x) = ¥$% a,? Dicho de otra manera ;podemos decir que
X—X0
Jcll_g'l Y fn(0) =Z;{i°0xli_>rjrcl fn(x)? La respuesta es negativa (por lo menos sin hipdtesis
0 0

suplementarias). Tomemos por ejemplo [ =]—11[, f,(x) = (=1)"x™ y x, = 1. Entonces

1 . . .
T fu() = Y lim f,,(x) = (—1)". No podemos entonces invertir en este caso la suma con
X—-Xxg

el paso al limite.
2.9 Otras situaciones

Agrupamos en esta rubrica, las situaciones que no entran en ninguna de las ocho rubricas
anteriores. Por ejemplo, cuando se pregunta si una aplicacion es inyectiva de E en E, se puede,

para demostrar que no lo es, encontrar elementos a y b de E distintos, tales que, f(a) = f(b).
Cuando se procede asi, la terminologia “contraejemplo” es raramente utilizada. Sin embargo,
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en el plano estrictamente matematico y en el plano de la heuristica, la situacion es del mismo
tipo que las ocho anteriores.

Ejemplo: Sea f: R - R, f(x) = x> — x ;Es f inyectiva? Este problema es equivalente a:

Sea f:R - R f(x) = x*—x;Es verdadera la siguiente propiedad P:V(x,y) € R? f(x) =
f(y) = x = y? Para demostrar que esta propiedad es falsa, es suficiente encontrar un par (x, y)
de ntimeros reales tal que f(x) = f(y) pero x # y: Sean x = 1, y = —1. Observamos que f(1) =
0 = f(—1) pero 1 # —1. En realidad, la propiedad P de la que se trata en el problema es la
definicién de funcion inyectiva.

Existen en matematicas definiciones que pueden dar lugar a este tipo de situaciones.
Podemos mencionar, por ejemplo: Sea f: A - B

e finyectiva puc V(x,y) €A% f(x)=f(y)=>x=Yy)
e f sobreyectiva g (vy € B,3x € Aiy = f(x)),
e f creciente (respectivamente, decreciente) g Vx,y) €A x <y = f(x) < f(¥)

(respectivamente, f(x) = f(¥)).

El caso es similar cuando se dispone de caracterizaciones (condiciones equivalentes) o de
condiciones necesarias para que un objeto posea cierta propiedad. Por ejemplo: Sea f: R — R

e f continuaen x,siVe > 0,36 > 0,(Jx — x| <6 = |[f(x) — fxo)| < ).
La caracterizacion por sucesiones es:

V(x,) de elementos de 4, (( 1121 Xp = Xg) = ( lirP ) = f(x0))
n—-+oo n—->+oo
e f, converge uniformemente hacia f en A = V(x,) de elementos de 4, lirP (fn (xp) —
n—->+oco
f(x)) =0
® f admite un limite [ en x, = VV vecindad de x,, la restriccion ¢ de f a V, admite

también a [ como limite en el punto x,.
e (ay) converge al= V(a,,) subsucesion de (a,), an, converge a l.

® A acotado = V(x,) de elementos de 4, x,, no tiende a +o.

Podriamos mencionar muchos mas, pero nos limitaremos a dar algunos ejemplos clasicos
que pueden incluirse en esta categoria.

Ejemplo 1. “;La funcién f(x) = sen i, x # 0, f(0) = 0 es continua en 0?”

ervamos que la respuesta e ara demostrarlo es suficiente encontrar una sucesion
Obs S la respuesta es “NO” d strarlo es suficiente encont suces
(x,) de nimeros reales, tal que lim x, = 0 pero lim f(x,) # 0.

n-+o n-+oo

, . , . 1
Se demuestra asi que la propiedad. “V(x,) de numeros reales, x, = 0 = lim sen— = 0"
n-—+oo n

es falsa.

Ejemplo 2. Sea (f,) definida por, Vn€N, f,(x) =%, ¢(Esta sucesiéon converge

uniformemente a la funcién cero sobre R?

La respuesta es “ NO ” y para demostrarlo, es suficiente encontrar una sucesion (x,) de
numeros reales tal que |f,(x,)| no tiende a cero (condicién necesaria para la convergencia
uniforme).
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sen(1 .
@ no tiende a cero.

. . 1
En este caso es suficiente tomar x,, = ~ pues fulxn) =

Ejemplo 3. Otro ejemplo muy clasico de ese tipo de situacion es:

FRA(OO} >R fGoy) =2
. ) ] ;y xz + yz-

“:f tiende a cero en (0,0)?” Si esto fuera verdadero. Para toda recta D = {(x,y) € R*:1y =
Ax}, que pasa por el origen tendriamos _ lim  f(x,y) = 0. Ahora bien, si y = Ax, f(x,y) =

(x,¥)~(0,0)
(x.y)eD
A 5. Ahora bien A 5 # 0 si 4# 0, por ejemplo, si A = 2. Por lo tanto, la funcién f no tiende a
1+ 1+ 2
0 en (0,0).

3. Consideraciones finales

En la ensefianza de las matematicas el profesor no sélo debe comunicar los conocimientos
matematicos sino que debe hacerlos producir, al menos en parte, como resultantes de una
actividad humana a la cual se quiere iniciar a los estudiantes. Sin embargo, en la presentacién
axiomatica, los contraejemplos son borrados de la historia de la construccion de los
conocimientos. Una vez que el trabajo de construccién esta terminado, el andamiaje de los
contraejemplos desaparece del texto; este slo puede ser restablecido -al menos en parte- por el
lector (profesor o estudiante), como actividad de interrogacion y de comprension del texto. Esta
restauracion, evidentemente es muy parcial. Desde este punto de vista, si los procesos de
produccién matemadtica por los alumnos deben parecerse (aunque sea en lo minimo) a los
utilizados por los matematicos, entonces no se parecerdn mucho a los textos por los cuales las
matematicas se manifiestan a ellos y a sus profesores. Por consecuencia, provocar, manejar e
interpretar actividades matematicas de los estudiantes, exigira de sus profesores dos tipos de
conocimientos irreductiblemente muy diferentes, uno relativo a los textos y el otro relativo al
proceso de construccion de los conocimientos matematicos. La clasificacidon de las situaciones
de contraejemplo presentada en este trabajo, pretende aportar elementos en ese sentido a los
profesores y estudiantes de universidad.

Por otro lado, es conveniente separar, por una parte, el aspecto puramente matematico y
logico y, por otra las situaciones de ensefianza en las que aparece el contraejemplo. Esta
separacion ilustra el interés de la didactica de la matematica que otorga una importancia
especial en nuestra enseflanza a las situaciones en las cuales se desarrolla la transmision del
saber. En este sentido, todas las categorias que acabamos de definir en este documento, pueden
ser consideradas englobadas en la misma situacion matematica o logica. Desde el punto de vista
didactico, hemos hecho la distincion tomando en cuenta el funcionamiento en el contexto de la
ensefanza. Sin embargo, esta categorizacién no es ni exhaustiva ni disjunta. Podriamos
considerar otras mas. Ademas, una situacion dada puede ser clasificada en mas de una de estas
categorias. Por ejemplo, hay situaciones que pueden clasificarse en la categoria “ampliaciéon de
conjunto” pero también en la categoria “necesidad de las hipotesis”. De la misma manera, la
categoria “restricciéon de definiciones” puede considerarse un caso particular de la categoria
“reciproca de un teorema”, pero la aparicion de definiciones cada vez mas restrictivas para
acotar resultados mads precisos es una situacion que aparece frecuentemente en la ensefianza de
las matematicas, por lo que hemos querido hacer una categoria aparte. Otro ejemplo estd
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relacionado con el siguiente enunciado ;Todo limite de una sucesién de funciones continuas es

también una funcion continua? Podemos presentar este problema:

e Insistiendo sobre la estabilidad de la continuidad por paso al limite. La situacion puede
ser ahora asociada a la rabrica “jestabilidad?”,

e Insistiendo sobre el hecho sorprendente de que incluso si todas las funciones son
continuas el limite no es forzosamente una funciéon continua. La situacion puede ser
entonces asociada a la rabrica “efecto de sorpresa”.
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Resumen

Tras la publicacion de su pionero tratado sobre Calculo de Probabilidades, en 1657,
Huygens vuelve esporadicamente a este asunto a instancia de amigos y familiares, a través
de correspondencia con ellos. En 1665 se da una de estas circunstancias, a instancias de su
amigo Hudde. Entre ambos se cruza una correspondencia sobre resolucion de problemas
concretos en juegos de azar entre los que aparecen varias variantes, que los autores van
introduciendo a lo largo de la correspondencia, sobre el problema que ellos mismos llamaron
del cara y cruz. Van poniéndose de acuerdo en las condiciones del problema conforme
avanza la correspondencia y, entonces, van coincidiendo en soluciones y resoluciones,
usando un lenguaje algebraico del siglo XVIIL. En este trabajo presentamos traducciones al
espafol de los fragmentos de la correspondencia que tratan con este problema, y llevamos a
cabo la resolucion de las diferentes variantes con lenguaje algebraico actual, pero imitando
la forma de resolver de ellos. Proponemos estos problemas como ayuda en la docencia de
esta materia para estudiantes que se inician en este tipo de calculo.

Palabras Clave: Calculo de probabilidades, Huygens, Hudde, problema del cara y cruz.

Abstract

Following the publication of his pioneering treatise on the Calculus of Probabilities, in 1657,
Huygens sporadically returns to this issue at the urging of friends and family, through
correspondence with them. In 1665 one of these circumstances occurs, at the urging of his
friend Hudde. Between the two there is a correspondence on solving specific problems in
games of chance among which several variants appear, which the authors introduce
throughout the correspondence, on the problem that they themselves called the heads and
tails. They agree on the conditions of the problem as the correspondence progresses and,
then, they agree on solutions and resolutions, using a 17th century algebraic language. In this
work we present translations into Spanish of the fragments of the correspondence that deal
with this problem, and we carry out the resolution of the different variants with current
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algebraic language, but imitating the way of solving them. We propose these problems as an
aid in the teaching of this subject for students who are starting in this type of calculation.

Keywords: Calculus of probabilities, Huygens, Hudde, heads and tails problem

1. Introduccion

En 1657 se publica el primer texto sobre calculo de probabilidades, De Ratiociniis in Ludo
Aleae (Sobre el calculo en juegos de azar), de la que es autor el cientifico holandés Christiaan
Huygens (1629-1695). El texto es el fruto de sus reflexiones y calculos tras pasar unos meses en
Paris, en 1655, un afio después de producirse la famosa correspondencia entre los matematicos
franceses Blaise Pascal (1623-1662), que vivia en Paris, y Pierre de Fermat (1607-1665), residente
en Toulouse. Entre los investigadores de la ciencia hay bastante acuerdo sobre el hecho de que
dicha correspondencia establecio las bases solidas para la construccion del nuevo calculo. Pero
dicha correspondencia no fue publicada hasta mas tarde, en 1665, después de la muerte de
Pascal. Los matematicos del circulo de amistad de Pascal, en Paris, tuvieron conocimiento de la
misma y fueron los que informaron a Huygens sobre su contenido. Realmente, informaron
sobre los problemas abordados por ambos matematicos, pero apenas sobre los métodos de
resolucion. En esta visita a Paris no pudo entrevistarse con el propio Pascal, dado que este se
encontraba en una de sus retiradas espirituales en las que rechazaba cualquier visita. A su
vuelta a Holanda informa a su maestro en matematicas en la Universidad de Leiden, Frans von
Schooten (1615-1660), sobre los nuevos conocimientos relacionados con el azar. Este, que estaba
preparando la publicaciéon de una obra de cardcter enciclopédico sobre matematicas,
Exercitationum Mathematicarum, le anima a que redacte sobre estos nuevos conocimientos con
objeto de incorporarlos como uno de los anexos de la citada obra. Y asi fue. En 1657, cuando
Huygens tenia 28 afos, se publica en latin la obra de von Schooten, y como un apéndice de la
misma, el texto de Huygens. Tres afios mas tarde, en 1660, se publica la version en holandés,
con titulo Van Rekeningh en Spelen van Geluck.

El tratado consta de un prefacio con dos cartas, una de Schooten y otra de Huygens, 14
proposiciones, donde las 3 primeras establecen los principios basicos, las que van desde la 4% a
la 92 resuelven el problema de los puntos (reparto de una apuesta en juegos inacabados) en
situaciones simples, y las tltimas resuelven problemas relacionados con lanzamiento de dados.
El tratado se completa con 5 problemas propuestos, y no resueltos, para el lector, en el que el
ultimo de ellos, el 5% es el conocido como “problema de la ruina del jugador”. De los 5
problemas propuestos, el 1% el 3° y el 59 iban acompanados de su solucion, pero no de su
resolucion. En cambio, en el 2y 4¢, relacionados con la extraccion de bolas a ciegas de una urna
que contiene bolas blancas y negras, no se expone ni solucidn ni resolucion.

Del tratado destacamos la tercera proposicion, la que se emplea para hacer la valoracién de
un juego, y clave para la resolucion posterior de los problemas. La traduccidn literal de la
version latina es:

Siendo p el niimero de casos en que me puede corresponder a, y q el niimero de casos en que puede
pa+qb

p+q

Se usa la palabra “expectatio” para valorar un juego, término que ha dado lugar a la esperanza

hacerlo b, asumiendo que todos los casos son igualmente posibles, mi esperanza serd igual a
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matematica, operador tan utilizado, tanto en modelizacion estadistica como en estadistica
inferencial.

En el prefacio del tratado, antes citado, Huygens reconoce la primacia de los genios
franceses sobre este tipo de especulaciones:

Es necesario saber por otra parte que hace ya cierto tiempo que algunos de los mds
Célebres Matemiticos de toda Francia se han ocupado de este género de Cilculo, con el fin
de que nadie me atribuya el honor de la primera Invencion que no me pertenece.

Pero en una carta a van Schooten fechada en 20 de abril de 1656, cuando ya se estaba
preparando la publicacion del texto, Huygens informa sobre su desconocimiento con respecto
a los métodos de calculo empleados por ellos:

La dificultad de este asunto estd, precisamente, en poder comprender lo que surge del
agudo ingenio de Pascal, que no ha contado nada, por lo que el mayor esfuerzo es continuar
aseverando lo que, seguramente, fue investigado por él en su mayor parte, asi como por
Fermat. Los principios en los que se basan no han podido ser descubiertos hasta ahora.

Respecto a los documentos publicados por él, aqui se acaba la aportacion de Huygens al
calculo de probabilidades. Su rica vida cientifica tomo otros derroteros, relacionados con la
astronomia o la fisica. Ahora bien, a finales del siglo XIX y principios del siglo XX, la Academia
Holandesa de las Ciencias procede a la publicacion de las obras completas de Huygens,
recogiendo en las mismas lo publicado y lo no publicado por este autor, siendo esto ultimo lo
constituido por su inmensa correspondencia con cientificos de toda Europa, y lo recogido en
hojas sueltas y cuadernos manuscritos en los que el autor ensaya resoluciones de diversos tipos
de problemas. En total, la Academia publica 22 tomos. Aqui es donde descubrimos que
Huygens dedicé algo mas de tiempo al calculo de probabilidades y, casi siempre, a instancia de
colegas o de su propio hermano, Lodewijk. Asi, en el Tomo I encontramos la correspondencia
previa a la publicacion de su tratado, donde aparecen las dudas y discusiones con su maestro
van Schooten. En el Tomo XIV aparece el propio tratado, y siendo acompafiado de 9 apéndices
que en su momento no fueron publicados, y que incluyen resoluciones manuscritas de diversos
problemas de azar en diversos momentos de su vida. Y en el Tomo V nos encontramos la
correspondencia que Huygens se cruzé con su compatriota Johann Hudde (1628-1704), en 1665,
sobre resolucién de algunos problemas concretos relacionados con juegos de azar, algunos de
los cuales son objeto de nuestra investigacion en este trabajo, y la correspondencia con su
hermano Lodewijk (1631-1699) en 1669, en la que ambos hermanos discuten sobre el parametro
mas adecuado para definir una tabla de vida: vida media o vida mediana, todo ello generado
por la tabla de esa caracteristica que aparecia en el texto de John Graunt (1620-1674), Natural
and Political Observations Made upon the Bills of Mortality, publicado en Londres 1662, y al que
ambos tuvieron acceso.

En el trabajo que presentamos analizamos una parte de la correspondencia con Hudde de
1665, la que se dedicé a un problema concreto, que los propios autores denominaron “el
problema del cara y cruz”. Presentamos la traduccién al castellano de los fragmentos de cartas
donde aparece el problema, y la resolucion dada por los autores al mismo, donde muestran su
habilidad algebraica, su elegancia en la escritura de estas cartas, y sus intuitivas reflexiones
sobre el asunto. Johann Hudde era amigo personal de Huygens, habia coincidido con él, siendo
estudiantes en Leiden, ambos discipulos de von Schooten, y en el momento de producirse la
correspondencia vivia en Amsterdam, mientras que Huygens permanecia en La Haya, razén
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por la cual se genera la misma, de la que nos ha llegado la mayoria de las cartas a través de las
citadas Obras Completas (que se sepa, al menos tres de esas cartas han desaparecido).

Como profesores de esta materia, hemos probado incluir en los contenidos de asignaturas
de iniciacién al calculo de probabilidades, la resolucién de problemas de origen histérico como
el que describimos en este texto. Detectamos una motivacion especial por parte de nuestros
alumnos, al conocer el contexto en el que se originan y la forma de resolver de los autores.

En el siguiente apartado exponemos nuestras traducciones al espafiol, con nuestros
comentarios, de los fragmentos de las cartas en los que se trata el problema que nos ocupa, y en
el apartado 3° las resoluciones de estos autores con un lenguaje algebraico actual.

2. Fragmentos de la correspondencia Huygens-Hudde de 1665

Desconocemos la razén exacta por la que se origino esta correspondencia, pues la primera
carta de esta serie no se conserva. Sospechamos que la misma fue provocada por la presencia
al final del tratado de dos problemas en los que, como se ha dicho, no se mostraba ni resolucion,
ni solucion. Recordamos, problemas 2° y 4%, ambos dedicados a calcular la probabilidad de
ganar de cada uno de los jugadores participantes en un juego, consistente en la extraccion al
azar de una urna que contiene bolas blancas y negras. Pensamos que Hudde le envié la soluciéon
de ambos problemas en un momento anterior a abril de 1665, con la esperanza de que Huygens
le manifestase la correccion o coincidencia de soluciones. Esto dio pie a una correspondencia,
de la que se conserva 11 cartas (5 cartas de Huygens a Hudde, y 6 de Hudde a Huygens), en el
periodo comprendido entre abril y agosto de ese afio. Ya hemos informado que la Academia
Holandesa de las Ciencias recoge en el Tomo V de las Obras Completas de Huygens esta
correspondencia, y 5 apéndices escritos por Hudde, que son los manuscritos donde este autor
ensayaba las resoluciones de los problemas planteados, y en el Tomo XIV, los apéndices II, III,
IV y V del Tratado, que son las hojas sueltas donde Huygens realizaba sus propios calculos,
ensayos de resolucién y disquisiciones sobre los problemas. Hemos de decir que, en las cartas
que se remitian los autores no mostraban su forma de proceder, solo los resultados finales que,
cuando no coincidian, generaban discusiones entre los mismos en las siguientes cartas.
Anadimos, también, que los autores escribian principalmente en holandés y en latin. También,
algunas notas en francés. La Academia Holandesa publica toda la obra de Huygens en la lengua
en la que él redactaba y, también, en francés. Nosotros realizamos nuestra investigacion usando
las traducciones al esparfiol de la version en francés de las cartas y apéndices que aparecen en
las citadas Obras Completas.

Inicialmente, los problemas no se planteaban con toda la precisién necesaria, y eso era lo
que daba lugar a esas diferentes interpretaciones. El transcurso de la correspondencia servia
para ir incorporando hipdtesis precisas sobre los problemas planteados y, asi, llegar a
coincidencias en los resultados. De hecho, en la 22 carta de la serie, la de Hudde a Huygens de
5 de abril, leemos:

Carta de Hudde de 5 de abril de 1665.

Después de haber revisado mis cdlculos sobre estas dos cuestiones, aunque tinicamente
a la carrera, pues era suficiente por el momento, y sin haber encontrado fallo alguno, no
osaria, sin embargo, de acusaros de error, tanto menos cuando vos escribis, de forma muy
expresa, que estdis en lo cierto y que no habéis calculado con error. Entonces, he pensado si
no podria encontrarse algiin doble sentido en el enunciado de las cuestiones y, que vos
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habéis interpretado de una forma y yo de otra, y hemos resuelto cada uno cuestiones
diferentes, y asi, en lugar de dos, dos pares.

En el contexto de esta correspondencia, ademads de los dos problemas ya citados de final
del tratado, los autores plantean e intentan resolver, con mayor o menor é€xito, otros problemas
que iban surgiendo de la inventiva de ambos. Podemos resumir diciendo que, en total fueron
dos tipos de problemas, los de extraccion de bolas de una urna, y los de lanzamientos a cara 'y
cruz, y que de este tiltimo tipo hemos contado hasta cinco variantes distintas. Son los problemas
que analizamos en este trabajo.

Carta de Huygens del 4 de abril de 1665.

De esta carta s6lo se conserva el resumen que Huygens tenia la precaucion de redactar
cuando la enviaba para tener referencias de lo que escribia, ante posibles discusiones
posteriores. La fecha que disponemos es la del resumen. Seguramente, la carta fue enviada en
fechas anteriores, pues la respuesta de Hudde fue enviada el 5 de abril, un dia después de la
fecha del resumen. En este resumen, Huygens contrasta los “ntimeros” de sus soluciones a los
problemas de extraccion de bolas de la urna (problemas 2 y 4 del final del tratado), con los de
su interlocutor. Cuando estos autores hablan de nimeros lo que estan mostrando son los
numeros con los que se pueden construir las probabilidades de ganar en el juego de cada uno
de los jugadores (es decir de qué forma se construyen las probabilidades a partir de estos
numeros). Al final del parrafo, encontramos la primera cita del problema de cara y cruz:

Nimeros, de las dos cuestiones de azar, distintos a los de él, es decir, en lugar de sus
niimeros 232, 159, 104, yo encuentro 4, 6, 9, y en lugar de sus 14 y 19, yo encuentro 35 y
64. Estoy seguro de que los mios son buenos. Le propongo la cuestion de cara o cruz.

Carta de Hudde de 5 de abril de 1665.

Volvemos de nuevo a esta carta de Hudde, a la parte en que entra en el problema al que
nos referimos. Cuando los autores formulan la pregunta jcuanto pierde o cuanto gana un
determinado jugador por participar en un determinado juego?, lo que estan valorando es la
esperanza de las ganancias (diferencia entre lo que recauda y lo que apuesta) de ese jugador
por participar. O sea, usan la esperanza matematica como instrumento de valoracién del juego
para cada jugador. Si esa esperanza es positiva, los autores entienden que el jugador “gana” y,
si es negativa, que “pierde”. El valor de esa esperanza es la cantidad que responde a la pregunta
sobre cuanto gana o cuanto pierde. Una vez que un jugador ha adquirido el compromiso de
participar en el juego y si, calculada su esperanza, ésta sale negativa con una cantidad a4,
entonces si dicho jugador quiere renunciar a su participacién en el mismo, ha de pagar al
jugador contrario esa cantidad a. En ese sentido ha de entenderse la frase del fragmento que va
a continuacion, y que hemos sefialado en negrilla:

A continuacidn, en lo que respecta a la cuestion que me habéis propuesto como si fuese
facil y simple, aunque a mi me ha exigido bastante meditacion, a saber:

“A y B lanzan por turnos a cruz o cara, bajo la condicién de que aquél que consiga
cara' tomard todo lo que estd puesto; y A lanza el primero cuando nada ha sido puesto atin.
Se pregunta, ;cudnto pierde A si acepta este juego? ;O cudnto se podria dar a B para

1 Hudde ha omitido, por descuido, este fragmento de frase que deberia ser intercalado ahi: “debe poner cada vez un
ducado, pero el que consiga cruz”. Consultar la carta de Huygens del 10 de mayo.
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poder concluirlo?”, he querido pensar al mismo tiempo, y he encontrado que B, en estas
condiciones, conseguird de provecho 1/6 de un ducado. Por lo menos, esto es cierto en el
sentido en que yo interpreto las palabras: pero que hace, si nosotros no tuviésemos del
mismo modo dos o mds cuestiones, de manera que éste podria ser muy bien vuestro turno,
en caso de diferencia, de descubrir el doble sentido. Estoy curioso por saber si coincidiremos,
aungue no tengo duda, por lo menos si entendemos las palabras en el mismo sentido.

Carta de Huygens del 10 de abril de 1665.

De nuevo, de la respuesta de Huygens, de 10 de abril, s6lo disponemos el resumen que el
propio autor redacto:

Es cierto que ambos hemos calculado bien, y esto es debido al doble sentido que se le
puede dar a ambas cuestiones. En la cuestién de cara o cruz, su solucion, la de que A
perderia 1/6 de un ducado, no coincide con la mia que es 4/27 de un ducado.

Carta de Hudde de 5 de mayo de 1665.

A lo largo de esta correspondencia observamos como, por descuido, los autores
intercambian entre si los efectos que ejercen en el juego el hecho de lanzar cara o cruz.

La cuestion que vos me habéis propuesto por primera vez en una carta del 4 de abril?
se enuncia asi:

“A y B lanzan por turnos a cara o cruz bajo la condicion de que aquél que lance cara
pondrd cada vez un ducado, pero el que lance cruz, cogerd todo lo que estd puesto, y A lanza
el primero cuando nada ha sido puesto avin. La cuestion es, ;cudnto pierde A por entrar en
el juego? o ;cudnto deberia entregar a B para poder concluirlo?”

En mi respuesta’ del 5 de abril yo recojo todas estas mismas palabras, de manera que
las subrayadas, que vos me escribis* que no estdn en mi carta, deberian haber sido errores
dada la rapidez con que las copié, lo que ha podido ocurrir aqui, tanto mds como que la
misma palabra “werpt”> precede y sigue inmediatamente. Encuentro también haber
respondido a esta cuestion, que en esta condicion B sacard de provecho 1/6 de un ducado,
al menos que fuese cierto en el sentido que yo atribuia a las palabras, pero que, quizds, de
esta cuestion podriamos extraer aiin dos o mds. Pues, como no se habia precisado aqui el
nuimero de lanzamientos o de veces que se debia poner un ducado, ni indicado expresamente
su indeterminacion, me parecia que ain quedarian razones para dudar si en la cuestion,
quizds, podria haber sido omitido algo sobre la determinacion de las veces, o, si no, si se
podria explicarlo por una vez de una parte y de otra, o bien, tenerlo por indeterminado.
Esta uiltima suposiciéon me habria parecido la mds probable, y también, supe después por
vuestra misiva del 10 de abril que vos lo entendiais ast, como se concluye de las palabras:
ahora bien, para evitar en lo que sigue cualquier doble sentido, afiadiria ain que entiendo
que cada vez que A o B lancen cara, deben poner un ducado, de manera que alguna vez hay
varios ducados puestos, antes de que por primera vez se lance cruz, es decir, que se coja
todo lo que ha sido puesto. Pero como en vuestra carta precedente® atin aparecen a propdsito

2 En la primera carta que se conserva de la correspondencia.
3 En la segunda carta que se conserva de la correspondencia.
4 Carta que esta desaparecida.

5 El equivalente a “cruz” en holandés.

¢ En la primera carta que se conserva de la correspondencia.
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de esta cuestion las palabras: Vos os ocupareis tan facilmente de examinar esto, que
parece no exigir mucho cdlculo, de forma que sdlo es necesario encontrar el camino
para conseguir lo que se desea; y como habia mds cilculo en el sentido indeterminado
que en el susodicho sentido determinado, elegi provisionalmente éste con preferencia al otro,
de manera que mi solucién contempla la cuestion asi propuesta: A y B lanzan por turnos a
cara o cruz, bajo la condicién de que aquel que lance cara, pero sélo por 1* vez, pondrd un
ducado, etc. Y vos tomdis la cuestion en este sentido: A y B lanzan por turnos a cara o cruz,
bajo la condicion de que aquel que lance cara, siempre, pondrd un ducado, etc. Pero, sin
embargo, aunque no mds que vos mismo, yo no puedo ver que aun queda algo de
incertidumbre en los términos de la cuestion, a pesar de ello, los resultados que hemos
encontrado no coinciden, pues siguiendo vuestro cilculo A perderia 4/27 de un ducado, y
seguin el mio, 2/9.

Carta de Huygens de 10 de mayo de 1665.

En esta carta, Huygens le comenta a su interlocutor que existe la posibilidad de proponer
una amplia variedad de problemas relacionados con juegos de azar, aunque, afiade también,
tiene dudas sobre si vale la pena dedicar tiempo a este tipo de especulaciones.

La razon por la cual os proponia la cuestion de cruz o cara era vinicamente porque, al
mostrarme lo que vos habiais escrito con respecto al cdlculo en los juegos de azar, afiadiais
que no pensabais que se pudiese proponer atin alguna cosa particular en esta materia.
Porque la susodicha cuestion me vino a la mente poco después, me parece bien de vos la
propuesta como asunto de nueva especulacion, la que me habéis enviado. Creo que ahora
habréis percibido, al igual que yo, que esta cuestion es distinta a todas las que se encuentran
en mi Tratado impreso, y que se podria imaginar aun otras mds, distintas entre ellas, y
exigiendo mds meditacion. Pero la utilidad no es suficientemente grande como para emplear
mucho tiempo. En cuanto a la cuestion que habéis querido proponerme como conclusion de
vuestra tltima, al principio me parecio bastante dificil, pero la he terminado con mds
facilidad de lo que yo crei.

La cuestion que Hudde le plantea, de la que escribe Huygens, era una mas relacionada con
la extraccion al azar de bolas de una urna. Contintia la carta y aparece de nuevo el problema de
caray cruz, con una nueva version del mismo.

Puesto que, en mi cuestion de cruz o cara, la condicion de A es peor, puesto que él
lanza primero, entonces cuando nada ha sido puesto atin, se podria plantear cudnto
deberian poner al principio A y B (es decir, cada uno una misma suma) para que, desde el
inicio, ceteris positis ut prius, sus condiciones sean equivalentes. No sé hasta qué punto
serd dificil esta cuestion, puesto que atin no la he pensado. Tampoco la he planteado para
demandaros la solucion, sino unicamente porque me ha venido a la mente, como emanando
de la cuestion que vos habéis propuesto tiltimamente. Sélo os pido que me hagdis saber, a
la vista de lo cual, si hemos obtenido igual resultado.

Carta de Hudde de 29 de junio de 1665.

En esta carta, Hudde le envia la solucién a la ultima version del problema. También,
coincide con Huygens sobre la utilidad o no de dedicarle tiempo a este tipo de problemas.

... en lo que respecta a la siguiente cuestion, sobre la que no habéis reflexionado atin,
a saber:
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Ay B lanzan por turnos a cruz o cara, en la condicion de que aquél que lance cruz
pondrd un ducado, pero aquél que lance cara cogerd todo lo que estd puesto; y A lanzard el
primero. Se pide, cudnto deberdn poner A y B desde el principio, es decir, cada uno una
misma suma, para hacer que las condiciones de A y B sean las mismas; encuentro como
solucion de esta cuestion 1+1/3 ducados que deben poner entre ambos, 0 2/3 cada uno. Y
no puedo creer que me haya equivocado en estos cdlculos, dado que los he hecho por dos
caminos distintos y que los dos, uno con y el otro sin Algebra, son los mismos que he
empleado para solucionar las tres cuestiones mds dificiles que se encuentran en vuestro
Tratado. Sin embargo, como estas cuestiones no os parecen (ni a mi tampoco) de tal utilidad
como para emplear mucho tiempo, no quiero aseguraros con total rotundidad que he
calculado bien en todo esto, seria posible también que me hubiese equivocado de vez en
cuando en alguna pequefia letra, como ocurrid en la segunda de las 5 cuestiones que vos
habéis propuesto al final de vuestro Tratado.

Carta de Huygens de 7 de julio de 1665.

Después de un texto extenso en el que el autor reflexiona sobre su resolucion y la resolucién
de su interlocutor en el caso de los problemas sobre extraccion al azar de bolas de una urna,
Huygens muestra su coincidencia con Hudde en la solucién de la tltima version del problema:

En cuanto a mi ultima cuestion de cruz o cara, para hacer iquales las chances de A y
B, aqui encuentro el mismo resultado que vos, a saber, que cada uno debe poner al principio
2/3 de un ducado.

Carta de Hudde de 20 de julio de 1665.

Esta carta es la mas extensa de la serie. Hudde empieza a mostrar sus procedimientos. La
discusion esta centrada en los problemas de urnas, donde hay mas descuerdo entre ambos,
pues parece manifestarse que usan métodos distintos:

En mi dltima’ creia estar tan seguro de haber calculado todo bien (apoydndome, como
vos escribiais, en los diferentes cilculos llevados a cabo, siguiendo dos vias diferentes, y que
no eran nuevos sino los mismos con los que yo habia resuelto las principales cuestiones
contenidas en vuestro pequefio Tratado de “Rekening in spelen van geluk”?, y obtenido los
mismos resultados que vos), que no he previsto la correccién de mis resultados obtenidos,
sino que, todo lo contrario, estaba esperando que vos también estabais descubriendo el error
de vuestros diferentes resultados, como yo habia encontrado el mio con respecto a la 1°
cuestion y vos habiais tomado parte, y que, una vez puesto de acuerdo, con vuestra
respuesta habriamos dado un final a estos cdlculos en juegos de azar. Pero reconozco que
nunca me ha llamado tanto la atencion, ni se me ha mostrado mds inesperado, que vuestra
ultima del 7 del corriente que es la respuesta a mi precedente, en la cual veo que os habéis
tomado la molestia de retomar con ardor vuestras meditaciones, mds o menos procedentes
de vuestra memoria, después de algiin tiempo de descanso y que, sin embargo, al final habéis
encontrado el mismo resultado que antes de 207/343, en lugar del mio, 9/245, afiadis que
no duddis, de ningiin modo, que yo, al revisar mis cdlculos, encontraria que vuestro
resultado es correcto.

7 Carta de Hudde del 29 de junio.
8 Es el titulo en holandés del tratado de Huygens
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Después, dado su desacuerdo con Huygens en los problemas de urnas, duda sobre
la coincidencia de metodologias, aun habiendo coincidido en la solucién de la dltima
version del cara y cruz.

Pero que, sin embargo, en vuestra tiltima cuestion de cruz o cara, para convertir en
iguales las chances de A y de B, habéis encontrado el mismo resultado que yo, a saber, que
desde el inicio cada uno deberia poner2/3 de un ducado.

¢Cémo pueden estar bien, decidme vos, mis pensamientos tras leer todo esto por
primera vez? Pues comprendi enseguida que no podiamos seguir considerando mds nuestro
acuerdo en alguna de nuestras 4 cuestiones, aunque en la primera y en la ultima los
resultados fuesen los mismos de una parte y de otra, a la vista de que la regla general que
vos teniais para cuestiones parecidas no estaria conforme con la mia, puesto que, de otra
forma, vuestros dos resultados 207/343 y 105/131, habrian debido concordar con los mios
de 9/245 y 0; pero que, probablemente, el acuerdo en las cuestiones primera y iltima habria
nacido de la igualdad de las susodichas letras a, b, c, d, que en las otras han sido supuestas
desiguales.

Mis primeros pensamientos cayeron sobre mi mismo. ;Estaria, quizds, de nuevo
equivocado en mi cdlculo? Sin embargo, hay poca posibilidad de que sea asi, a la vista de
que he calculado todo con dos métodos diferentes y que me habian dado resultados correctos
en otras cuestiones, y que los he encontrado conformes. Pero, lo que vos conseguis en la 1*
cuestion, ;no puede lograrse en las otras? Ciertamente; pero creo también que el
fundamento de este error ha sido planteado de noche, mientras estabais medio dormido, y
que yo he estado presente en mis otros cdlculos con los sentidos muchos mds despiertos.
¢Es que el Sefior de Zuilichem?® (estando ahora en posesion de mi regla general que, como
otras, es de tal naturaleza que un tinico ejemplo entre un niimero infinito y, habitualmente,
un ejemplo facil de determinar, puede indicar la falsedad cuando no es buena) estaria, pues,
aun equivocado? Y esto cuando, habiendo casi olvidado por completo sus razonamientos
anteriores, ;ha retomado de nuevo el asunto con ardor? He aqui lo que aiin me parecia
menos posible, en particular, al tener en cuenta la habilidad y finura de ideas que vos habéis
alcanzado, en mds alto grado que otros, en el asunto de los juegos de azar; y sobre todo
cuando, al mismo tiempo, yo acababa de considerar el rango que ahora vos ocupdis entre
los sabios y los mds excelentes matemiticos de este siglo. Desde luego, si entonces hubiese
estado obligado a arriesgar una chance con vos bajo las citadas condiciones, habria querido
perder algo para ser excusado. Digo “algo”, pero sin tener presente en tal caso mis
razonamientos y, sin embargo, acordindome muy bien de la atencion que le habia prestado,
me fiaba un poco de mis propias fuerzas. No obstante, dejé en ese instante el asunto a la
mitad y suspendi mi opinion hasta un nuevo examen. Estaba dispuesto a volverme al campo
para buscar algun descanso y, fuera del hormigueo y de la agitacion de los ciudadanos,
concentrar mis ideas que, desde hacia algiin tiempo habian estado distraidas y dispersas
por las desgracias de la Repiiblica; e incluso, experimentando sobre mi mismo, saber hasta
qué punto, en estos tiempos turbados, podria mantenerme tranquilo y libre de cualquier
temor. Pero veo que las mds altas montafias aparecen entre el dicho y el hecho, que nada es
mds facil que descubrir el camino que lleva a la tranquilidad y nada es mds dificil que
seguirlo:

9 Es el titulo nobiliario de Huygens.
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Rex est qui metuit nihil,
Rex est quique cupit nihil. 10

Ahora bien, como vuestra regla general, que se adapta a esta tiltima cuestion, debe ser
aplicable también, necesariamente, a las precedentes, tal como vuestra primera cuestion de
cruz o cara, se sigue claramente que, segiin ella podemos tinicamente por azar encontrar
resultados concordantes con la fraccién de la primera cuestion y, por consiguiente, también
de la uiltima, que se deriva con muy poco cambio.

Y ahora creo que vos estdis también, por lo menos, tan sorprendido como lo estaba yo;
pues, segiin me parece, no esperabais correccion a vuestras correcciones, aun diciendo lo
contrario al final de vuestra carta, aunque sélo bromeando. Y quizds, sonreiréis ahora
conmigo, de nuevo, viendo que hemos intercambiado tantas cartas de una y otra parte sobre
estas cuestiones de juegos de azar, y que no hemos avanzado, sino que, mds bien, hemos
retrocedido, a la vista de que ahora no queda una sola cuestion sobre la que podamos
asegurar estar completamente de acuerdo. Pero me parece, sin embargo, que comienza a
llegar el momento de conseguir el final de este asunto, que ha durado bastante. El camino
mds corto para llegar serd que os muestre uno de mis métodos, por el cual he resuelto todas
las cuestiones de juegos de azar que hemos propuesto que, en su orden, son las cuatro que
siguen; y asi podria demostrar al mismo tiempo lo que he dicho arriba con respecto a
vuestros resultados 207/343 y 105/131.

1% Cuestién propuesta por vos.

Ay B lanzan por turnos a cruz o cara, bajo la condicién de que aquél que lance cara,
pondrd un ducado, pero aquél que lance cruz se quedard con todo lo que hay puesto. Y A
lanza el primero cuando atin no hay nada puesto. Se pide, ;cudl es la ventaja de A cuando
se compromete en esta partida, o cudnto deberia dar a B para poder concluir?

Hemos dado los dos como respuesta que A perderia asi 4/27 de un ducado.
4* Cuestion propuesta por vos.

Ay B lanzan por turnos a cruz y cara, bajo la condicion de que aquél que lance cara
pondrd un ducado, pero aquél que lance cruz arramblard con todo lo que ha sido puesto; y
A lanzard el primero. Se pregunta, ;cudnto deberin poner Ay B al principio, es decir, cada
uno una misma cantidad, para conseguir que las condiciones de A y B lleguen a ser iguales?

Aqui damos los dos la misma solucion, a saber, 2/3 de un ducado como lo puesto por
cada parte.

Y entonces Hudde describe su método de calculo para el caso de la extraccion al azar desde
una urna, e indica que es el mismo método que el que ha usado para resolver los problemas de
caray Cruz.

Carta de Huygens de 28 de julio de 1665.

Creo ahora que pronto llegard un final para nuestras cuestiones sobre juegos de azar,
pero hasta aqui no lo tenemos, y veo con asombro los singulares incidentes, que nos retienen
tanto tiempo. No debéis pensar que yo bromeaba cuando decia al final de mi 1iltima™ que

10 Rey es el que no teme nada, Rey es el que no desea nada.
11 En la carta de Huygens del 7 de julio.
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esperaba de nuevo alguna correccion, pues nunca he tenido tal confianza en mi mismo como
para creer que en el cdlculo e incluso en el razonamiento no estaria sujeto a error, y ahora
me siento atin mds timido que antes, viendo que el Sefior Hudde, después de haber revisado
su cilculo hasta 2 o 3 veces, y después de haber corregido con una mente despierta lo que
habia errado dormitando, y habiendo encontrado todo por dos vias diferentes, que le dan el
mismo resultado— viendo todo esto, digo yo, sin embargo, él ha podido equivocarse. Estard,
sin duda, extrafiamente sorprendido de pensar esto, y todavia mds cuando yo osaria a
afirmar que no ha habido fallos en mis cdlculos y que, cuando €l y yo hemos obtenido un
mismo resultado para una misma cuestion, yo he calculado correctamente y él mal. Todo
esto lo haré ver aqui, no obstante, salvo correccion.

Se van aclarando las condiciones o hipdtesis del problema:

Pues bien, debéis saber que al plantear mis cuestiones he omitido por descuido afiadir
al final que yo entendia que el juego no debia concluir antes de que algo hubiese sido puesto
de una parte o de otra. Se deduce que vos habéis supuesto que si A, al inicio, lanza cruz, o
bien, extrae una ficha blanca, el juego estaria concluido; y reconozco que mi descuido ha
sido la primera causa. Pero vuestro fallo en el cdlculo me ha impedido observar que provenia
de algiin malentendido, pues me di cuenta poco después de haber enviado mi uiltima’? que
esta omision podria dar lugar a otra interpretacion de mis problemas y no podia, sin
embargo, presumir que esto estaba ocurriendo en efecto, al ver que vos habiais encontrado

4
el mismo resultado que yo, de 2—7, en la cuestion de cruz o cara®: dicha concordancia es

ciertamente muy singular.

Carta de Hudde de 21 de agosto de 1665.

Es una larga carta. En la misma, Hudde expone sus métodos. Es la tltima que se conserva
de esta serie. Seguramente, hubo alguna carta respuesta por parte de Huygens, dado que

Hudde le reclamaba en esta. De la carta hemos seleccionado algunos fragmentos:

No haber vuelto hasta anteanoche de un pequeiio viaje al interior es la causa de que no
o0s haya respondido antes a vuestra tiltima, en la cual veo que tengo razén para creer que
por fin habremos encontrado el desenlace completo de nuestras cuestiones sobre juegos de
azar. A esto hemos llegado, como habitualmente se llega cuando se disputa, y después de
media docena de horas de discusiones, habiendo encontrado por fin, con todo discutido, el
verdadero status Quaestionis, llegdndose en un momento a entenderse.

Pero me extraiio con vos de tantas circunstancias singulares con las que nos hemos
encontrado aqui. Y como no las conociais atin todas, y para que al mismo tiempo pudieseis
ver que yo nunca habia calculado con error, ni incluso en lo que cambié en otro momento
y llamé fallo, con el fin de que pudieseis conocer al mismo tiempo mi otro y primer método;
-me tomaria avn el trabajo de deciros, como he considerado y calculado la cosa desde la
primera vez. Y para hacerlo ordenadamente, deberia retomarlo desde el comienzo.

Pues sois vos quién ha sido el primero en escribirme una carta™ sobre estas cuestiones
de juegos de azar, en la cual habéis corregido dos resultados que os habia dado para las

12 En la carta de Huygens del 7 de julio.
13 En la carta de Hudde del 29 de junio.
14 En la primera carta que se conserva de esta correspondencia. Carta de Huygens del 4 de abril.
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cuestiones 2y 4* incluidas al final de vuestro pequefio Tratado de los juegos de azar, que
se encuentran sin su fraccién®, con lo que pudisteis ver si concordaban con las vuestras; a
continuacion me proponéis resolver vuestra primera cuestion de cruz o cara, en estos
términos: A y B lanzan por turnos a cruz o cara, bajo la condicién de que aquel que lance
cara pondrd un ducado cada vez, pero que aquél que lance cruz tomard todo lo que hay
puesto. Y A lanza el primero cuando nada ha sido puesto atin. La cuestion es ;cudnto pierde
A cuando entra en este juego, o cudnto deberia dar a B para poder acabar?

Después de haber mostrado en mi respuesta’® que habia un doble sentido para estas 2*
y 4* cuestion que habéis planteado, y que vuestros niimeros tenian relacion con uno de los
dos sentidos y los mios con el otro, daba también 1/6 de un ducado como la solucién de esto,
pero afiadia con premeditacion estas palabras: pero quién sabe si estaremos incluso en dos
o0 varias cuestiones; Y, por consiguiente, muy bien podria ser vuestro turno, en caso de
diferencia, de buscar el doble sentido. Tengo curiosidad por saber si estaremos de acuerdo,
aungue no lo dudo, al menos si entendemos las palabras en el mismo sentido.

En vuestra respuesta a esto”7 me dejdis completamente fuera de fallo en lo que
concernia al errvor sospechado, y atribuis la causa vinicamente a vos mismo, por no haber
planteado de forma conveniente y sin equivocos estas dos cuestiones; ...

A continuacion, en cuanto ala otra cuestion de cruz o cara vos disipdis tan netamente,
como si hubieseis conocido mis pensamientos cuando yo calculaba, el doble sentido que
habia encontrado, diciendo: Ahora bien, para evitar en lo que sigue cualquier doble sentido,
afiadiria aun esto, que entiendo que cada vez que A o B lanzan cara, deben poner un ducado,
de manera que, a veces, pueden encontrarse puestos muchos ducados, antes de que por
primera vez se lance cruz, es decir, antes de que se coja todo lo que ha sido puesto. No puedo
ver que ahora quede aqui alguna incertidumbre, pero dudo si la cuestién es tomada por vos
en esta acepcion, puesto que vuestro cdlculo, segtin el cual A perderia 1/6 de un ducado, no
coincide con el mio, pues encuentro que A pierde 4/27 de un ducado.

A esto os he respondido™® de nuevo, que no habia tomado la cuestion en este sentido
indeterminado, aunque lo hubiese pensado, afiadiendo mi razon; pero por provision en este
sentido: A y B lanzan por turnos a cruz o cara, bajo la condicién de que aquél que lance
cara pondrd un ducado pero tinicamente por primera vez, etc; pero (continuaba yo) aunque
1o mds que vos mismo, no podia ver que quedase atin alguna incertidumbre en los términos
de la cuestion, aunque los resultados que encontramos no concuerdan: pues siguiendo
vuestro cdlculo A perderia 4/27 de un ducado, y segun el mio 2/9. Y en esta carta os he
propuesto por primera vez mi cuestion del juego equivalente, formada de las palabras de
vuestra cuestion, tantas como el enunciado podia sufrir.

Ahora, en vuestra respuesta’ a ésta encuentro la razén por la que vos me habéis
propuesto esta cuestion de cruz o cara; a saber, porque juzgdis que era de otra categoria de
cuestiones de todas las que se encontraban en vuestro Tratado impreso, y porque, al
mostraros lo que yo habia calculado con respecto a algunos juegos de azar, habria afiadido
que no pensaba que algo singular pudiese aiin ser propuesto en esta materia. ;No habria

15 Que aparecen en el Tratado sin su solucion.

16 En la segunda carta que se conserva de esta correspondencia. Carta de Hudde del 5 de abril.
17 En la carta de Huygens del 10 de abril.

18 En la carta del 5 de mayo.

19 En la carta del 10 de mayo.
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dicho que no pensaba que en esta materia algo singular podria ser atin propuesto, cuyos
fundamentos no estuviesen comprendidos en lo que yo habia escrito en estas hojas de papel?
Puesto que yo habia resuelto mds cuestiones, incluso siguiendo otras formas, que no se
encontraban en vuestro Tratado. Sequramente creo haber querido decir tinicamente esto, y
permanezco aun en la misma opinion.

A continuacion, Hudde explica su forma de resolver, que nosotros mostraremos en
el siguiente apartado, pero con un lenguaje actualizado.

Siguen otros fragmentos (aqui el autor usa la palabra chance como sinénimo de
probabilidad o, incluso, esperanzas):

Cuando tenia calculado esto, calculé también, por afiadidura y de la misma manera, la
chance de B, y encontré que B ganaba en un sentido 1/6 y en el otro 2/9 de un ducado, lo
que concuerda con lo que precede. La razon por la que yo interpretaba primero la cuestion
en este primer sentido antes que en el 2° apareceria aqui claramente, puesto que,
proponiendo esta cuestion, vos habéis afiadido que yo me prestaria mds facilmente a buscar
la solucién que se admitia que no necesitaba mucho cdlculo, pero que tinicamente el camino
era encontrar para alcanzar el objetivo, -no podia aplicar estas palabras a este 2° cdlculo,
pero si al 1° Y como estaba somnoliento y era el momento de dormir, no me parecia
adecuado hacer este calculo en la incertidumbre sino, mds bien, haceros conocer con mi
solucidn que esta cuestion, igual que los dos precedentes, no estaba exenta de equivoco, y a
continuacion esperar sobre esto vuestra propia determinacion posterior. Pero, ;cudl puede
ser, pensdis ya vos, la razén de este cambio? Al regresar a casa, del viaje, juzgaba que lo
mejor seria, antes de enviaros esta carta, examinar aiun una vez mds si sabria encontrar de
donde obtenéis vuestra fraccion de 4/27 que, de nuevo, afirmabais?® ser la cierta. Y
reconozco que esta investigacion me ha costado 3 veces tanto tiempo como todo el resto. No
pensaba mds que en un doble sentido de las palabras, tales como ellas eran, como ahora
habéis buscado ya, con reflexion, quitando todo equivoco, y ademds yo no habia percibido
otro. No pensaba en un fallo de mi cdlculo, puesto que no podia creer haberlo cometido,
después de haber encontrado el mismo resultado, y esto para dos niimeros bastante
diferentes, puesto que las progresiones infinitas eran totalmente distintas de una parte y
de otra. No podia mds dudar de mi razonamiento, dado que se apoyaba en un Teorema
bastante simple, el cudl era, segiin creo, el 1° de vuestro Tratado?!.

Después de haber ensayado, tanto esto como aquello, pensé por fin que A, al lanzar
cruz y ast concluir el juego, acabaria ganando tanto de esta manera como lo que pierde por
la condicién del juego. Ahora bien, en este pensamiento donde se puede caer ficilmente??
hay, evidentemente, un doble sentido en la palabra ganar; pues se puede tomar de manera
que, al lanzar A cruz, B no tendria que dar nada a A, y en tal sentido ya habia encontrado
la fraccion de 1/6 y de 2/9, y vos lo habiais copiado; o bien, en el sentido que A, al lanzar
cruz, ganaria, es decir, recibiria tanto de B como lo que perderia por la condicién del juego.

20 En la carta de 10 de mayo.
21 Se refiere a la tercera proposicion del Tratado de Huygens, que hemos citado en la introduccion.
22 Sobre la propia carta de Hudde y en este lugar concreto Huygens escribe “esto no me parece, en absoluto”.
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Veis, pues, que esta cuestion de cruz o cara que habéis propuesto es mucho mds fecunda
que las 2* y 4* situadas al final de vuestro Tratado, las cuales no son mds que duplicadas,
mientras que ésta ha engendrado al menos otras dos, como habia presumido en mi tiltima
respuesta.

En fin, Sefior, veis que el esfuerzo que me he tomado para conciliar nuestros
pensamientos, y que he tendido en todas nuestras cuestiones sobre juegos de azar, sin
embargo, para las tres iiltimas no ha conseguido avin lograrlo antes de que mis cdlculos
generales os hayan llegado, si os place explicar con mds precision vuestra opinion. A esto,
pues, en lo que sigue (si de nuevo algo similar ocurriese) seria mejor prestar atencion: pues
podéis estar seguro que de lo contrario me empefiaria muy facilmente en el mismo laberinto,
por ser desafortunado al adivinar vuestra opinién y, sin embargo, estar dispuesto al mds
alto grado de armonia en nuestros pensamientos.

3. Soluciones a los problemas de cara y cruz dadas por los
dos autores

Los jugadores, A y B, lanzan una moneda equilibrada en un juego a cara o cruz, siendo A
el primero en lanzar. Por lo tanto, la secuencia continua de jugadas es ABABAB ... Si se lanza
cruz, el jugador que lo lance debe poner un ducado en la mesa. Si se lanza cara, el jugador que
lo lance se lleva todo lo que hay en la mesa. A lo largo de la correspondencia los autores
intercambian, descuidadamente, el papel del lanzamiento cruz y lanzamiento cara. En las
soluciones que vamos a aportar siempre usaremos el lanzamiento de cruz como el caso en que
hay que poner un ducado por parte del que lo lanza, y el de cara como el caso contrario que,
para cada version del problema tendra un significado distinto. Al comienzo del juego, no hay
nada en la mesa. Para entender mejor la exposicion que sigue presentamos 2 ejemplos de
posibles resultados de este juego (representamos por + el suceso salir cruz en un lanzamiento,
y por ¢, el suceso salir cara):

J Si, por ejemplo, se observo la secuencia de jugadas + + + + + + ¢, 0 sea, el juego
se ha resuelto en 7 lanzamientos, en los que los 6 primeros han sido + y el séptimo ha sido
¢, tenemos que el jugador A ha tenido que poner 3 ducados, por las tres + lanzadas en 12, 3°
y 5?lugar, y el jugador B también ha puesto 3 ducados por las cruces lanzadas en 22 4° y 6°
lugar. Como la cara lanzada en séptimo lugar ha sido lanzada por A, entonces este jugador
se lleva todo lo que esta en la mesa, 6 ducados, de los que 3 son puestos por €l, y 3 puestos
por B. Por tanto, la ganancia del jugador A, con este resultado, seria de 3 ducados.

] Si, por ejemplo, se observo la secuencia + + + ¢, 0 sea, el juego fue resuelto en 4
lanzamientos, y la cara fue lanzada por B, el jugador A ha puesto 2 ducados (por las +
lanzadas por él en 1° y 3° lugar), y el jugador B ha puesto 1 ducado (por la cruz lanzada por
él en 2°lugar). Entonces, cuando se va a realizar el 4°lanzamiento hay en la mesa 3 ducados.
El 4° lanzamiento lo realiza B y obtiene c. Se lleva todo lo que esta en la mesa, 3 ducados,
de los que 1 lo ha puesto €l y 2 los ha puesto el jugador A. La ganancia del jugador B con
este resultado es de 2 ducados. La pérdida del jugador A, por lo tanto, es de 2 ducados.

1.1 Soluciones de Hudde a las dos primeras variantes

En el supuesto de Hudde, si el juego comienza con el lanzamiento de una cara, el juego
concluye. En ese caso la ganancia de A seria 0, igual que la de B. Por tanto, para que haya dinero
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en la mesa todos los juegos deben proceder necesariamente con una secuencia de cruces seguida
de una tnica cara.

3.1.1 Primera variante de Hudde del problema

En sus pensamientos iniciales, Hudde supone que cada jugador pone tinicamente 1 ducado
en la primera ocasion que le sale +. En el resto de + que le van saliendo a cada jugador antes de
que salga c ya no ponen nada sobre la mesa. La siguiente tabla muestra la secuencia de posibles
resultados:

Tabla 1. Posibles resultados de la primera variante de Hudde del problema de cara y cruz.

Posibles Probabilidad Ducados que hay Ganancia
Ganador ) en la mesa cuando se ]
resultados del . de que se dé ese , s del jugador
. del juego va a realizar el ultimo
juego resultado lanzamiento A
c A (1/2)r=1/2 0 0
+c B (1/2)2=1/4 1 -1
++c A (1/2)2=1/8 2 1
+++c B (1/2)+=1/16 2 -1
F+++C A (1/2)5=1/32 2 1
+++++c B (1/2)6=1/64 2 -1
+++ 4+ A (1/2)7=1/128 2 1
c

Elaboracién propia a partir de las conjeturas de Hudde.

Fijandonos en la tabla anterior, la pérdida esperada de A seria:

(—1)%+(—1)-%+(—1)-%+---=— (%j +(%}2+(%j3+--- ——%——%

1-—

|

1
Progresion geométrica de razon

1 ) ..
— rimer termino —
4 7P 4

Y la ganancia esperada de A seria:
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1 3
11 1 1y (1) (1Y (2] 1
l—+]1 —+1 —+ee=| = | +| = +| =] +-0e="=L =_
8 32 128 2 2 4 1 6

Progresion geométrica de razon

l rimer término (1]3
4 I P 2

Por tanto, el saldo esperado para el jugador A (diferencia entre ganancia y pérdida

esperada): g ——= —g , que coincide con la solucion dada por Hudde en su carta de 4 de abril,

3

cuando escribe he encontrado que B en estas condiciones, conseguird de provecho 1/6 de un ducado.
3.1.2 Sequnda variante de Hudde del problema

Posteriormente, los dos autores coinciden en el supuesto de que los jugadores pondran
sobre la mesa 1 ducado cada vez que lancen +. Veamos ahora la solucion de Hudde para este
caso. Recurrimos de nuevo a la construcciéon de una tabla de posibles resultados:

Tabla 2. Posibles resultados de la primera variante de Hudde del problema de cara y cruz.

D h
Posibles Probabilidad ucados que hay Ganancia
Ganador , en la mesa cuando se .

resultados del . de que se dé ese . s del jugador
. del juego va a realizar el ultimo
juego resultado lanzamiento A
C A 1/2)r=1/2 0 0
+c B (1/2)2=1/4 1 -1
++c A (1/2)2=1/8 2 1
+++c B (1/2)+=1/16 3 -2
F+++C A (1/2)5=1/32 4 2
+++++C B (1/2)6=1/64 5 -3
A+t A (1/2)7=1/128 6 3

C .

Elaboracién propia a partir de las conjeturas de Hudde.

Igual que antes, calculamos la pérdida esperada del jugador A:
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1
1 1 1 1 2 3 4 4
1) —+(2)—+(3) —++o o= — —+— R -
(=) 4 (2) 16 (=3) 64 [4 4 & } (1 1j2 9
4
i
Progresion aritmético-geométrica de razon %

y n° naturales en la parte aritmética

Y el ingreso esperado de A:

1 1 1 1 2 3 1/1 2 3 1 4 2
1._+2._+3._+...:_3+—5+_7+.. - — _+—2+_3+... = .=
32 128 272 2 214 4 4 29 9

1

La misma progresion aritmético-geométrica de la obtenida para

el valor esperado de lo que pierde el jugador A

Por tanto, la diferencia de ambas cantidades nos dara el beneficio esperado del jugador A
en este juego:
2 4 2
9 9 9
Es el resultado que ofrece Hudde en su carta de 5 de mayo: “los resultados que hemos

encontrado no coinciden, pues siguiendo vuestro cdlculo A perderia 4/27 de un ducado, y seguin el mio,
2/9”

3.2 Solucién de Huygens a su propia variante

Huygens supone que el juego no concluye hasta que por lo menos un ducado ha sido puesto
sobre la mesa. Por tanto, se admite la posibilidad de una secuencia de caras al principio en las
que ni uno ni otro deposita dinero. En el caso de Hudde, recordamos que, si en el primer
lanzamiento, efectuado por A, salia cara, el juego concluia sin ganancia ni pérdida para ninguno
de los jugadores. Bajo la propuesta de Huygens podria darse, por ejemplo, esta secuencia de
lanzamientos: c c c c+++ ¢, 0 sea, tras 8 lanzamientos ha ganado el jugador B por ser el primero
que consigue cara tras haberse puesto dinero sobre la mesa. Segin esa secuencia, en los cuatro
primeros lanzamientos, ninguno de los dos lo ha puesto. En el 5° lanzamiento el jugador ha
puesto un ducado, en el 6° ha sido el jugador B el que lo pone, en el 7° de nuevo pone un ducado
el jugador A, y en el 8° el jugador B consigue c por lo que se lleva los 3 ducados que hay sobre
la mesa, de los que 1 ha sido puesto por él y 2 por A, por lo que la ganancia de B ha sido de 2
ducados, y la pérdida de A es 2 ducados. Desde luego, si la secuencia completa esta formada
por un nimero par de lanzamientos, entonces ganara B y, si es impar, ganara A.

Vamos a distinguir dos posibles situaciones:

e Numero par de caras al principio de la secuencia, o sea, antes de la primera cruz,
incluyendo aqui la posibilidad de 0 caras. Después se puede suceder un nimero par o impar
de cruces y, por ultimo, una cara. Esta ultima sucesion tiene una valoracién para A, o sea, un
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Y segiin hemos visto en el apartado anterior, dado que la primera

cruz es lanzada por A.
La tabla que sigue nos muestra la ley de probabilidad que rige los lanzamientos pares y
previos de caras y sus correspondientes valoraciones para el jugador A:

Tabla 3. Posibles resultados de la primera variante de Huygens del problema de cara 'y
cruz, para el caso de una secuencia inicial par de caras.

N¢ de caras Probabilidad de que .,
. i ) Valoraciéon de este
en la secuencia se dé ese namero de .
L resultado para el jugador A

inicial caras
2 (1/4)=1/4 (1/4)(-2/9)
4 (1/4)2=1/16 (1/4)2(-2/9)
6 (1/4)3=1/64 (1/4)3-(-2/9)
8 (1/4)*=1/256 (1/4)(-2/9)
10 (1/4)5=1/1024 (1/4)>-(-2/9)

Elaboracion propia a partir de las conjeturas de Huygens.

La suma de la ultima columna nos proporciona la valoracion del juego para el jugador A
en el caso en el que secuencia inicial de caras sea par. Aqui hemos de anadir un sumando mas,

el que corresponde a no salir cara al principio (también con valoracién —— ). Entonces,

poniendo este sumando al principio:

2Y 1 2Y (1Y ( 2) (1Y [ 2 2 111
—_ = —= |+]| = ==+ = | == [|+---=] —= |- 1+_+_2+_2+... =
9) 4 9 4 9 4 9 9 4 4 4
_( 2)4 8
9) 3 27
e Numero impar de caras al principio de la secuencia, o sea, antes de la primera cruz.
En este caso es el jugador B el que lanza la primera cruz. La secuencia inicial de caras, entonces,

se describe en la siguiente tabla:

Tabla 4. Posibles resultados de la primera variante de Huygens del problema de
cara y cruz, para el caso de una secuencia inicial impar de caras.

Secuencia N® de caras Probabilidad de
inicial de caras | enlasecuencia | que se dé ese numero
inicial de caras
C 1 (1/2)'=1/2
ccc 3 (1/2)3=1/2-(1/4)
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ccccec 5 (1/2)5=1/2-(1/4)

cccccecc 7 (1/2)7=1/2-(1/4)

cccceccecc 9 (1/2)° =1/2-(1/4)*
C .

Elaboracién propia a partir de las conjeturas de Huygens.

La suma de la tltima columna es la de una progresion geométrica de razon 1/4, y primer
término 1/2. Dicha suma es 2/3.

El andlisis de la secuencia de resultados de los lanzamientos posteriores se puede analizar
con independencia del niumero de caras lanzadas en la secuencia inicial, o sea, siendo valido el
resultado que obtengamos para cualquiera que sea dicho ntimero inicial de caras. En la tabla
que sigue describimos esos posibles resultados teniendo en cuenta que quien lanza la primera

cruz es el jugador B.

Tabla 5. Posibles resultados de la primera variante de Huygens del problema de
cara y cruz, en la situacion posterior a la secuencia inicial de caras.

Posibles
resultados del
. . Ducados que hay .
]uelgo Ganador PrObabﬂ,ldad en la mesa cuando se Qananaa
después de la . de que se dé ese . e del jugador
. del juego va a realizar el ultimo
secuencia resultado lanzamiento A
inicial de
caras
+c A (1/2)2=1/4 1 1
t+c B (1/2)2=1/8 2 -1
+++c A (1/2)4=1/42 3 2
++++c B (1/2)5=1/32 4 -2
t++++c A (1/2)6=1/4 5 3
+4+4+++4+ B (1/2)7=1/128 6 -3
c .
Elaboracién propia a partir de las conjeturas de Huygens.
El ingreso esperado del jugador A seria:
1
1 1 1 1 2 3 4 4
1 —2+2'—4+3'—6+ :—+—2+—3 = 4 2:—
2 2 4 4 4 ) 1 9
4
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Y la pérdida esperada para este jugador:

1 1 1 11 2 3
1) —=+(=2)—=+(3) =+ === =+ =+ | =
( ) 23 ( ) 25 ( ) 27 2 [4 42 43 :|
1
_ 4 142
- 29 9
=)
4
: : s 2_2 0 :
Combinamos ganancia y pérdida: 5—5 =—. Y este resultado es valido para cualquier

numero de caras inicial. Entonces, multiplicamos por la suma de las probabilidades de todas
las posibles secuencias de caras iniciales:

4
27

22
39

Esta es la ganancia esperada de A si se produce un nimero impar de caras al principio de
la secuencia.

Por altimo, combinamos la ganancia esperada del jugador A para el caso de una secuencia
inicial par de caras con esa misma ganancia para una secuencia impar:

8 4 4
—t—=——
27 27 27

Es el resultado que Huygens defiende en esta correspondencia.
3.3 Solucién de Huygens y Hudde a otra variante del problema

Como hemos visto, a lo largo de la correspondencia los autores van introduciendo hipotesis
y matices que generan nuevas versiones del problema inicial. En la que resolvemos ahora, los
dos coincidieron rapidamente en la soluciéon. Podemos decir, que es la version del problema en
la que menos discusion hubo para su resolucion. El enunciado del problema podria ser:

“Los jugadores A y B lanzan una moneda justa en un juego a cara o cruz siendo A el primero
en lanzar. Si se lanza cruz, el jugador que la haya lanzado debe poner un ducado en la mesa. Si
se lanza cara, el jugador que la lance coge todo lo depositado en la mesa. Al inicio de juego la
mesa tiene en deposito una cantidad desconocida M, habiendo puesto la mitad cada jugador.
Se pregunta cuanto debe valer M para que el juego sea justo”.

Laidea dejuego justo era inherente a los primeros estudiosos del calculo de probabilidades:
un juego es justo si, al iniciarse el juego, la esperanza de la ganancia de cada jugador es nula (ni
ganancia ni pérdida esperada para cada jugador al inicio del juego).

Como se ha dicho, en la solucién y resolucion de este problema los dos autores coinciden.
Mostramos esa resolucion en un lenguaje actual. Inicialmente, sobre la mesa hay una cantidad
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M, de manera que siendo A el primero que lanza, si lanza cara entonces se acaba el juego y el
jugador A coge esa cantidad M y, por tanto, la ganancia de A seria, M/2. Con este punto de

partida construimos la siguiente tabla de posibles resultados para este juego.

Tabla 6. Posibles resultados de la segunda variante de Huygens y Hudde del
problema de cara y cruz.

Posibles Probabilidad Ducados que hay Ganancia
Ganador , en la mesa cuando se .
resultados . de que se dé ese . s del jugador
. del juego va a realizar el ultimo
del juego resultado : A
lanzamiento
M
c A (1/2)t=1/2 M —
2
M
+c B (1/2)2=1/4 M+1 —7—1
M
++c A (1/23=1/8 M+2 74—1
M
+++cC B (1/2)4=1/16 M+3 —7—2
M
++++C A (1/2)5=1/32 M+4 7+2
M
+++++cC B (1/2)6=1/64 M+5 —7—3
++++++ M
. A (1/2)y7=1/128 M+6 7+3

Elaboracién propia a partir de las conjeturas de Hygens y Hudde.

Segtin la tabla, el ingreso esperado de A seria:

1 M (1 (M
——t| = | | =+
22 \2)\2

Y la pérdida esperada de A:
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7
(M+3j+...:
2
2
?4'

3
?4_... =
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M N1 (M 1 M )1
S ) R J) i i NS
( 2 j4 ( 2 j16 ( 2 j64

M1 1 1 1 2 3
= —— —+—2+—3+"' - —+—2+—3+"' =
2 )4 4 4 4 4 4

M
El saldo entre ingresos y pérdida ha de ser 0: ? + —————=0. De aqui obtenemos

4 2
M = g Cada jugador debe poner g de ducado en el juego.

3.4 Solucidn de Huygens y Hudde a la uiltima variante del problema

La tltima variante del problema de lanzar a cara y cruz también fue propuesta por Huygens
a Hudde, en el contexto de esta correspondencia, pero desconociéndose la fecha, dado que no
se dispone de la carta que contenia su enunciado. Se sabe que Huygens trabajo en este problema
el 15 de julio de 1665, donde obtiene la ventaja de A que es -1/6 ducado. En el Anexo V del
Tratado de Huygens (se encuentra en el tomo XIV de las Obras Completas) escribe este autor

en el ultimo apartado de este anexo:
15 de julio de 1665.
En las Pdgs. 19 y 20% hemos intentado la solucién de la siquiente cuestion que aqui
serd resuelta:

Ay B lanzan cada uno en su turno a cruz (croix) o cara (pile), con la condicion de que
aquel que lance cara pondrd cada vez un ducado en la apuesta, pero el que lance cruz
recibird cada vez un ducado si hay algo puesto. Y A lanzard el primero cuando atin no hay
nada en la apuesta, y el juego no acabard antes de que algo haya sido puesto, y se jugard

1
hasta que todo haya sido acabado. Se pide cudl es la desventaja de A. Hace g de un ducado.

También tenemos el apéndice n® 1447 (segiin numeracion de las Obras Completas), incluido
en el Tomo V de las mismas) de Hudde, que debe estar fechado después del 21 de agosto de
1665, en el que obtiene el equivalente: se espera que B gane 1/6 de ducado. Leemos en dicho

anexo:

Solucién de una cuestion relacionada con la ventaja y desventaja de dos jugadores.

Ay B juegan sin que nada haya sido puesto, y estipulan que aquél que lance cara
pondrd un ducado, y el que lance cruz, cogerd un ducado, con la condicién de que A lanzard

1
el primero. Se pide la ventaja de B. Respuesta ga .

2 Estas paginas del manuscrito contienen calculos que corresponden en parte a los que aqui

siguen, pero que no fueron terminados.
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Mostramos, a titulo de anécdota, la resoluciéon que Hudde incluye en este apéndice. En ésta,
el autor admite la interpretacion de Huygens sobre la manera en que el juego debe concluir, es
decir, supone que el juego no concluye antes de que algo haya sido puesto de una parte o de
otra. Esta claro, pues, que este anexo debe ser posterior a las cartas del 28 de julio (de Huygens
a Hudde) y del 21 de agosto (de Hudde a Huygens). Se utiliza el simbolo o¢ como signo igual.
Hudde comienza indicando que a es igual a un ducado.

Tabla 7. Resolucion literal de Hudde de una de las variantes del problema de cara
y cruz, traducida al espafol.

a oc un ducado
Ventajas y
desventajas de B.

X Cuando A debe lanzar
sin que nada haya sido
puesto.

xm%.Luego 3xxcz.

Por consiguiente

Cuando B debe lanzar
sin que nada haya sido
puesto, él tiene —x

Cuando ha sido puesto
un ducado por A y B debe
lanzar.

La  desventaja  del
lanzamiento, cuando por Ay
por B ha sido puesto uno

a-y
Z|contra uno, y que A debe e
lanzar.
Por consiguiente
z—a+q
—y «c——— . Luego
2
-y Cuando ha sido puesto 2 Dycz—a+q.
contra 2 'y que A debe jugar,
la desventaja es de nuevo -y Cuando ahora se pone en
lugar de z y de g los valores
que se han encontrado, se
obtiene
Dy azy_ .4 -2y+a
Nota. 2 2
Si se quisiera negar y llega tras la reduccion

este corolario# la

24 En el siguiente anexo (documento n® 1448) Hudde se esfuerza intitilmente en llegar a una
solucidn sin hacer uso del corolario en cuestion.
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cuestion es imposible —4y oc-3y+2a-2a
de encontrar, si no es

., donde afiadiendo 3y en
por una progresion.?

los
dos lados
—yoc2a—2a, luego

-y 0.

Pero z era o« a%y . Luego

1 1
zoc—a.Luego 3xc—a
2 & 2 y

Cuando dos ducados
han sido puestos por A y por X oc la .
B, y B debe lanzar. 6

Quod erat
Demonstrandum.

—2y+a

oc
1 2

Elaboracion propia a partir del apéndice de Hudde.

Veamos una resolucién con lenguaje algebraico actual.

Suponemos que A es el primero en lanzar, y que la secuencia de lanzamientos es la misma
que en todas las versiones anteriores, ABABAB ... Al inicio del juego nada hay puesto sobre la
mesa. Si se lanza cruz, el jugador que lo lanza debe poner un ducado en la mesa. Si se lanza
cara el jugador debe coger un ducado de la mesa si la misma no esta vacia. Por tanto, debe haber
al menos un ducado en la mesa. El juego, entonces, contintia hasta que la mesa se queda vacia.

Si se produce una secuencia inicial de caras, durante la misma el juego no concluye y no se
aporta nada a la mesa. Por tanto, nos interesan las secuencias a partir de la primera cruz.
Contando esa primera cruz, el nimero de lanzamientos que haga que el juego concluya ha de
ser par, dado que por cada lanzamiento que genera el depdsito de un ducado debe haber otro
equivalente mds adelante para la retirada del mismo.

La siguiente tabla nos ilustra sobre el proceso en el que se podria desarrollar este juego.
Hay que tener en cuenta que, cuando en la secuencia a partir de la primera cruz se produzca la
coincidencia entre el nimero de cruces y el numero de caras, el juego concluye:

Tabla 8. Posibles resultados de la tltima variante de Huygens y Hudde del
problema de cara y cruz.

% En el anexo n® 1449 Hudde intenta demostrar por medio de una progresion que el valor de y
esigual a cero.
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Numero
Numero de
Posibles
io d 1 ient G i
previo de anzaniientos resultados a Probabilidad de que >anancia
caras antes de | a partir de la . , del jugador
. . partir de la se dé ese resultado
la primera primera cruz rimera cruz A
cruz (incluyendo P
esta cruz)
2 +c (1/22=1/4 -1
4 ++cc (1/2)* 0
+++ccc (1/2) -1
6
++c+cc (1/2)s +1
Némero ++++ccc (1/2)® 0
par, ¢
incluyendo la +++c+cc (1/2)2 2
posibilidad c
de O caras . fttcctc (1/2)° 0
c
++c+c+c (1/2)2 +2
c
++c++cc (1/2)2 0
c

Elaboracion propia a partir de las conjeturas de Hygens y Hudde.

De la tabla se deduce que, para 4 lanzamientos, la ganancia esperada de A es O:

o

6
También, para 6 lanzamientos: —1- (EJ +1 (

las posibles

Volumen XIII, Niimero 1, Abr'23, ISSN 2174-0410

secuencias

(Y

previas

pares de

caras,

f:o.

8 8 8
También, para 8 lanzamientos: 0- 1 + (—2)- 1 +0-| = | +2:| =
2 2 2 2

1 1

Cuyas

probabilidades

fofdf

1
—Z. Ahora bien, esa pérdida de 1/4 se puede dar para todas

suman:
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1Y (1) (1Y) (1Y 1 1 1 1 1
| =z H | H 3| =7+t +t—3t—7+ =7 A esto hay que sumarle el
2 2 2 2 4 4 4 4 3

1 4
caso en que no hay caras al principio de la secuencia: 14— = —. Por tanto, la ganancia esperada

de A en el caso de una secuencia previa par de caras es:

Una tabla similar a la anterior se puede construir para el caso en el que el nimero de caras
antes de la primera cruz sea impar. En este caso, el jugador que lanza la primera cruz es B.
Podemos copiar la tabla cambiando sélo los signos correspondientes a las ganancias del jugador
A. Igual que antes, todos los valores esperados de ganancia se anulan salvo en el primer caso,

2
en el que la esperanza de A seria 1-(—] =—. Esto seria para cualquier niimero impar de

lanzamientos previos de caras, cuyas probabilidades suman:

1Y (1Y (1) (1Y 1

— |+ =]+ =]+ =] +==+

2 2 2 2 2
Por tanto, la ganancia esperada de A cuando se produce un ntimero previo impar de caras

21 1
es ——=—

34 6

1 1
p— .F_i_.--_

42+

1 2
—+ =.
4 3

N | —
N | —
N | -

Combinando el caso previo con el niimero par de caras con el del nimero impar tenemos

1 1 1
———=——. Tal y como obtuvieron los dos autores, coincidiendo una vez mas en sus

6 3 6

soluciones.

4. Conclusiones

El nuevo célculo de probabilidades se estaba consolidando. Tras las bases establecidas por
Pascal, Fermat, y el propio Huygens con su tratado, nuevos problemas, con sus soluciones, se
iban incorporando paulatinamente. En un principio, casi todos relacionados con juegos de azar.
Entonces, para estos autores los problemas abordados no dejaban de ser mas que un
divertimento matematico. Tanto Huygens como Hudde lo ponen de manifiesto en la
correspondencia cuando dudan sobre el tiempo que han de dedicar a la resolucién de este tipo
de problemas. Ellos no entran en situaciones reales de juegos de azar reales. No son jugadores,
son cientificos. Todavia, la aplicacion practica del calculo de probabilidades no se considera.
En este contexto surge la correspondencia de 1665 entre ambos autores e, incluida en ella, un
problema sobre lanzamiento de una moneda equilibrada que, en el devenir de la propia
correspondencia, acaba generando varias versiones distintas, que se van resolviendo de manera
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correcta. Ya se vislumbra la necesidad de maxima precision en el enunciado de los propios
problemas, de establecimiento de hipdtesis claras y perfectamente delimitadas, con objeto de
evitar malos entendidos y limitar asi la lectura de distintos posibles enunciados, dependiendo
de quién sea la persona que lee. Los autores muestran imaginacion en la construcciéon de los
enunciados y una importante habilidad de calculo, con un élgebra incipiente, mas engorroso
que el actual. La suma de progresiones geométricas y aritmético-geométricas son un ejemplo
de ese dominio. La incorporaciéon de estos problemas en la docencia, para alumnos que se
inician en este tipo de calculo, es un aliciente interesante.
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Resumen

En esta comunicacion se presentan las biografias de quince mujeres espafiolas pioneras
de las Matematicas en nuestro pais. El objetivo principal es ponerlas como modelos y
referentes ante la sociedad, para la que son practicamente desconocidas, incluso aun
remitiéndonos tinicamente al mundo de las Matematicas en Espafia. Y, sin embargo, todas
ellas abrieron el camino que luegon seguirian muchas otras mujeres, influyendo, por tanto,
decisivamente, en la elevada presencia actual de la mujer en la Matematica espafola.

Palabras Clave: Mujeres pioneras, licenciadas en Matematicas, Historia de las Matematicas,
Maria Sordé Xipell, Maria del Carmen Martinez Sancho.

Abstract

This communication presents the biographies of fifteen Spanish women pioneers of
Mathematics in our country. The main objective is to put them as models and references to
society, for which they are practically unknown, even still referring only to the world of
Mathematics in Spain. And yet, all of them opened the door for many other women to follow,
thus decisively influencing the high current presence of women in Spanish Mathematics.

Keywords: Pioneer women, Women graduates in Mathematics, History of Mathematics,
Maria Sordé Xipell, Maria del Carmen Martinez Sancho.

Introduccion

Actualmente, los matematicos, una vez terminados sus grados (anteriormente,

licenciaturas) pueden desempefiar muchas funciones en el ejercicio de sus carreras
profesionales (en toda esta comunicacioén y por razones tinicamente de brevedad, usaremos el
masculino para referirnos a los dos géneros, reconociendo, no obstante, la igualdad de ambos
géneros y asumiendo todos los tltimos avances que se han producido en la sociedad en materia
de igualdad, no solo los referidos al lenguaje y escritura). Asi encontramos matematicos que se
dedican a la docencia, tanto en centros de Secundaria y Bachillerato como en los universitarios,
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al igual que, también, en academias y centros privados, a la investigacion, también tanto en
Universidades como en otros organismos y centros dedicados a ella, como puede ser el Consejo
Superior de Investigaciones Cientificas, por ejemplo, a la gestidn, bien para dirigirlas o bien
para organizar actividades en el ambito de las entidades a las que pertenecen, a la empresa o a
centros financieros, en los que desarrollan una gran capacidad de proyectos tedricos y practicos,
ademads de tener también, generalmente, la responsabilidad de la actividad informatica de los
mismos, y, en general, a muchisimas otras actividades que no hace mucho, podemos hablar de
lo que llevamos de siglo o asi, era impensable que un matematico se pudiera dedicar a ellas.

Sin embargo, anteriormente, la tnica salida existente para un matematico, salvo,
obviamente, muy escasas excepciones, era exclusivamente la docencia, generalmente en centros
de Secundaria y Bachillerato y algo menos en los centros universitarios. A esa labor se
dedicaban todos los que, tras duros e improbos esfuerzos, puesto que la carrera es considerada
una de las mas duras, conseguian licenciarse e iniciar sus carreras profesionales.

Por otra parte, hasta hace relativamente poco tiempo, la mujer se encontraba con
numerosisimas complicaciones si decidia iniciar estudios universitarios, puesto que tanto las
leyes vigentes de la época como la propia consideracion de la sociedad en lo que se referia al
papel que debia desempefiar una mujer en la misma se lo impedian.

Al objeto entonces de contextualizar cudles eran, por un lado, las condiciones en las que por
aquella época se encontraba la carrera de Matematicas (denominada entonces Ciencias Exactas),
y por otro la situacion de las mujeres a la hora de tratar de realizar estudios universitarios, dado
que hasta primeros del siglo XX a las mujeres les estaba practicamente vedado iniciar estos
estudios, a los que unicamente podian acceder solicitando permisos reales especiales, que
generalmente eran desatendidos y que cuando no lo eran, venian acompafados de condiciones
draconianas, es conveniente hacer las siguientes puntualizaciones.

Una vez creado en el afio 1900 el Ministerio de Instruccién Publica y Bellas Artes, el 18 de
julio de ese mismo afio se promulgd un nuevo plan de estudios, el plan propuesto por el
Ministro Antonio de Garcia Alix!, en el cual las secciones que se impartian en la Facultad de
Ciencias de las Universidades pasaban a ser cuatro: Exactas, Fisicas, Quimicas y Naturales. En
ese tiempo, la tinica Universidad en la que se impartian esas cuatro secciones fue la de Madrid?
(en el resto no se impartian todas por falta de medios, tanto materiales como humanos), la cual
ademas conservé el monopolio de concesion de titulos del grado de doctor hasta 1954. Pues
bien, en los primeros afnos del siglo 20 Unicamente habia Facultad de Exactas en tres
Universidades espafiolas: Madrid, Barcelona y Zaragoza.

Por lo que se refiere al acceso de la mujer a los estudios universitarios, no fue hasta la Real
Orden de 8 de marzo de 1910, promulgada por el ministro Alvaro de Figueroa y Torres, I conde
de Romanones?, en tiempos del rey Alfonso XIII, cuando se les permiti6 a las mujeres poder

1 Antonio Garcia Alix, (1852-1911), abogado y politico murciano, fue ministro de Instrucciéon Publica y Bellas Artes
durante la regencia de Maria Cristina de Habsburgo-Lorena y ministro de Hacienda y ministro de Gobernacién durante
el reinado de Alfonso XIL

2 En Madrid, la Universidad se conocia en aquel tiempo con el nombre de Universidad Central de Madrid,
denominacién que se mantuvo hasta 1943, cuando se suprimid el adjetivo Central de su nombre, llamandose
tnicamente Universidad de Madrid hasta 1970. En esa fecha se estableci6 la actual denominacién de Universidad
Complutense de Madrid.

3 Alvaro Figueroa y Torres (1863 -1950), I conde de Romanones, fue presidente del Senado, presidente del Congreso
de los Diputados, varias veces ministro y tres veces presidente del Consejo de Ministros durante el reinado de Alfonso
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matricularse en las universidades sin necesidad de consulta a la superioridad, como era exigido
anteriormente, lo que produjo que muchas mujeres aprovecharan esa posibilidad para iniciar
estudios universitarios, aunque primeramente se encontraban con un protocolo establecido
para su asistencia a clase, que las obligaba a estar en las aulas separadas de sus companieros,
con quienes no les estaba permitido tampoco hablar en los pasillos entre clase y clase, a
permanecer en la antesala de los profesores y a que cuando el bedel anunciaba el comienzo de
las clases, tenian que ser acompanadas por un catedratico para entrar en el aula y ocupar alli la
mesita supletoria destinada a ellas. Todavia en 1928, el catedratico de Matematicas Sixto Rios y
sus compareros se sorprendian de que la estudiante zaragozana Remedios Ruiz Feixas (citada
mas adelante en esta comunicacion), que estaba estudiando el doctorado, estuviera siempre a
su lado, acompafiada por su madre, tanto dentro como fuera de las clases, escuchando sus
conversaciones (Martin, 2016, p. 2).

Por otra parte, es un hecho constatado que en Matematicas se cuenta con bastantes
referentes matematicos masculinos de esa época o anteriores. Nombres de eminentes
matematicos extranjeros como Euler, Gauss, Riemann o Hilbert se hacen hueco entre las paginas
de muchos libros didacticos y de divulgacién sobre Matematicas. También, aunque con bastante
menos frecuencia, se hallan nombres de matematicos espafioles (entre ellos Julio Rey Pastor,
Luis Antonio Santalé y Pedro Puig Adam) y con atin mucha menor frecuencia, casi nunca en
realidad, pueden encontrarse nombres de matematicas espanolas (quizas la mas reconocida,
aunque no mucho tampoco, pueda ser la gallega Maria Josefa Wonenburger Planells, quien
desarrolld parte de su carrera investigadora en Estados Unidos y Canada).

De acuerdo con todas las consideraciones anteriores, el objetivo principal de esta
comunicacién es sacar a la luz la memoria de algunas mujeres pioneras de la Matematica
espafiola, mujeres que en las primeras décadas del siglo XX, desafiando todos los
inconvenientes y trabas de todo tipo que se les ponian por delante, sobre todo aquellos de
género que acabamos de comentar, lograron sus licenciaturas en Matematicas y consiguieron
ejercer sus carreras, dedicandose la mayoria de ellas, como veremos, a la docencia,
fundamentalmente en centros de Segunda Ensefnanza.

El mérito de estas mujeres es grande, pues sin duda alguna contribuyeron a abrir el camino
por el cual transitaron después muchas otras mujeres que, siguiendo su ejemplo, consiguieron
también licenciarse en Matematicas y no solamente continuar con las actividades profesionales
de docencia que estas habian ejercido sino también incrementar estas actividades pasando a
desarrollar otros roles, que son los que actualmente desempefian los matematicos en la
actualidad. Por ello no es de extrafiar que los autores las consideremos como verdaderos
referentes y ejemplos para la totalidad de las mujeres en la actualidad.

Como se ha indicado, estas mujeres cuyos nombres, fecha y Universidad en la que se
licenciaron en Matematicas pueden verse en la Tabla 1, ejercieron su actividad profesional en
las primeras décadas del siglo XX. De muchas de ellas hay escasa informacién en la literatura,
presumiblemente ocasionada por los destrozos ocasionados por ambos bandos en archivos y
registros durante el transcurso de la Guerra Civil. Eso ha complicado mucho el trabajo de
investigacion y ha hecho que los autores hayan establecido el inicio de ese triste episodio como
fecha tope de las licenciaturas de las mujeres que se tratan en este estudio.

XIII. Estaba considerado en su época como uno de los grandes terratenientes de Espana, siendo ademads accionista de
importantes empresas espafnolas de la época.
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Tabla 1. Mujeres pioneras de la Matemitica espaiola.

Licenciada en Matematicas Universidad Fecha de
licenciatura
Victoria Beatriz Baylos Corroza Central de Madrid 1931
Maria Capdevila D’Oriola Barcelona 1928
Paz Vicenta Esponera Andrés Zaragoza 1935
Agueda Gimeno Paya Central de Madrid 1927
Carolina Jiménez Butigieg Zaragoza 1930
Maria del Carmen Martinez Sancho Central de Madrid 1926
Rosa Obrador Parpal Islas Baleares 1934
Esperanza Oller Alemany Barcelona 1932
Nemesia Rodriguez Fernandez-Llamazares Sin datos

Irene Roig Mota Barcelona 1916
Maria del Pilar Rojas Gutiérrez Central de Madrid 1926
Maria de los Remedios Ruiz Feixas Zaragoza 1931
Ascension Serret de Andrés Barcelona 1915
Maria Sordé Xipell Barcelona 1914
Rosa Vila Coro Barcelona 1925

2. Mujeres pioneras de la Matematica espafiola

En esta seccion se presentan, por orden alfabético de apellidos, las biografias de 15 mujeres
esparfiolas que se licenciaron en Matematicas en nuestro pais en las primeras décadas del siglo
XX. Todas ellas constituyen un antes y un después en la presencia de la mujer en la Matematica
Esparfiola y obviamente, son todas las que estan, aunque no estan todas las que son, puesto que
la falta de referencias y documentos en las diferentes fuentes consultadas sobre algunas otras
mujeres matematicas de la época, aparte también razones de extension, han hecho a los autores
restringirse a ese nimero.

2.1 Victoria Beatriz Baylos Corroza (Universidad Central de Madrid, 1931)

Victoria Beatriz Baylos Corroza naci6 en 1908 en Estella (Navarra). Tuvo cuatro hermanos:
Hermenegildo, profesor y abogado que desempefi6 el cargo de letrado mayor del Consejo de
Estado, Antonio, inspector de trabajo y escritor, Daniel y Encarnacién (Poveda, 2014, p. 74).

Estudi¢ el Bachillerato en el Instituto San Isidro de Madrid, apareciendo a partir del curso
1921-1922 en las listas de mejores estudiantes del centro (Poveda, 2014, p. 312). Finalizado este,
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se matriculd en la Seccién de Ciencias Exactas de la Facultad de Ciencias de la Universidad
Central de Madrid en 1926, finalizando la carrera en 1931 (P4).

Durante el periodo de la II Repuiblica Espafiola simultaned la ensefianza en el Colegio de
Nuestra Sefiora de Loreto con las clases en el Instituto-Escuela de Madrid y en la asociacion
estudiantil de Universitarias catélicas.

En enero de 1934 ingreso en el Cuerpo Nacional de Estadistica, convirtiéndose en la primera
mujer que ingresaba en ese cuerpo, la inica mujer entre todos los que ingresaron, la primera
persona que entraba en el cuerpo en posesion de una licenciatura universitaria y también la
Unica licenciada en Ciencias Exactas (Poveda, 2014, p. 112). Su ingreso supuso un antes y un
después en lo que se refiere a la presencia de las mujeres en ese cuerpo, pues ya en 1945, de los
241 funcionarios en activo que trabajaban en el mismo, 22 eran mujeres (9.1%), de las cuales, 3
tenian estudios universitarios, entre ellas, la propia Victoria Baylos (Rey, 2011, p. 134).

Su etapa como miembro del Instituto Nacional de Estadistica fue muy fructifera: el 11 de
octubre de 1972 fue nombrada subdirectora general de Estudios y Analisis Econdémicos (B6)
(cargo en el que cesd el 6 de octubre de 1973 (B7)) y el 25 de ese mismo mes y afio se la nombrd
Consejera del Consejo Superior de Estadistica (B8). Por Orden del 30 de abril de 1979 se le
concedio la medalla al Mérito en el Trabajo de plata con ramas de roble (B9).

Mas alla del Instituto Nacional de Estadistica, tomaria el cargo de contador en el Colegio
Oficial de Doctores y Licenciados en Filosofia y Letras y en Ciencias de Madrid el 14 de febrero
de 1940 (Poveda, 2014, p. 599).

Politicamente conservadora, fue una de las socias fundadoras de la Hermandad de San
Isidoro, en la que en 1934 ejercié como Consiliaria de Ciencias. Ademas, a partir de 1936 ocupd
la secretaria de la Agrupacién Profesional de Doctores y Licenciados en Ciencias y Letras
(Poveda, 2014, p. 223-224).

Victoria Baylos estuvo siempre muy comprometida con sus ideas politicas. A causa de ellas
fue perseguida durante la Guerra Civil, por lo que tuvo que solicitar proteccion en el Consulado
de Bolivia. En julio de 1938 comenz¢ a trabajar clandestinamente en la organizacion falangista
Auxilio Social en Madrid (organismo surgido para atender las necesidades de los perjudicados
por la situacion bélica) y aporto parte de sus ingresos a la organizacidén Socorro Blanco (fundada
por la seccién femenina de la Comunién Tradicionalista, que sirvié de "quinta columna" para el
bando republicano). Segiin una declaracién jurada que ella misma presté mas tarde, el 3 de
mayo de 1941 (Poveda, 2014, p. 541):

Trabajé en la clandestinidad contribuyendo con una cantidad mensual en Socorro Blanco e
ingresando en cuanto tuve noticia en Auxilio Social, en cuya Organizacion fui Jefe de
Conexidn y realicé cuantos Servicios me fueron encomendados.

Ese mismo afio, en los inicios del regimen franquista, Victoria fue confirmada en sus
derechos para seguir ejerciendo como funcionaria (en aquel momento, como encargada de curso
del instituto Beatriz Galindo) por la resolucion de la Orden del 19 de noviembre de 1941. Aparte,
también seria depurada de su cargo de auxiliar especializada de Comercio del Ministerio de
Industria y Comercio (Poveda, 2014, p. 527).
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Victoria Baylos fallecio el 21 de abril de 2003 en Madrid (D3). En su esquela aparece
mencionada “Palmas Académicas de la Reptblica Francesa”. En opinion de los autores, ya que
este hecho no queda mencionado en ninguna fuente, es plausible que Victoria Baylos hubiese
recibido la condecoracion de la “Orden de las Palmas Académicas” de la Republica Francesa,
otorgada por ese pais a personas influyentes en la cultura y la educacién.

2.2 Maria Capdevila D’Oriola (Universidad de Barcelona, 1928)

Maria Enriqueta Teresa Montserrat Capdevila D’Oriola (Figura 1), nacida en Cabestany
(Francia), el 6 de agosto de 1905, fue la primera mujer que llegd a ser catedratica de Instituto de
Matematicas en Espafia.

Se licencié en Matematicas en la Universidad de Barcelona en 1928 y este mismo afio fue
nombrada catedratica interina de Matematicas del Instituto de Zafra (Badajoz).

Dos afios después obtuvo por oposicion la catedra de Lengua y Literatura Francesas del
Instituto de Alcoy (Alicante). Volvid a opositar en 1933 y gand la catedra de Lengua y Literatura
Francesas del Instituto de Figueras (Girona). Entre medio de esos afios, en 1931, fue becada por
la Junta de Ampliacién de Estudios durante nueve meses para estudiar teoria de funciones y
los espacios de Hilbert en el Seminario de Matematicas de la Universidad de la Sorbona, en
Paris, con el profesor Gastén Julia (Nufez, Arroyo, Rodriguez, 2012).

Figura 1. Maria Capdevila

Ella deseaba hacer el doctorado en la Universidad Central de Madrid, pero finalmente no
lo consiguio, aunque si participd en la docencia universitaria. En el curso 1931/32 fue contratada
como profesora auxiliar de Astronomia General y Fisica del Globo en la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Barcelona, convirtiéndose de esa forma en la primera mujer profesora de
Matematicas de ese centro. Desafortunadamente, la Guerra Civil interrumpid su carrera y a su
final fue sometida a un proceso de depuracién, aunque afortunadamente recuper6 en 1940 su
plaza de catedrética de Instituto en Figueras.

Se jubilé como catedratica del Instituto Jaume Balmes de Barcelona y falleci6 en esta ciudad
en 1993 (Nunez, Arroyo, Rodriguez, 2012).
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2.3 Paz Vicenta Esponera Andrés (Universidad de Zaragoza,1935)

Paz Vicenta Esponera Andrés, también conocida como Paz del Patrocinio de San José de
Calasanz, nacio el 11 de abril de 1903 en Zaragoza, en el seno de una familia acomodada.

Sus primeros estudios los realizé en escuelas religiosas, pues sus padres querian que ella
recibiese una educacion cristiana. Inicid los estudios primarios en un colegio de su ciudad de la
Fundacion Educativa La Merced, del cual paso en 1916 al colegio san José de Calasanz, donde
estudiaria hasta 1925. Antes de terminar el Bachillerato, cursé los estudios de peritaje y
profesorado mercantil y ya cumplidos los 25 afios ingresé en el noviciado escolapio de Andéraz
(Navarra), donde se le entregé el habito escolapio el 17 de enero de 1929 y tomo el nombre de
Paz del Patrocinio de San José de Calasanz. Profesd el 27 de agosto de 1931, afio en el que en ese
mismo verano aprobo el bachillerato, y se matriculé en la Universidad de Zaragoza para
estudiar Ciencias Exactas, simultaneando esos estudios con la imparticion de clases en el colegio
Calasanz, donde ella habia estudiado, al haber sido destinada alli para ello por la Orden
(Labarta, sin fecha).

Paz Esponera se licenci6 en la Universidad de Zaragoza en solo dos afios, en 1935 (Ausejo,
2009), con unos brillantes resultados, que fueron recogidos por la prensa. Ella seria la primera
religiosa licenciada en Ciencias Exactas en Zaragoza.

Por lo que se refiere a su docencia, trat6é siempre de inculcar en sus alumnas el que se
decidieran a estudiar una carrera de ciencias. También destacé como directora de este mismo
colegio, ya que durante su mandato se renovd tanto el material educativo como la
infraestructura del centro, en el que, ademas de impartirse Primaria y Bachillerato, empezaron
también a impartirse a partir de 1949 los estudios de Magisterio.

Desde 1959 a 1983 estuvo destinada en colegios de la Orden de Andéraz y Logrofio, en los
que llegd a ocupar los cargos de vicesuperiora y consultora local y provincial. En sus ultimos
afos de vida, especialmente desde 1984, presentaba notables sintomas de demencia. Su
fallecimiento tuvo lugar el 23 de marzo de 1993, en Zaragoza (Labarta, sin fecha).

24 Agueda Gimeno Paya (Universidad Central de Madrid, 1927)

Agueda Gimeno Paya nacié en Jaén en fecha no conocida, al igual que tampoco se dispone
de datos referidos a sus estudios de Bachillerato.

En 1922 se matriculd en la Seccién de Ciencias Exactas de la Universidad Central de Madrid,
licencidandose en 1927. Ese mismo afio ingresé en la Sociedad Matematica Espafiola, asociacion
en la que permanecid hasta 1932, residiendo en Priego de Coérdoba (Magallon, 2004, p. 322).
Previamente, ya habia publicado dos articulos en 1925 y 1926, respectivamente, de ejercicios
resueltos en la Revista Matematica Hispanoamericana (Magallén, 2004, p. 350).

Sebastian Barahona, cronista oficial de Mengibar (Jaén) y ex - alumno de Agueda Gimeno
publico en su blog que ella fue profesora de Ciencias Naturales en el Instituto Albariza de
Ensenanza Secundaria de esa localidad (Barahona, 2014).

Fue admitida junto a otros 51 opositores en el Concurso de provisién de una plaza de
Catedratica de Matematicas entre los Institutos Nacionales de Segunda Ensefianza de Gerona,
Mahon y Las Palmas (Web 1). Sacé por oposicion la catedra de Matematicas del actual Instituto
Virgen del Carmen, de Jaén, en el que permanecié mas de 30 afos, ocupando cargos de
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direccién, entre ellos la secretaria a partir de 1960, percibiendo un salario de 5000 pesetas
anuales (D1) y (B1).

No obstante, también tuvo algunos tropiezos en su brillante carrera, pues aspir6 a una plaza
de profesora del curso de Matematicas del Instituto-Escuela de Madrid, en una convocatoria en
la que ella, al igual que Maria de los Remedios Ruiz Feixas y Nemesia Rodriguez Ferndndez-
Llamazares, igualmente citadas en esta aportacion, quedaron excluidas, siendo Rosa Bernis
Madrazo quien la obtuvo (Poveda, 2014, p. 389).

2.5 Carolina Jiménez Butigieg (Universidad de Zaragoza, 1930)

Nacida en Madrid, Carolina Jiménez Butigieg (Figura 2) tiene el honor de haber sido la
primera mujer licenciada por la secciéon de Matematicas de la Universidad de Zaragoza, en la
que permanecio entre los afios 1926 y 1930 (Web 2), dato que se conoce a pesar de que no se han
conservado documentos vinculados a su estancia en la universidad.

Su carrera académica, dedicada fundamentalmente a la docencia en la ensefianza privada,
estuvo muy influenciada por sus creencias religiosas. Ingres6 en la Orden de las Teresianas,
llegando a ser Madre Provincial en 1957. Entre ese afio y 1969 ocupd los puestos de primera
consultora y vice-superiora general del Gobierno General elegido en el VIII Capitulo General
de la compafiia (Webs 2 y 3).

Figura 2. Carolina [iménez

Su imagen ha llegado hasta nuestros dias en forma de caricatura (Figura 3) gracias a
“Pioneras [lustradas”, una exposicion que se inauguré el 21 de diciembre de 2021 (con fecha de
finalizacién abril de 2022) en la Sala Africa Ibarra, de Zaragoza, centrada en las primeras
mujeres universitarias esparolas.
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Figura 3. Caricatura de Carolina por Ester Laguna

2.6 Maria del Carmen Martinez Sancho (Universidad Central de Madrid,
1926)

Nacida en Toledo, el 8 de julio de 1901, Maria del Carmen Martinez Sancho (Figura 4) tiene
el honor de ser la primera mujer espafiola doctora en Matematicas.

Maria del Carmen Martinez se matriculd en 1918 en la Facultad de Ciencias de la
Universidad Central de Madrid, teniendo la suerte de que en el primer curso, comtn a las
licenciaturas de Ciencias, Medicina y Farmacia, tuvo como profesores en las asignaturas de
Matemadticas a Cecilio Jiménez Rueda (Geometria Métrica) y a Julio Rey Pastor (Analisis
Matematico), quienes la orientaron hacia la rama de Ciencias Exactas, disciplina en la que se
licencié en diciembre de 1926.

Un afo después se doctoro6 en esa disciplina con una tesis titulada “Concepto de funcion,
funciones continuas y semicontinuas, sus propiedades”, dirigida por José Maria Plans y Freyre
(Nufez, Ortiz, 2021, pp. 17-17).

En el curso 1928-1929 obtuvo la catedra de Matematicas del Instituto de Bachillerato de El
Ferrol (A Corufia), del que paso6 al Infanta Beatriz de Madrid. Solicité por primera vez una beca
de la Junta de Ampliacion de Estudios para viajar al extranjero, que le fue denegada, pero pudo
obtener del Ministerio de Instruccion una licencia de dos meses para viajar a Alemania con un
grupo de quince estudiantes del Instituto-Escuela para visitar los centros del pais.

En esa época también trabajo en el Laboratorio Matematico de la Junta de Ampliacién de
Estudios, investigando sobre Geometria diferencial y Series infinitas. En 1930 le concedieron
una pensién de la Junta de Ampliacién de Estudios para realizar estudios de Geometria
multidimensional en Berlin, ciudad en la que estuvo veinte meses (fue la primera mujer
pensionada en esa ciudad). Durante esta estancia obtuvo una plaza en el Instituto de
Guadalajara, que permut6 por otra en el Instituto de Ciudad Real y fue propuesta para el
Instituto-Escuela de Sevilla (actualmente Instituto Murillo), al que se incorporé a su regreso de
Berlin. (Nufiez, Ortiz, 2021, pp. 16-17).
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Figura 4. Maria del Carmen Martinez Sancho

Posteriormente, obtuvo por oposiciéon una plaza en la Universidad de Sevilla para ser
auxiliar del profesor Patricio Pefialver Bachiller, catedratico y decano de la Facultad de Ciencias.
Estuvo en este puesto hasta su jubilacion en el curso 1957/58. Volvié a Madrid y entré a dar
clases de forma altruista en el Colegio Jestis Maria, del barrio de Vallecas.

Fallecié en San Pedro de Alcantara (Malaga) en 1995.
2.7 Rosa Obrador Parpal (Universidad de las Islas Baleares, 1934)

Tras Pilar Rojas de Antich (también citada en este articulo), Rosa Obrador Parpal, hija de
Jaime Obrador y Casasnovas (primer teniente de la Guardia Civil) y Margarita Parpal y
Villalonga, nacida el 7 de noviembre de 1910 en Mahoén (Menorca, Islas Baleares), tiene el honor
de ser la segunda mujer licenciada en Ciencias Exactas en la Universidad de las Islas Baleares
(Magallon, 2004, p. 331).

Estudié el Bachillerato en el Instituto de Palma de Mallorca, en la promocién 1922-1928,
siéndole expedido su titulo el 14 de noviembre de 1929. Se licenci6 en Ciencias Exactas en la
Universidad de las Islas Baleares el 17 de septiembre de 1934, siendo tras Pilar Rojas de Antich,
la segunda mujer que conseguia esa licenciatura en esa Universidad (Alenya, 2014).

Tras terminar sus estudios, entr6 a formar parte del Colegio de Licenciados y Doctores de
Baleares en 1934 (ella fue la segunda mujer en colegiarse, pues la primera habia sido también
Pilar Rojas de Antich, en 1931, de quien no se tienen apenas datos en la literatura) y se dedicé a
la docencia en institutos de Segunda Ensefianza, trabajando en el Instituto femenino de Palma
de Mallorca (B4, B5).

2.8 Esperanza Oller Alemany (Universidad de Barcelona, 1932)
Esperanza Oller Alemany naci6 el 18 de junio de 1911, en Barcelona, hija de José Oller
Rabassa, médico de profesion, y Mercedes Alemany i Sabadell (Magallon, 2004, p. 331). Tuvo

una relacion de parentesco con Narcis Oller de Moragas, abogado y escritor, autor de la obra
Pilar Prim, publicada en 1906, basada en parte en sus experiencias durante los veranos pasados
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junto al resto de la familia Oller Rabassa en Puigcerdd, donde acostumbraban a veranear (Web
4).

Se licencié en Matematicas por la Universidad de Barcelona, en la que permaneci6 entre
1928 y 1932. Su acta de grado data del 29 de diciembre de 1932 (Magallon, 2004, p. 331).

Consta como victima de la represiéon franquista en la provincia de Burgos entre los afios
1936 y 1946. En 1962 opositd para acceder a una plaza vacante como profesora de Matematicas
de instituto (ese mismo afo se presentaron, junto a ella, 171 aspirantes mas para dichas
vacantes(B2)).

2.9 Nemesia Rodriguez Fernandez-Llamazares (sin datos,
presumiblemente Universidad Central de Madrid)

Natural de Gancedo (Leén), Nemesia Rodriguez Fernandez-Llamazares naci6 el 16 de
noviembre de 1903 (Poveda, 2014, p. 76).

No se sabe exactamente ni cudndo ni dénde se licenci6 en Ciencias Exactas. Debi6 ser en la
Universidad Central de Madrid, pues estaba alojada en la Residencia de Sefioritas (fundada por
la Junta de Ampliacion de Estudios en octubre de 1915, cuya primera directora fue Maria de
Maeztu).

Mas tarde, se licencié en Magisterio y aprobo en 1930 las oposiciones a escuelas femeninas.
Eligi6 formar parte de la terna que se precisaba para dar clases en el grupo escolar Menéndez
Pelayo, en Madrid. Desde 1931 hasta 1932, en la Segunda Reptblica, impartid clases en el
Instituto-Escuela como profesora aspirante, cesando en enero. Después, solicité nuevamente
una plaza como profesora de matematicas en el mismo centro para el curso 1933-1934, pero no
fue escogida y entre 1934 y 1937 fue profesora, en calidad de maestra nacional, del grupo escolar
Joaquin Sorolla. En 1937 y segtin la Gaceta de la Republica n® 88, de 29 de marzo de 1937, le fue
admitida su solicitud de excedencia voluntaria, pues se encontraba destinada como profesora
de Matematicas en un instituto elemental (Poveda, 2014, p. 76).

Aunque en los afos inmediatos al estallido de la guerra civil se habian estado celebrando
varios Cursillos de Seleccion y oposiciones a plaza de encargados de curso en Magisterio, el
inicio de esta hizo que estas actividades se vieran paralizadas, por lo que los profesores solo
pudieron completar los Cursillos de Seleccion, como fue el caso de Nemesia Rodriguez.

Afortunadamente para ella, una vez finalizada la guerra, pudo seguir impartiendo
docencia, pasando a trabajar en el Instituto Pardo Bazdn de Madrid (Poveda, 2014, p. 592).

Curiosamente, tanto en el Instituto-Escuela como en el instituto Pardo Bazan, Nemesia
Rodriguez tuvo como comparfiera a la profesora Isabel Garcia Lorca, hermana pequefia del
famoso poeta granadino Federico Garcia Lorca, que impartia la asignatura de Literatura en
ambos centros. Finalmente, el 7 de diciembre de 1955 ingresé en el Cuerpo de Profesores
adjuntos Numerarios.

Nemesia Rodriguez Fernandez-Llamazares, quien en algunos documentos aparece como
Nemesia Rodriguez Llamazares, estuvo casada con Joaquin Azcarraga y Urmaneta, con quien
tuvo tres hijos: Gonzalo, Aurea y Alvaro (Poveda, 2014, p. 594)
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2.10 Irene Roig Mota (Universidad de Barcelona, 1916)

Irene Roig Mota nacid el 11 de febrero de 1894 en Cabra del Camp (Tarragona). Fue hija de
José Roig, secretario del Ayuntamiento de la localidad, y Francisca Mota, maestra.

Estudi¢ el Bachillerato en el Instituto General y Técnico de Reus (Tarragona) (Webs 5y 6).
A su finalizacion y siendo causa de, o al menos coincidiendo con, su ingreso con 18 afios, en
1912, en la Universidad de Barcelona, la familia Roig Mota se traslado a la capital catalana.

Irene Roig (Figura 5) permanecié en la Universidad de Barcelona entre los afios 1912 y 1916,
cuando se licencié en Ciencias Exactas, aunque en su expediente académico consta que estuvo
matriculada de las asignaturas de Analisis Matematico y Quimica General para el curso 1911-
1912, no habiendo sido examinada de las mismas. En ese expediente constan mayoritariamente
calificaciones de notable y aprobados, exceptuando un sobresaliente con matricula de honor en
la asignatura de Fisica General (Webs 5y 6).

Figura 5. Irene Roig

Ademas de realizar sus estudios en la Universidad de Barcelona, parece ser que Irene Roig
curs6 actividades de formacion en la Universidad Central de Madrid a lo largo de su carrera
(P2). También, entre 1916 y 1917 estudié unos cursos de espafiol en la Escuela-Normal de
Maestras de Mont-de-Marsan (consta en el archivo en el que se le concede el derecho a certificar
sus estudios en el extranjero a su regreso que repitié dicho curso). Haria también lo propio entre
1917 y 1918 en la Escuela Normal de Toulouse.

Por lo que se refiere a su carrera profesional, Irene Roig sacé por oposicion plaza de
catedratica de Matematicas de Instituto, trabajando en los Institutos de Orihuela, en 1933
(Magallon, 2004, p. 336) y Alcoy (Web 6). Durante su estancia en este tltimo instituto fue
expedientada y depurada por no seguir una enumeracién de ideales del régimen franquista.

Fue miembro de la Sociedad Matematica Espafiola entre los afos 1911 y 1936 (Magallon,
2004, p. 299).
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211 Maria del Pilar Rojas Gutiérrez (Universidad Central de Madrid,
1926)

Maria del Pilar Rojas Gutiérrez, nacida en la localidad cantabra de Torrelavega, finaliz6 sus
estudios de la licenciatura de Ciencias Exactas en la Universidad Central de Madrid en 1926,
después de haberlos iniciado en 1921 (P3).

En el curso 1926-1927 fue una de las 9 mujeres que entraron a trabajar (ella para impartir
Matematicas) en el Instituto San Isidro de Madrid, de los 32 ayudantes interinos propuestos por
los respectivos catedraticos (Poveda, 2014, p. 430). Permanecié en ese centro también el
siguiente curso, pero por causas que se desconocen, no llego a trabajar ni en ese ni en ningun
otro instituto madrilefio durante la Segunda Republica (Poveda, 2014, p. 430).

2.12 Maria de los Remedios Ruiz Feixas (Universidad de Zaragoza, 1931)

Maria de los Remedios Ruiz Feixas, nacida en Coérdoba (Martin, 2016), estudidé el
Bachillerato en el Instituto General y Técnico (también llamado Instituto Nacional de Segunda
Ensefianza) de su ciudad. Tuvo un expediente brillantisimo: en el curso 1922-1923 obtuvo
matricula de honor en el primer curso de la asignatura de religiéon (Web 7). En el curso 1923-
1924 la misma calificacion en el primer curso de lengua latina, aritmética, y en el segundo curso
de religion (Web 8). También, en el curso 1924-1925, matricula de honor en el segundo curso de
lengua latina, en el primero de lengua francesa, en geometria y en el tercer curso de religion
(Web 9) y finalmente, en el curso 1925-1926, matricula de honor en preceptiva y composicion,
algebra y trigonometria, en el segundo curso de francés y en el primero de dibujo (Web 10).

Se licencid y se doctor6 en Matematicas en la Universidad de Zaragoza, siendo por tanto
una de las escasas mujeres mencionadas en esta aportacion que alcanzaron el grado de doctora.

Se conoce muy poco del ejercicio de su carrera profesional. El “Diario de Cérdoba” de fecha
viernes 18 de mayo de 1934 la sittia en esa fecha como docente en el Instituto de Segunda
Ensefianza de Linares (D2). En esa pagina del diario se la elogia por “su gran talento en la docencia
y erudicion en el campo de las Matemdticas, tal como se pudo observar en una conferencia que dio en el
Instituto de Linares sobre ecuaciones diofinticas”.

Fallecio el 11 de diciembre de 2012, en Madrid.

2.13 Ascension Serret de Andrés (Universidad de Barcelona, 1915)

Ascensidn Serret de Andrés, nacida en Arévalo (Avila), el 3 de mayo de 1894, fue de las
primeras mujeres, junto a Maria Sordé Xipell (la primera de todas), Irene Roig Mota y Rosa Vila
Coro, que curso estudios universitarios en la Seccion de Matematicas de la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Barcelona (Webs 5y 11).

Su padre, leridano de origen, ejercia de secretario en el ayuntamiento del municipio
abulense, mientras que su madre era segoviana.

Hizo el Bachillerato en el Instituto General y Técnico de Castellén y a su finalizacidn, en
1911, su familia se trasladé a Barcelona, donde ella se matricul6 en la Universidad.

Finalizd la carrera de Matematicas el 14 de junio de 1915, con un expediente brillantisimo,
compuesto solo por sobresalientes y matriculas de honor (Web 5).
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Ya como licenciada en Matematicas, Ascension Serret orientd el ejercicio profesional de su
carrera hacia la investigacion astrondémica, ocupando entre los afios 1918 y 1921 un puesto como
ayudante en el observatorio Fabra de Barcelona, donde fue la primera mujer que trabajo en
Astronomia. En colaboracidon con el astréonomo Josep Comas Sola (Barcelona, 1868 — 1937,
astronomo y divulgador cientifico) realiz6 valiosas observaciones y descubrimientos de
planetas, cometas y nebulosas, ademads de obtener imagenes muy detalladas del astro rey (Web
11).

2.14 Maria Sordé Xipell (Universidad de Barcelona, 1914)

A Maria Sordé Xipell le cabe el honor de haber destacado en varios hechos relevantes. Fue
la tinica mujer que estudidé una licenciatura de Ciencias en Espana entre las 28 licenciadas
universitarias en nuestro pais entre 1900 y 1910, la primera mujer que se licencié en una Facultad
de Ciencias en Espafia y la primera mujer que se matriculd en la seccién de Ciencias Exactas de
la Facultad de Ciencias de la Universidad de Barcelona, en 1906, siendo ademas la tinica mujer
matriculada en esa Universidad en el curso 1906-1907. Después de ella hubo que esperar una
década hasta que volvieran a matricularse en esa Seccion de Ciencias Exactas de la Universidad
de Barcelona tres mujeres mas, Rosa Vila, Irene Roig y Ascension Serret.

Maria Sordé Xipell nacié en el nimero 4 bis, primer piso, de la calle del Regomir, de
Barcelona, el 7 de septiembre de 1884. Era hija de un médico de Reus (Tarragona) y de una
barcelonesa.

El 21 de septiembre de 1900 aprobd su examen de ingreso a los estudios de Bachillerato en
el Instituto de Barcelona, estudios que finaliz6 a sus 22 afios, en 1906. En su expediente
académico aparece una mayoria de sobresalientes y matriculas de honor. De hecho, obtuvo la
calificacion de sobresaliente en los dos ejercicios finales del Bachillerato, realizados el 17 y el 30
de junio de 1906, respectivamente (Web 12).

En 1906, mismo afio en el que finalizé los estudios de Bachillerato se matricul6 en la Secciéon
de Ciencias Exactas en la Facultad de Ciencias de la Universidad de Barcelona. Al igual que en
el de Bachillerato, en su expediente universitario se observan multiples sobresalientes y
matriculas de honor. Aunque la matricula caduco el curso 1911-1912, ella pudo obtener su grado
de licenciatura en la seccién de Ciencias Exactas tras aprobar su ejercicio final de grado el 11 de
febrero de 1914 (Web 12).

2.15 Rosa Vila Coro (Universidad de Barcelona, 1925)

Rosa Vila Coro naci6 el 3 de octubre de 1896, en Santiago de Compostela (Web 5). Pese a
que en uno de los registros de identidad escolar de la facultad de Ciencias de Barcelona no se
mencionan todos los apellidos del padre, comparando ese registro con otras fuentes y debido a
la gran concordancia entre los nombres, apellidos y fechas con otros, existe una alta
probabilidad de que sus padres fuesen Antonio Vila Nadal y Rosa Coro (Webs 13 y 14). Esto
implicaria que su padre hubiera sido catedratico de Historia en Santiago de Compostela,
adonde se habia trasladado desde Barcelona, su ciudad natal, que su madre hubiese nacido en
Donis (Lugo) y que ella tuviese 5 hermanos (Figura 6): Eugenio, médico; Antonio, oftalmologo;
José Maria, abogado; Avemaria, médico; y Mercedes, farmacéutica. Tanto de Antonio como de
Avemaria se dispone de una biografia.
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Rosa Vila inicio sus estudios universitarios en 1913, en la Seccion de Ciencias Exactas de la
Universidad de Barcelona, licenciandose en 1925 con unas excelentes calificaciones, que la
hicieron merecedora de recibir el Premio Extraordinario de la Facultad de Ciencias, en mayo de
1914.

Figura 6. Los hermanos Vila Coro. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: Eugenio, Antonio, José Maria, Avemaria,
Mercedes y Rosa.

3. Otras mujeres pioneras de la Matematica espafiola, de las que
se desconoce si llegaron a licenciarse en Matematicas

Todas las mujeres citadas anteriormente se licenciaron en las Facultades de Ciencias de las
diferentes Universidades, sabiéndose con seguridad que lo hicieron en la Seccién de Ciencias
Exactas de las mismas. Sin embargo, pueden encontrarse en la literatura bastantes referencias
de otras mujeres de la época que también se licenciaron en Ciencias, si bien se desconoce en la
mayoria de los casos en qué secciéon lo hicieron, al no constar ese dato en la documentacion
encontrada. Por el ejercicio profesional que desempenaron, dando clases de Matematicas en
Institutos de Segunda Ensefanza (algunas incluso ganaron sus catedras en esa disciplina
mediante concurso-oposicion a esas plazas), todas esas mujeres estan también muy relacionadas
con las Matematicas, aunque en las fuentes no se indique que alguna de ellas tuviese esa
titulacion. Entre ellas pueden citarse a Juana Alvarez-Prida Vega y Elena Felipe Gonzalez
(ambas presumiblemente licenciadas en Quimica), Josefa Maria de los Dolores Pardo Gayoso,
Maria del Plar Martinez Sanz y Amparo Alcedo y de la Espada (esta tltima presumiblemente
licenciada en Ciencias Naturales y seguramente ella y todas las anteriores, licenciadas en la
Universidad Central de Madrid).

Por otra parte, es conveniente indicar que a las mujeres que en aquella época terminaban
sus estudios de Bachillerato se les ofrecia la posibilidad de realizar durante unos meses unas
practicas en las escuelas anejas a las Escuelas Normales de Maestros, para sacarse ese titulo. De
ahi que no es extrafio que también se tengan referencias de muchas licenciadas, que
aprovechando esa opcidn se sacaron también el titulo de maestras y luego, gracias a los estudios
realizados en sus licenciaturas, tuvieron una actividad muy relacionada con las Matematicas,
como puede verse en la siguiente Tabla 2, extraida de Magallon (2004, p. 299) y completada con
algunos nuevos datos por los autores.
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Tabla 2. Mujeres asociadas a la Socedad Matemitica Esafiola entre 1911 y 1936.

Nombre Afo de ingreso | Ciudad de ingreso Licenciatura
Barrera, Josefa 1912 Madrid Maestra
Capdevila d'Oriola, Maria Barcelona Matematicas
Montserrat

Colino, Maria Silvia

Garcia Barriocanal, Josefa V. 1925 Logrofio
Gimeno, Agueda 1927 Coérdoba Matematicas
Martin Bravo, Felisa 1925 Madrid Fisica

Martinez E., Maria del Pilar

Ona Esper, Maria del Carmen 1914 Maestra
Pardo Gayoso, Maria de los Fisica
Dolores

Rigada Ramon, Maria de la 1913 Maestra
Roig Mota, Irene Matematicas

De ellas, las profesoras de Escuela Normal de Maestros Josefa Barrera y Maria de la Rigada
fueron socias fundadoras de la Sociedad y formaron parte de su Junta Directiva en 1912, que
estaba presidida por José Echegaray (Premio Nobel de Literatura en 1904) como Vocales
Adjuntas.

Curiosamente, pertenecieron también a esa Sociedad Rosario Bornas Biurrun, catedratico
del Instituto de Gijon, y Adoracion Ruiz-Tapiador y Perezagua, catedratico del Instituto de
Zaragoza, quienes, aunque por sus nombres pudieran no parecerlo, eran varones y no mujeres
(Web 15).
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Resumen

En este articulo se plantea un problema sobre tangencias propuesto por nuestro amigo
y compafiero Juan José Isach Mayo que sirve de excusa para revisar distintas teorfas sobre
construcciones como la inversién o las transformaciones de Mébius en el plano complejo.

Palabras Clave: circunferencias tangentes, inversion, transformacién de Mobius.

Abstract

In this article, it is presented a problem about tangencies proposed by our friend and co-
lleage Juan José Isach Mayo that serves as an excuse to review different theories about cons-
tructions such as inversion or Mobius transformations in the complex plane.

Keywords: tangent circles, inversion, Mobius transformation.

1. Enunciado

Sobre un cuadrante de circunferencia de radio unidad se D J' C
construye la siguiente figura, en la que E, F y ]’ son los pun- '
tos medios de los segmentos AD, ABy CD, respectivamente, la
curva que pasa por A, Hy | es un arco de circunferencia, siendo
H el centro del cuadrado ABCD:

1. Calctilese la sucesién de radios {vy, } e de la sucesion de
circunferencias de centros {V, } yenN-

2. Demuséstrese que la sucesion de centros {Vj },en se en-
cuentra sobre una cénica y determinese.
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2. Solucion mediante inversion (I)

Se ha modificado el enunciado original sustituyendo el radio unidad por un radio R con
el fin de utilizar segmentos en lugar de ntimeros. Esta practica habitual es 1util para que las
férmulas que se van obteniendo en el problema sean homogéneas, ya que todas las cantidades
muestran su dimensién (véase Pedret Yebra, 2006, y Garcia Capitan, 2006).

1. Si prolongamos CE hasta cortar a AB en K, resulta que KB = 2R y BC = R, de donde

CK = V/5R y entonces como, por potencia de un punto respecto de una circunferencia, CJ -
CK = CB? = R?, resulta que

o B R VR 1y
VBR /5 5 5 '

En consecuencia, si X e Y son las proyecciones del punto | sobre las rectas que contienen CD
y CB respectivamente, resultara que

Si el punto L es el simétrico de C respecto de D, y Q es el punto medio del segmento LD,
resulta obvio que
V5R

Veamos también que QJ = @ En efecto, utilizando el el teorema de Pitdgoras en el tridn-

gulo AQJY,

3R 2R\? R\%2 121R?2 4R®> 5R2
2 2 2

QP =0X?+Y]P=(=-2) 4+ (2) == 4+ — =,
] I (2 5> <5) 100 100 4

Para resolver el ejercicio se recurre a una inversioén con centro el punto B que intercambie
los puntos A y K, y las circunferencias con diametros (KB) y (AB) en las perpendiculares a
la recta que contiene AB que pasan por los puntos A y K (pueden utilizarse otras inversiones
alternativas). En dicho caso, la potencia k de dicha inversiéon debe cumplir

k¥ =BA-BK=R-2R = k = V2R.

L Q D 'Y C
o o o0—O )
! X
E
H
O
K A F B
Figura 1
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Figura 2

Figura 3
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Por otro lado, si el punto P es uno de los puntos de corte de las circunferencias (Q, @) y
(B,v/2R)!, como

Bcf:13(:2+CQZ:R2+94iz = %122 = 5%2+2R2,
el tridngulo ABPQ es rectangulo, es decir, ambas circunferencias resultan ortogonales, y por
lo tanto la circunferencia (Q, @) serd fija mediante la inversién respecto de la circunferencia
(B, V2R).
Ahora la inversa de la circunferencia (Vj, v1) inscrita en el tridngulo curvilineo BJH serd la
inversa de una circunferencia (Wl, w, = %) tangente a las rectas que contienen KLy AD y ala

circunferencia que une los puntos A, H y ], esto es, la circunferencia (Q, 5).
El radio v se puede obtener con la férmula
w1k? R.2R? 2R

T OBWE—wf (%)ZJF(RJr@Jr%)Z_(%)Z T 11435

01

De la misma forma podemos obtener todos los radios:

wik? 2.2R2

BN w2 (%)ﬁ (R+@+(2ﬂ—1)§)2— (§)2
2R
T7+VE 21+ VBt 2n?

2. Siendo V,,F = % +v,y VuA = R — 1y, se tiene que VA + V, F = %, por lo que resulta que
todos los centros Vj, estdn sobre una elipse € con focos Fy A, y con eje mayor R (figura 4).

D C

@] O

J
o)
%l
£ E OI{ V2

O

A F B

Figura 4. La elipse £ (en azul claro) marca la trayectoria
de los centros de circunferencias tangentes buscadas.

3. Solucion mediante inversion (IT)

1. Fijemos unos ejes rectangulares de coordenadas centrados en A y tales que B = (1,0) y
D = (0,1). Consideremos la inversién con respecto a la circunferencia C de centro B y radio

! En general se denota (X, r) a la circunferencia de centro el punto X y radio r.
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AB = 1y denotemos, como es habitual, por X’ al inverso de un punto X # B con respecto a la
circunferencia C.

Entonces se tiene que:

i)
ii)

iii)

iv)

V)

vi)

La circunferencia (rosa) AHB se transforma en la recta AD.
La circunferencia (marrén) D] B se transforma en la recta FH.

El inverso del punto ] es el punto ]’ de la imagen. En efecto: para hallar el inverso de |
tomamos la perpendicular a B] que pasa por J, que es la recta EJ 2 y hallamos tomamos
uno de los puntos de interseccién de esta perpendicular con la circunferencia de inversion,
como por ejemplo C. Ahora se toma la tangente por C a la circunferencia de inversién, que
es la recta CD, y entonces el inverso de | serd la interseccién de esta tangente con la recta
BJ, punto que es J’, que es lo que queriamos ver.

Elinverso del punto H es el punto D. Esto se deduce facilmente de la igualdad BH - BD =
2.2=1.

El inverso del punto F = ( %,O) es el punto F/ = (—1,0) es el punto . Como antes, se
deduce de la igualdad BF - BF/ =2} = 1.

De iii), iv) y v) deducimos que la circunferencia (verde) Cy que pasa por A, Hy | se
transforma en la circunferencia C}; que pasa por los puntos A, F y D (y también por ).

Ademas, las circunferencias (V) se transforman en las circunferencias tangentes (V},), todas
ellas de radio 411' Véase la figura 5.

Figura 5. Aplicando inversién al problema.

2 En efecto: segtin la notacién de la figura 6, la semejanza de los tridngulos recténgulos CDE y HPJ' nos da la igualdad
de dngulos £P]'"H = LECD = a'y {HP]' = LCJ'P = B. Al ser a + = 5, deducimos que £J'JC = %, con lo que
BJ) LEC=EJ.
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D,

A" F B

Figura 6. Las rectas B]" y EC son perpendiculares.

Para hallar el radio p de la circunferencia C}; podemos aplicar el teorema de Pitagoras al
triangulo rectdngulo ADF, de donde obtenemos que p = ‘/Tg. El punto de corte de C}; con la
rectax = % es Té = (}I, % + p) = (411' %) Asi, se obtiene facilmente que las coordenadas de

los centros V,, de las circunferencias inversas de (V) resultan

1 ®+n
Vy/lz (Z/T)/

donde ® = 1+2\/§ es el nimero de oro.

Ahora usamos la relacién que nos dice cémo se transforma el radio de una circunferencia
bajo una inversion con respecto a una circunferencia de centro O y radio k. Concretamente, se
tiene que el radio 7’ de una circunferencia inversa de una circunferencia con centro M y radio r
que no pasa por el centro de inversién viene dado por

, k2
V= ——.
|OM™ — 12|

Particularizando en nuestro caso, tendremos que

3
Un = 7——
BV — &
Por el teorema de Pitdgoras, tenemos que
2
BV = MB: + MV = & 4 (@)
BV = MB" 4+ MVj, = 16 TR
luego
2
=2 1 1 (P+n)
BV}, =2 T

y los radios de las circunferencias (V};) valen

1

S @R
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2. Observemos en primer lugar que aunque los puntos V;, estdn alineados, los puntos V,; no
tienen por qué estar sobre una circunferencia. Usando que la circunferencia (V;) es tangente

exteriormente a la circunferencia (F) y tangente interiormente a la circunferencia (A), se tiene
que

S 1 3
AVn+FVn:(1_Un)+ (E‘l’vn) :E,

por lo que los puntos V;; estdn sobre la elipse £ cuyos focos son A y F y que pasa por B (véase
la figura 7).

D C

Figura 7. Condiciones de tangencia y lugar geométrico que describen los puntos V,,.

Noétese que para resolver este apartado no ha hecho falta conocer el valor concreto de v,
calculado en el apartado 1.

4. Solucion mediante inversion (ITI)

1. Considerando la inversion con respecto a la circunferencia (B) cuyo radio es b = 1, se verifica
que:

1) La circunferencia (F) se transforma en la recta AD.

2) La circunferencia (A) se transforma en la recta FH.

IS

3) La circunferencia (K) se transforma en la circunferencia (G), cuyo radio es g = 42, ya
que:

i) El punto A se mantiene fijo, por estar situado sobre la circunferencia de inversion.

ii) El punto H se transforma en el punto D, pues:

b2

BD =2 =

1
? BH'

iii) El punto | se transforma en el punto J’, pues, como CE L B], los tridngulos rectangu-
los CJBy J'CB son semejantes y, por tanto:

B] B BC b ;P
o BC By BF Y TE:
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4) La sucesién de circunferencias (Uy)eN, cuyo radio comun es

_A4r 1
T2 T4

se transforma en la sucesién de circunferencias (V) ,en. Ademads, como, paracadan € NN,

2 2
MU%=<1+§+(ZH—1)L¢> :<1+§+2n—1> :<n+<1>>2,

u

2 4 2 4 4 2

siendo ® el ndmero de oro, entonces, para cada n € IN, se verifica que:

S bu _ bu _ bu _
"TBU2 —u2| T |MU2 + (3u)2 —u2|  |MU2 +8u?|
1 1
_ 1 _
2 2 :
(%cp) _’_% (Vl+q>) +2

2. Considerando el sistema de referencia cartesiano de ejes rectangulares con origen en el punto
By eje de abscisas en la recta AB, como, para cadan € IN,

B 32 nt®\* 1
W= (x+3) + (7)) =16

o]

Us

JUn

Uy

S

A7

Figura 8
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entonces, para cadan € N,
(Vi) = ((n+ @2 +2) 2+ ((n+ @) +2) 2 + 63— 4(n+ D)y +4 =0,

y, por tanto, para cadan € IN,
vo—(— 3 2(n+ @)
T n+9)2+2" (n+@)2+2)°

Finalmente, como para cada n € IN se verifica que

AV, + FV, = \/<_(7l+;m +1>2+ (J&D%)%

3 1\? 2n+ @) \?
+\/(_(n+c1>)2+2+§) +((n—|—<1>)2—|—2) =
(n+®)?2+1 (n+®)?2+4 3

_(n—l—CD)Z—I—Z 2((n_|_q>)2_|_2) 27

entonces el lugar geométrico que describe la sucesion de puntos {V; },en es la elipse € cuyos
focos son los puntos A = (—1,0) y F = (— 1, 0) y cuya suma de distancias es igual a 3.

5. Solucién mediante transformaciones de Mobius

A F B

Figura 9. Esquema del problema.

Las circunferencias buscadas {y, } yeN, con centros en los puntos {V;, },c y radios respecti-
VoS {vn }nelNr son todas tangentes a la circunferencia con centro en A y radio 1 y a la circunferen-
cia con centro en F y radio % En esta propuesta de solucién vamos a buscar una transformacion
de Mobius que convierta dichas circunferencias en rectas paralelas (véase Schwerdtfeger, 1979,

§2).
Identificamos el plano euclidiano con C, y tomamos un sistema de referencia verificando

ZAIO, ZB:1, ZD:i.
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Sea G el punto simétrico de B respecto de A, o sea, tal que su afijo sea zg = —1 (véase la
figura 10). Buscamos una funcién ¢ definida por

az+b

ot d e€eC, abcdeC, ad—bc#0;

Coz—9(z) =

y verificando, por ejemplo,
¢(za) = 9(0) =0=2za, ¢(zp) = 9(1) =0, ¢(z¢) = ¢(-1) = -1 =1z¢.

S5i imponemos las dos primeras condicio-

R
nes, I
p(1) =co=d = —¢; i
y de momento, sabemos que ¢ ha de ser de
la forma 1z 17
q)(z) = C(Z_ 1) N
s . L . - R
Ademas, imponiendo también la condi- G A F B
cion restante,
Figura 10. Elementos importantes del problema.
—a a
-1)=-1 —=—-1= -=-2.
¢(=1) = = :
Por tanto, la funcién ¢ buscada es
2z
q)(z) - _Z _ 1 ’
y su inversa
072 = = M
z+2

Aplicamos la transformacién ¢ a los puntos® D, H y ], y obtenemos
. . 1 1. 3 4. .
¢(zp) = (i) = —1+i, ¢(zu)=¢ <§ + 51) =2, o(z))=¢ <5 + §z> = -1+2i.

Por tanto, la circunferencia con centro en A y radio 1 se transforma en la recta R(z) =
—1, la circunferencia con centro en F y radio % en la recta R(z) = 0 (el eje imaginario), y la
circunferencia que pasa por los puntos A, H y | en la circunferencia

oo (1) - . o

Todo esto se representa en la figura 11, en la que denotamos al transformado de cada punto P
del problema original por P*. En el nuevo problema equivalente obtenido es inmediato calcular
las circunferencias {7}, } seN, transformadas de las originales. Todas han de ser tangentes a las
rectas verticales separadas una unidad, por lo que todas tienen radio % Ademas, la primera
de ellas, con centro en Wy, serd también tangente a la circunferencia (2), y para cadan € N la

3 Se omite el calculo de las coordenadas de J, por ser elemental.
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circunferencia con centro en Wy, es tangente a la circunferencia con centro en Wy. A la vista
de todo lo anterior, para cada n € IN, los puntos W;; serdn los afijos de los nimeros

1 V5 1) . 1 2n+1++5.
Wn=—gt\Itg tn—g)i=—3t—F3 "

Y si, para cada n € IN, denotamos

Ay =2n+1++5, 3)

la expresion anterior se puede simplificar de la forma

(—1 + ﬂni) .

NI~

wy =

G* A*

Figura 11. Transformacion de Mobius.

El siguiente paso es recuperar los centros {V, } ,e de las circunferencias originales. Si bien
las transformaciones de Mobius convierten rectas y circunferencias en rectas y circunferencias,
en general no preservan los centros de las circunferencias. Sea n € IN cualquiera, y considera-
mos la circunferencia y}; con centro en W; y radio %, cuya ecuacién sera

1 |1
e Z—E(—l-i-ﬂn)l =5-
Vamos a obtener el conjugado de p := —2 respecto de dicha circunferencia, que llamaremos

dn, cuyo afijo es el punto V; (algunos se representan en la figura 11), y que verifica la relacién

(qn —wn)(p — @n) = (%)2 = qn = m
1
:4(—2—%p1—%0)+
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1 1 ;
== t5(—1+aui) =
2(=3+ani) 3 ( )
 —(12+a2) +a,(8+4a2)i
- 2
9+aj
Dado que p = —2 y g, son conjugados respecto de la circunferencia v, en el problema

original = !(p) y ¢~ !(gn) también seran conjugados respecto de la circunferencia buscada 7, =
¢ (7). Ahora bien,

g7 p) =97 (-2) =,
por lo que ¢, = ¢ !(gn) serd el centro de la circunferencia 7, y su afijo serd el punto Vj,.
Operando,

_ 2 27 2 .
Cn:(P_l( (12+an)+an(8+an)z>:an 4+ dayi @

9+ a2 8+ a2
A partir de los resultados obtenidos procedemos a resolver los dos apartados del ejercicio.

1. La sucesion de radios {v, },cN viene dada, por ejemplo, por la distancia de cada punto
Vi (de afijo ¢,) a la circunferencia de centro A y radio 1. Por tanto, para cada n € N,
aplicando las relaciones (4) y (3) obtenemos

az —4+4a,i|
8+ a2
:1_4+a%: 4 4

8+aF a2+8 (2n+1++5)2+8

a3 — 4+ 4dayi] _ o lat2i?

on el 8+ a2 8+ a2

2. Los puntos de la sucesion {V;, },cN estdn sobre la curva cuyas ecuaciones paramétricas se
deducen inmediatamente de la expresion (4):

2—4
R(z) =
8+ 12
+ ,VteR.
4t
S =g

Con el objetivo de identificar la curva vamos a dar una ecuacién implicita de la misma.
Para ello tenemos que eliminar el pardmetro t € R presente en ambas ecuaciones. Proce-
demos a hacerlo completando cuadrados, con idea de eliminar el término de primer grado

de los numeradores.
(2 —4)2+ 16>
8+ t2 N CEN O
8+2t2 \*
2(8+ t2 !
1 2 2 B
t 2 8+ t2 o
216 8t \?
2(8+12) 2(8+12))

_ (P16 4642 (1648’
4(8+12) 2(8+12)

+

)-lkOO

2 _

,...
,p

7 N
3
—~
N
~

|
N =
N—
N

||

0]
+
N

F- (5=
(s
r=(
(zwr
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Tomando primero raices cuadradas en ambos miembros de cada ecuacién y suméandolas
luego,

1 24432 3

2
JREP B0+ (me - 1)+ oty = 2302

Por tanto, la curva es una elipse* de focos A y F y de semieje mayor % ,

3

1
|Z‘+ Z—E‘—E
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Resumen

Este relato es un ejercicio de sinécdoque narrativa encuadrado en el taller de escritura
creativa (nivel medio) de la Escuela de literatura Fuentetaja. El contenido matematico del
relato es doble: por un lado, se trabaja el tema de las ecuaciones diferenciales y sus
aplicaciones, por otro lado, los protagonistas del relato son estudiantes de matematicas.

Palabras Clave: Ecuaciones Diferenciales, Ley de enfriamiento de Newton, Ley de
enfriamiento de Stefan.

Abstract

This tale is an exercise of narrative synecdoche framed in the course of creative writing
(medium level) of the school of literature “Fuentetaja”. The mathematical content of the tale
is twofold: on one hand, the topic of the differential equations and its applications is
analyzed, on the other hand, the characters of the tale are young mathematicians.

Keywords: Differential Equations, Newton law, Stefan law.

1. Segundo jazz (Un fiambre en el aseo)

La invitacion que recibieron los companeros de carrera de Juan era una foto de un disfraz,
y dentro del disfraz estaba el propio Juan. El pie de foto tenia unas palabras:

Queridos colegas. Queria celebrar mi licenciatura (y la vuestra) con una fiesta el préximo
lunes a las 21 horas en Segundo Jazz.

Segundo Jazz era uno de los garitos que configuraban el circuito de jazz de la capital a
finales de los ochenta y principios de los noventa. Un circuito en el que siempre actuaban los
mismos: Jayme Marques, la Canal Street Jazz Band, Jorge Iturralde y, si habia suerte, Tete
Montolit.
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A los companeros les sorprendid esa iniciativa de Juan, acostumbrados a su rol secundario.
En realidad, no era una iniciativa suya. Sus dos hermanos estrenaban grupo de musica, y
pensaron que una fiesta privada era un buen banco de pruebas para el grupo.

Llegé el gran dia y Juan presentd al grupo sin nombre: su hermano mediano en la voz, su
hermano pequefio a la guitarra ritmica, un amigo de un amigo en la guitarra principal, bajo y
bateria.

Tras tres horas de fiesta y concierto, Juan recuperaba su anonimato habitual escondido en
la barra del local, tomando copas y sonriendo a cualquiera que se le acercara, mientras el grupo
sin nombre desgranaba canciones de los Stones, los ACDC y los primeros Guns and Roses, con
los ojos inyectados en sangre del guitarrista principal haciendo los punteos.

Uno de los pocos malotes de la clase se acerco con cara de susto a un grupito de los que
seguian el concierto.

- (Qué te pasa? Traes muy mala cara. ;Te has metido algo en el bafio?
- Hay un regalito en el aseo de los chicos.

- (Qué ocurre, le has preparado una raya a Juan en el lavabo? Juan es muy pringado, nunca
toma drogas. Alcohol como mucho.

- No me estais entendiendo. Tenéis que venir.

- El grupito se acerco al bano de los chicos. En uno de los reservados estaba el regalo: un
cadaver con la cabeza metida en la taza.

- Hostia. Qué cofo ha pasado aqui.
- Hay que cerrar el local y ver quién ha sido.

Una enorme nariz se abrié paso entre el grupo que colapsaba la puerta del aseo. La nariz
pertenecia a Marcos, y era la briijjula que marcaba el Norte a toda la clase. La flauta de Hamelin
que seguian todos los demas, dirigidos algunas veces al paraiso y otras al borde del precipicio,
segun funcionara la intuicién de aquel poderoso olfato.

- (Qué ha pasado aqui? Contadme.

Juan echo en falta en ese momento a Mar, la coquito, y a su tranquilidad para pensar en las
situaciones dificiles. El cerebro de Mar no era lo tinico de ella que Juan echaba en falta en esa
fiesta. Mar era su alter ego femenino en la clase, la rara que nunca encajaba del todo en ningtn
sitio. Eran casi vecinos y volvian siempre juntos de la Facultad, demostrando un entendimiento
que nunca llegd a mas. Mar estaba secretamente enamorada del guapo de la pandilla de Juan y
Juan estaba secretamente enamorado de la guapa de la pandilla de Mar. Si a los veinte afios
mandara la razén y no el corazén, Juan y Mar se hubieran juntado y habrian dejado que los
guapos ligaran entre ellos.

- No hay mucho que contar. Hemos entrado y hemos visto esto.
- ;Le conoce alguien?
- Por lo poco que vemos, no.

Juan tenia la sensacién de que un malo merodeaba la fiesta sin poder entrar. Ahora
resultaba que el malo estaba dentro. Juan no creia que ninguno de los pardillos de sus
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companieros fuera capaz de cometer un crimen. S6lo concebia un culpable, los ojos inyectados
en sangre.

- (Quién fue el ultimo de salir del bano?

El cerebro masculino de la clase hablo.

- Nariz, ;por qué crees que ha sido uno de nosotros?
- ;Como dices, Fran?

- ¢(No habéis aprendido nada de la Facultad?

El tono prepotente de Fran sorprendié a sus companeros, acostumbrados a ver cémo
disimulaba su descomunal talento para las matematicas. Lo achacaron a los nervios por la
situacion.

- Podemos calcular la hora a la que murié utilizando la ley de enfriamiento de Newton. S6lo
necesitamos calcular la temperatura ambiente, la temperatura del cuerpo ahora y dentro de un
rato y resolver una ecuacién diferencial lineal. Si murié antes de las 21, el autor no es uno de los
nuestros.

La nariz retomd el mando de la situacion.
- Héctor, ;tienes un termdémetro?
Héctor solia llevar de todo en su mochila.

Midieron las tres temperaturas y las dos hormiguitas de la clase se pusieron manos a la obra
con la ecuacion diferencial.

- Un momento, ;quién nos dice que la temperatura en este bar no la rige la ley de Stefan?
En ese caso la ecuacion era de Bernoulli, ;no? ;Y cdmo era el cambio?

- No, en ese caso la ecuacion es de variables separadas. En todo caso, estamos todos muy
borrachos como para hacer un cambio de variable. Linealizamos.

- Segtin nuestros calculos, el fiambre esta aqui desde ayer.
- Pues entonces estamos salvados. Salgamos de aqui.
- No tan deprisa. Cuando vea esto Segundo, nos denunciara.

Segundo era el duefio que daba nombre al pub. Se bastaba y se sobraba para ser también el
camarero y el vigilante que echaba a patadas a los borrachos. Un hueso duro de roer.

- Nadie nos va a denunciar. Este hombre estd en muchas mafias. Probablemente €l tenga
que ver con esta muerte, igual era un matén que habian mandado para cobrarle una deuda. Nos
tenemos que quitar de encima a Segundo.

- ;Qué dices, Nariz?

- No digo matarle, solo dejarle fuera de combate. Luego tenemos que salir en dos filas
ordenadas, como si fuera una evacuacién.

Los ojos inyectados en sangre era el tinico que tenia suficiente vida canalla como para pelear
con Segundo. Habia pasado de ser el principal sospechoso a ser el principal aliado. Eso si, no se
iba a arriesgar poniéndose frente a él. Le dio un violento botellazo en la nuca, un golpe de conejo
que derrumbo6 a Segundo, como en las peliculas.
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Los chicos salieron del bar pisandose unos a otros, en un repentino transito de la vida de
estudiante a la vida adulta. Una vida adulta con mil horas dadas de clase, o con miles de horas
gastadas en una empresa que ni te va ni te viene. Vacias vidas adultas en las que al menos tenian
una historia que contar, una leyenda para susurrar en los aniversarios de la promocion: el caso
del fiambre encontrado en el servicio de caballeros del Segundo Jazz.
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Resumen

Un grupo de profesores universitarios hemos escrito sendos libros sobre matematica dis-
creta y teoria de grafos dirigidos a aquellos lectores interesados en profundizar en el estudio
de esta materia, que forma parte de los planes de estudios de Ingenieria Informatica, asi co-
mo de los cursos iniciales dentro de los estudios de Matematicas. Como apoyo audiovisual a
estos libros los autores han elaborado el canal de YouTube “El lado discreto de las mates”.
Palabras Clave: matematica discreta, grafos, youtube, libros docentes, problemas resueltos.

Abstract

A group of university professors has written two books on discrete mathematics and
graph theory aimed at those readers interested in deepening the study of this subject, which
is part of the Computer Engineering curricula, as well as the initial courses in Mathematics
studies. As audiovisual support for these books, the authors have created the YouTube chan-
nel “El lado discreto de las mates”.

Keywords: discrete mathematics, graphs, youtube, teaching books, solved problems.

1. Introduccion

La trayectoria de un grupo de profesores universitarios impartiendo la materia de matema-
tica discreta ha dado lugar a dos libros titulados: “Teoria de grafos y modelizacién. Problemas
resueltos” ([5]) y “Problemas, cuestiones y aplicaciones de matemadtica discreta” ([4]). Estos tex-
tos son fundamentalmente libros de problemas resueltos, en los que cada capitulo comienza con
un breve resumen teérico, cuyo tnico propdsito es recordar los conceptos basicos para poder
resolver dichos ejercicios.
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Nos gustaria recalcar el enfoque pedagodgico y aplicado de estos libros, que contienen una
gran cantidad de ejercicios resueltos con detalle a los que se ha dado forma y estilo propios,
adquiridos a lo largo de nuestra experiencia docente. Se presenta la resolucién de todos los
problemas de forma muy clara, a la vez que rigurosa, tratando de hacer la materia cercana y
atractiva al lector.

La modelizacién, proceso consistente en transformar un problema real en uno abstracto,
puede ser muy dificil. Por ello, en estos libros proponemos una extensa y variada gama de pro-
blemas de modelizacién en grado creciente de complejidad, provenientes de diferentes dmbitos,
que muestran la aplicabilidad de la matematica discreta en general y mds concretamente, en la
teoria de grafos.

Dado el caracter autocontenido de estos textos, de utilidad en cursos de matematica discreta
y de introduccién a la teoria de grafos, los conocimientos previos necesarios para abordarlos son
reducidos, limitdndose a algunas nociones basicas de la teoria de conjuntos y de programacion.

En el canal de YouTube “El lado discreto de las mates” se puede encontrar una amplia va-
riedad de videos que contienen la teoria necesaria para resolver los problemas presentados en
estos libros, asi como una amplia gama de ejemplos y ejercicios resueltos que complementan su
contenido.
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2. Libro: Problemas, cuestiones y aplicaciones de matematica
discreta

Entre todos los temas que abarca la matemética discreta, este texto, distribuido en seis ca-
pitulos, se centra en la logica, el principio de induccién, la teoria de conjuntos, el estudio de
aplicaciones y relaciones binarias, y la teoria de la divisibilidad, con una breve introduccién a
la teoria de ntimeros.

El primer capitulo dedicado a la l6gica introduce, en primer lugar, la simbolizacién, leyes e
inferencia en l6gica de enunciados. A continuacion, se presenta el estudio correspondiente para
predicados, prestando especial atencién al papel que juegan los cuantificadores. Una amplia
gama de ejercicios ilustran la utilidad de la l6gica en el lenguaje y la vida cotidiana.

En el segundo capitulo se aborda el estudio del principio de induccién matematica, presen-
tando problemas en los que se demuestran propiedades que involucran sumatorios, desigual-
dades y relaciones de divisibilidad (entre otros).

Una breve introduccién a la teorfa de conjuntos es el objetivo del tercer capitulo. En este
capitulo presentamos problemas relativos a las operaciones entre conjuntos y las propiedades y
leyes que las rigen.
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El cuarto capitulo estd dedicado al andlisis de correspondencias y aplicaciones entre conjun-
tos. La definicién de biyeccién da lugar a la introduccién del concepto de cardinal. El teorema
de inclusién-exclusién permite, tras una adecuada modelizacién, la resolucién de diferentes
cuestiones de la vida cotidiana.

En el quinto capitulo se analizan las relaciones definidas sobre conjuntos explorando sus
propiedades y representacion. Son de gran importancia los problemas dedicados a las relacio-
nes de orden y equivalencia. Se presentan también ejercicios sobre ordenamiento topoldgico o
clausuras de relaciones binarias.

En el dltimo capitulo de este texto, trabajando en el conjunto de los niimeros enteros, se hace
una breve introduccién a la teoria elemental de niimeros. En él se plantean cuestiones de divi-
sibilidad, ejercicios resolubles mediante el algoritmo de Euclides y ecuaciones en congruencias
(entre otros resultados). Se presentan también problemas que se modelizan mediante ecuacio-
nes diofdnticas, asi como algunas aplicaciones a la criptografia.
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3. Libro: Teoria de grafos y modelizacion. Problemas resueltos

La teoria de grafos ha experimentado un gran auge en los tltimos afios. El origen de esta
reside en su representacién gréfica, consistente en diagramas de puntos y lineas que los unen,
lo que facilita la descripcién de numerosas situaciones, tanto de la vida real como del dmbito
cientifico, que a su vez permite una aproximacién algoritmica de los problemas. Esta vertien-
te algoritmica proporciona métodos y mecanismos para la resolucién de un amplio y variado
elenco de problemas presentes en numerosas dreas del conocimiento. Entre ellas podemos citar
quimica, arquitectura genética, sociologia, economia, no pudiendo olvidar tampoco sus aplica-
ciones en diferentes ramas de las matematicas, tales como la teoria de grupos, optimizacién,
lgebra lineal, etc.

En este texto, distribuido en cinco capitulos, abordamos los conceptos bésicos de esta teoria
trabajando con grafos dirigidos y no dirigidos, centrdndonos en el estudio de la accesibilidad,
conexion, problema del camino maés corto y teoria de arboles, no incluyendo el andlisis de gra-
fos eulerianos y hamiltonianos. Son muchos los libros que tratan los grafos desde un punto de
vista algoritmico, aunque los problemas de modelizacién que en ellos se plantean son mayori-
tariamente una aplicacién directa de la teoria y sus algoritmos.
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El primer capitulo esta dedicado a la introduccién de los conceptos basicos de la teorfa de
grafos, tales como grafos dirigidos y no dirigidos, grado y representacién matricial. Se definen
sucesiones graficas y se explicita el algoritmo de Hakimi para su obtencién.

En el segundo capitulo abordamos, en primer lugar, el concepto de accesibilidad, introdu-
ciendo los algoritmos de btisqueda BFS y DEFS. Este estudio nos conduce al concepto de cone-
xién, bésico en la teoria de grafos. Asimismo se analiza el concepto de orientabilidad, introdu-
ciendo el algoritmo de Hopcroft-Tarjan.

El tercer capitulo se centra en el estudio de grafos ponderados y en particular, en la reso-
lucién del conocido como problema de los caminos mds cortos, para lo que se introducen los
algoritmos de Dijkstra, Bellman-Ford y Floyd-Warshall.

En el cuarto capitulo estudiamos el concepto de arbol tanto en grafos no dirigidos como
dirigidos. Se presenta el algoritmo de Kruskal para la obtencién del drbol generador de minimo
coste, también conocido como arbol de recubrimiento minimo.

Cierra el libro el quinto capitulo en el que, a modo de revisién, se propone una amplia
variedad de problemas de modelizacién, que se resuelven utilizando los diferentes conceptos y
algoritmos introducidos en los capitulos anteriores.

Es preciso destacar, que como apoyo audiovisual a este texto, se puede consultar la OCW
“Estructuras matematicas para la informatica II” ([2]), el MOOC “Aplicaciones de la teoria de
grafos a la vida real I” ([3]) y el comentado canal de Youtube ([1]). Cabe mencionar también el
programa SWGraphs de libre acceso, disponible en el repositorio de la editorial Paraninfo, que
servird de ayuda para obtener la solucién de los problemas de modelizaciéon que requieran de
la aplicacién de algtn algoritmo.
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Resumen

Este articulo hace una resefia del libro Programacion en Rust. Este libro permitird a los
programadores introducirse en el lenguaje de programacién Rust. Se trata del lenguaje que
estd siendo utilizado por los desarrolladores de los principales sistemas operativos (Windows,
Linux, Android) para sustituir al C y al C++, debido a las mejoras que introduce en relacién a
la seguridad del cédigo generado, sin perder la velocidad que caracteriza a C.

Palabras Clave: Programacién, Lenguaje Rust

Abstract

This article reviews the book Programming in Rust. This book will allow programmers to get
introduced to the Rust programming language. It is the language that is being used by the
developers of the main operating systems (Windows, Linux, Android) to replace C and C++,
due to the improvements it introduces in relation to code security generated, without losing
the speed that characterizes C.

Keywords: Programming, Rust language
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2. Ellibro

Desde el afio 2015, de acuerdo con la encuesta anual que realiza Stack Overflow entre mds de
80.000 programadores de todo el mundo, Rust ha resultado ser el lenguaje mas apreciado (The
most loved language).

Rust se cre6 con el objetivo de obtener un lenguaje de prestaciones similares o superiores
a las de C o C++, pero poniendo énfasis en la seguridad del c6digo, aspecto en el que estos
lenguajes han dado lugar a numerosos problemas. Mds del 70 % de los errores de seguridad en
los productos de Microsoft o de Google Chrome estin originados por fallos de seguridad en el
manejo de la memoria.

Pero Rust no solo ofrece cédigo seguro. Rust ofrece una documentacién de alta calidad,
permite la programacién concurrente de manera eficiente y segura, permite programar Web
Assembly, ofrece un alto rendimiento en el procesamiento de grandes cantidades de datos y,
ademads, dispone de un compilador muy efectivo y un entorno de desarrollo completo, con
servicios para documentacién de programas, servicios para test unitarios o de integracion, ser-
vicios para control de versiones y mucho mas.

Rust es un lenguaje de cédigo abierto. Inicialmente se desarroll6 al amparo de la empresa
Mozilla, que desarrolla el popular navegador Firefox, entre otros muchos programas. Desde
2021, el desarrollo esta coordinado por la Fundacién Rust, que es apoyada y financiada por las
grandes empresas del software.

La mayores influencias en el lenguaje Rust provienen de SML, OCaml, C++, Cyclone, Has-
kell y Erlang. Desde su primera version estable de enero de 2014, Rust se utiliza en los desarro-
llos de grandes empresas, como Amazon, Discord, Dropbox, Facebook (Meta), Google (Alpha-
bet) y Microsoft. Actualmente, Rust se utiliza para desarrollar el nucleo de sistemas operativos
como Linux, Windows y Android.

Rust no es un lenguaje orientado a objetos propiamente dicho, aunque se pueden emular
muchas de las técnicas que se utilizan en ese paradigma de programacién. La programacion
funcional si casa mejor con la filosofia del lenguaje Rust, que sin ser un lenguaje funcional es-
tricto, permite realizar una programacion funcional eficiente. Puede ser una buena herramienta
para pasarse a la programacién funcional.

Por supuesto, todas estas ventajas que ofrece Rust son a costa de una curva de aprendizaje
un poco mds pendiente al principio. Programar en Rust requiere mds esfuerzo que programar
en otros lenguajes, como por ejemplo, Python. Pero los resultados que se obtienen compensan
el esfuerzo dedicado y, a pesar de que se trata de un lenguaje relativamente nuevo, dispone ya
de una amplia libreria de utilidades que facilitan la programacién dentro de cualquier &mbito.

En este libro se da una extensa y profunda introduccién al lenguaje Rust. El libro no esta
pensado para personas que no sepan programar, sino mas bien para programadores de otros
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lenguajes que quieran aprender a utilizar Rust. Se abordan y se explican detalladamente nume-
rosos temas relacionados con la programacién en lenguaje Rust. Se utilizan cientos de ejemplos
de cédigo que profundizan en numerosos aspectos del lenguaje. No obstante, es imposible en
un solo libro abarcar la inmensidad de un lenguaje como este. Inevitablemente, algunos temas
se explican de manera somera, a la espera de poderse ampliar en libros mds especificos que el
autor tiene en preparacion.

3. Estructura y contenido del libro

El libro consta de 19 capitulos. El primer capitulo se dedica a explicar cémo instalar Rust,
cémo poner a punto el entorno de desarrollo, y como hacer el tipico programa Hola mundo. Los
tres siguientes capitulos abordan las variables, los tipos de datos que ofrece el lenguaje y como
implementar bifurcaciones, bucles y funciones. Se supone que el lector ya ha programado antes,
por lo que se incide en aspectos como la diferencia entre una variable y el valor que guarda, o
la forma de almacenar los valores en memoria. También se explica aqui la diferencia en progra-
macion entre una sentencia, que no devuelve ningtn valor, y una expresion, que da lugar a un
resultado. En Rust, a diferencia de otros lenguajes, las asignaciones son sentencias y las bifurca-
ciones son expresiones. También se explica la bifurcacién match, caracteristica del lenguaje Rust,
que realiza una comprobacién extensiva de que se han valorado todos los posibles resultados.
Es una caracteristica que sabran apreciar los programadores.

El capitulo 5 explica en profundidad el concepto de propiedad de los valores; ésta es sin duda
la caracteristica distintiva de Rust respecto de otros lenguajes para el tratamiento de los valo-
res almacenados en las variables. Aunque al principio puede resultar dificil acostumbrarse a
operar en términos de propiedad de los valores, se trata de un concepto clave en la seguridad del
cédigo generado. El capitulo 6 se dedica a los arrays y los temas relacionados con cadenas de
caracteres. El capitulo 7 introduce las estructuras, que son similares a los objetos de los lenguajes
de programacién orientados a objetos.

El capitulo 8 explica las enumeraciones. Se explica en él la enumeracién Option, que da pie a
otra de las caracteristicas distintivas de Rust: la ausencia de valor nulo. En Rust no hay valores
nulos, y esto le dota de un nuevo nivel de seguridad del cédigo. El valor null lo invent6 Tony
Hoare, mientras trabajaba en el desarrollo del lenguaje Algol. Esto es lo que dijo unos afios
despusés:

Yo lo llamo mi error de mil millones de délares... En ese momento, estaba disefiando el primer sistema
completo de tipos para referencias en un lenguaje orientado a objetos. Mi objetivo era garantizar que todos
los usos de las referencias fueran absolutamente seguros, con la verificacion realizada automdticamente
por el compilador. Pero no pude resistir la tentacién de poner una referencia nula, simplemente porque
era muy fdcil de implementar. Esto ha llevado a innumerables errores, vulnerabilidades y bloqueos del
sistema, que probablemente han causado mil millones de délares en dolor y dafios en los 1iltimos cuarenta
afios. — (Tony Hoare, inventor de ALGOL)

Tras hacer repaso en el capitulo 9 a algunas de las colecciones existentes en Rust, como los
vectores o los hash-maps, también habituales en otros lenguajes, el capitulo 10 explica el concepto
de vida 1itil de las referencias, otro de los conceptos distintivos de Rust y que aportan maxima
seguridad en el manejo de la memoria. Se evita asi la posibilidad de que existan punteros colgados
(dangling pointers) apuntando a valores que ya han sido retirados de memoria. Es uno de los
problemas de seguridad més recurrentes en lenguajes como C o C++, y que dan lugar a algunas
de las mayores quiebras de seguridad existentes.

Los capitulos 11 y 12 explican la manera de utilizar los traits y tipos de datos genéricos, que
proporcionan a Rust la posibilidad de trabajar de manera muy similar a la de los lenguajes
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orientados a objetos. El capitulo 13 se dedica a las closures y los iteradores, y se introduce al lector
en la programacién funcional. Los conceptos anteriores se completan en el capitulo 14 con la
explicacion de los diferentes tipos de punteros que se pueden utilizar.

En los capitulos 15 al 18 se habla de cémo dividir los programas en médulos, como hacer
librerias de funciones, la gestién de la entrada y salida por pantalla y a ficheros y de como
utilizar la extensa libreria de utilidades externas existentes para Rust.

Por tltimo, el capitulo 19 explica el funcionamiento del sistema integrado en Rust para docu-
mentar e implementar test en los programas. Rust permite utilizar test unitarios, test de integra-
cién y test de documentacion, lo que favorece enormemente la programacion con metodologia
Test-Driven Development (TDD), minimizando los errores al codificar.

Sobre el/los autor/es:

Nombre: Santiago Higuera de Frutos

Correo electronico: santiago.higuera@upm.es
Institucién: Universidad Politécnica de Madrid
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Resumen

En este articulo hablamos con Miguel Angel Morales Medina, divulgador, docente y crea-
dor del blog «Gaussianos».
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Abstract

In this article we interview Miguel Angel Morales Medina, science communicator, teacher
and creator of the blog «Gaussians».

Keywords: science communication, interview, scientific monologues, teaching.

Entrevistamos a Miguel Angel Morales Medina, un matemé-
tico que quizds por su nombre resulte un tanto anénimo para el
publico en general, sin embargo si decimos que es el alma mater
de «Gaussianos», seguramente sea identificado radpidamente por
la mayoria de nuestros lectores.

Miguel Angel Morales Medina (Puertollano — Ciudad Real,
may. 1979) es licenciado en matematicas por la Universidad de
Granada, es un apasionado de la divulgacién, matematico de
vocacion, y su deseo era dedicarse a la ensefianza y la investiga-
cién. Por diversas circunstancias eligié la docencia, y en la actua-
lidad ayuda a muchos chicos y chicas a avanzar en su formacién
en la etapa de secundaria hasta llegar incluso a la universidad.

— Buenas tardes, Miguel Angel,

Miguel Angel

Buenas tardes, jqué tal!
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— Muy bien. En primer lugar, decirte que es un lujo, un placer y un privilegio tenerte aqui con
nosotros, y también que vas a ser nuestro conejillo de Indias, ya que eres el que va a comenzar este ciclo
de entrevistas mediante videoconferencia. Esperamos que sea de tu agrado, y que disfrutemos con esta
charla. Bueno, si te parece bien, voy a comenzar explicando un poquito cémo nos conocemos. Como ya
muchos de nuestros amigos conocen, gestiono varios grupos de Telegram. En particular, uno llamado
«Retos Matemdticos» https://t.me/Retos_Matematicos, donde hay gente con mucho talento, y uno de los
comparieros de dicho grupo, César (estudiante de Grado de Matemiticas en la UNED), me comenta que te
conocia y que habia interactuado varias veces contigo, y que por qué no te proponia unirte a dicho grupo.
César te lanza la invitacién, y como te ocurre un poco como a mi, que te gusta enrolarte en cualquier
proyecto matemdtico que te propongan, pues aceptas la invitacion y te conviertes en un miembro muy
activo del mismo hasta hoy.

— Vamos a empezar, si te parece, con la entrevista. Y la primera prequnta seria: ;por qué Miguel Angel
se hace matemdtico?

Pues, por lo que me cuentan mis padres, me gustan las matematicas desde pequefiito. Su-
pongo que desde mi mds tierna infancia las vefa como un juego de descubrimiento, algo pare-
cido a «aqui tienes unas reglas: juega con ellas». A mi todo ese tipo de cosas me atraian y me
llamaban mucho la atencién. Ellos me ayudaron mucho en la medida que les fue posible a que
yo avanzara, y parece ser que yo siempre pedia méds y mas. Ademads, siempre intentaba echar
una mano a los compafieros cuando lo necesitaban. Y bueno, juntando unas cosas con otras, las
matemadticas, que me gustaba ayudar y plantearme ser profesor, pues aqui hemos llegado. Si lo
piensas, era muy sencillo, y una opcién muy légica.

— ¢ Tii qué crees, que el matemdtico nace o se hace?

Yo creo que hay de los dos, aunque pienso que quizds haya mas de los que se hacen. En algtin
momento he pensado lo contrario, pero ahora habiendo tenido contacto con muchos matemati-
cos e incluso con investigadores enrolados en otras disciplinas de la ciencia, y con docentes de
matemadticas provenientes de ramas como las ingenierias, he podido comprobar que hay mu-
chos que han ido haciéndose a lo largo de su trayectoria personal e incluso profesional y que,
en principio, no se habfan planteado siquiera la posibilidad de recorrer ese camino. En mi caso
particular, creo que soy de los que nacieron con predisposicion hacia la vocacién docente de las
matematicas, pero reconozco que gente con capacidad para las matematicas y ademds buenos
matematicos los hay nacidos y hechos.

— Completamente de acuerdo contigo, Miguel Angel. ;Por qué te propones formar «Gaussianos»?
Bueno, creo que a estas alturas no habrd ninguno de los que nos ven o nos lean que no lo conozca,
jseria imperdonable, vaya! Desde mi punto de vista personal, debo decir que Gaussianos es, sin lugar a
equivocos, el blog de divulgacién matemdtica de mayor relevancia en el mundo de habla hispana.

Bueno, pues te cuento, aunque antes de nada me gustaria que me permitieras pedirle discul-
pas a todos los seguidores del blog, ya que llevo un tiempo en el que por circunstancias profe-
sionales no he podido desarrollarlo todo lo que me hubiera gustado y la creacién de contenidos
estd un poco parada. Espero que sean un poco pacientes, porque dentro de poco retomaré la
actividad.

La idea de crear «Gaussianos» surgié hace diecisiete afios (ya casi ni me acuerdo), en el afio
2006. En aquel afio, los blogs estaban atin en pafiales, y me empezé a interesar ese mundo.
Creé un blog personal (que lefan «cuatro gatos») donde hablaba de temas tan dispares como
un comentario de una noticia deportiva, un video gracioso que me habia llegado y de vez en
cuando alguna cosilla explicando algo de matematicas que habia considerado curioso o digno
de que la gente que me leia conociera, porque a mi me gustaba. A uno de los que leian mis posts
le gustaban también las matemadticas y el mundo de la divulgacién, y me plante6 la posibilidad
de crear un blog con ese tipo de contenidos, ya que no conocia demasiados en la red. Asi fue
como en junio de 2006 nace el blog. Este compafiero, por circunstancias personales, tuvo que
dejarlo después de practicamente de un afio, y entonces decidi continuar con el proyecto de
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forma individual, y hasta ahora.

— Bueno, yo tengo que decirte que, como usuario del blog, te doy la enhorabuena por tu labor y
agradecimiento eterno a tu dedicacién en representacion de la comunidad matemdtica, opositores y gente
con inquietudes por la divulgacién y que gracias a ti hemos aprendido un montén de esta bella disciplina.

Pues el agradecimiento es mutuo, José Manuel: muchisimas gracias a todos los seguidores
por haber ayudado a que «Gaussianos» creciera de esta forma, ya que me han dado la energia
suficiente para continuar con este proyecto. Al fin y al cabo, los contenidos creados se hacen por
y para la gente que te sigue.

— Bueno, pues toca ahora mojarte. Eres docente, pero imaginate que fueras elegido legislador. ; Qué te
atreverias a cambiar en el sistema educativo actual?

[Risas] ... Disculpa por las risas pero ... jla preguntita se las trae! La verdad es que no
sabria decirte asi de repente qué cambiaria. Lo que reconozco es que la implementacién de la
LOMLOE, cémo estd disefiada y cémo se nos estd pidiendo a los profesionales de la docencia
que llevemos a cabo los cambios que propone, y sobre todo la manera y los plazos, creo que
no han sido los més adecuados; tanto nosotros docentes, que somos los que los tenemos que
aplicar, como los chicos, que van a ser los que van a recibir toda esa oleada de cambios, no los
hemos podido aprovechar al mdximo. Resumiendo, no sabria qué cambios hacer, pero desde
luego, si hubiera estado en mi mano, no habria hecho estos cambios con tan poco margen de
respuesta.

— Eres uno de los divulgadores de referencia en Espafia, pero supongo que tendrds espejos en los que
mirarte. ; A qué divulgadores estimas o admiras?

A ver, lo primero es reconocer que en este pafs hay muchos y muy buenos divulgadores en
este momento, aunque hace afios éramos muy poquitos los que estdbamos en esto de la divul-
gacion por internet. Yo voy a citar a uno que desde mi punto de vista es uno de los mejores, y
que debo reconocer que se convirtié para mi en un modelo a seguir en mis comienzos: el autor
del «Blog del Tio Petros» (https://tiopetrus.blogia.com/) .... Supongo que todo el mundo lo
sabe, pero, si no, comentar que E! tio Petros y la conjetura de Goldbach es una novela del griego
Apostolos Doxiadis. Bueno, pues antes de crear «Gaussianos», el autor de ese blog ya habia
dejado de escribir en él, aunque estd atin vigente y se pueden leer sus contenidos, y tenia ar-
ticulos de divulgacion muy del estilo a como yo posteriormente buscaba escribir cuando tenia
en mente desarrollar el proyecto de mi blog. No quiero equivocarme, por eso no te puedo decir
exactamente el nombre del autor de dicho blog (que nos perdone si nos esta viendo o leyendo).
Ya te digo que no era un blog demasiado extenso (apenas funcioné un afio y medio), pero su
manera de escribir, contar y divulgar contenidos matematicos, a veces incluso bastante compli-
cados para el publico en general, me motiv para decir «esto es lo que yo quiero hacer». Bueno,
y respecto a los divulgadores conocidos actuales, yo tengo que reconocerte que tengo especial
predileccién por Clara Grima. Ella ha reconocido en varios medios que su trayectoria divulga-
tiva la comenz6 en «Gaussianos», y que fue donde escribi6 su primer articulo de divulgacién
«para adultos», como ella dice. Fijate en todas las cosas que ha hecho después en su carrera
como divulgadora. Ademads, yo la conozco personalmente, tengo amistad con ella. Como con
todo el mundo, puedo estar mas o menos de acuerdo con ella en distintas maneras de ver o
entender el mundo que nos rodea, pero en el tema divulgativo de matemaéticas reconozco que
es mi debilidad. Por supuesto, hay muchisimos mds, nombraria a Tito Eliatron (José Antonio
Prado Bassas) ...

— jHombre! Nuestro Tito, también compaiiero del grupo de Telegram «Retos Matemdticos». Habrd
que enrolarle en una entrevista de éstas también ... [Risas].

De hecho, hace nada ha sacado libro, y encima es una bellisima persona. Citaria a Santi
Garcia Cremades, Pedro Daniel Pajares!, ... Hay gente muy buena, gente también quizés no

1 Constiltese el niimero anterior de Pensamiento Matematico (Vol. XII, Num. I, abr. 2022) donde le entrevistamos.
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demasiado conocida ... Radl Ibafiez, que es un profesor de la Universidad del Pais Vasco y que
lleva haciendo divulgacién desde mucho antes que yo, Marta Macho ...

— Efectivamente, en el Pais Vasco tenemos a varios como Marta, Pedro Alegria (ambos amigos de
Pensamiento Matemdtico), Raiil Ibafiez, etc. jHay tantos y tan buenos que ... !

jHay muchos y muy buenos! Y es muy complicado quedarse sélo con uno. Pero vamos,
como te he dicho, siempre que me preguntan cito al autor del blog que te he comentado porque
me influyé en gran medida. Tenemos muchos en toda la geografia espafiola a nivel internet,
quizés algo mds en redes sociales, porque parece que ese medio se ha comido un poco al blog,
pero estoy segurode que el fenémeno blog va a volver a resurgir.

— Te voy a hacer una pregunta un poco peliaguda ... Quizds falten voces criticas contra la situacion
de la educacion en general y de la educacién matemdtica en particular. Espafia, seguin el iiltimo informe
de la OCDE, lidera la tasa de jovenes sin terminar bachillerato o equivalentes con un 28 %, frente al 17 %
de nuestros vecinos portugueses y muy lejos de Irlanda o Polonia, con un 7 % y un 5 % respectivamente.
¢ Se trata de ser politicamente correcto o crees que hay mucho aiin por hacer?

Hombre, esos datos indican que hay mucho que hacer. La verdad es que desconozco la
situacién de la educacién en otros paises europeos ni cémo ha evolucionado en ellos en lo que
se refiere a leyes educativas y demds, pero a mi me da la sensacién con lo que yo conozco, que
es desde hace ya unos afios (imagino que hay mucha gente que conoce la educacién mucho
antes que yo incluso), que las leyes que se quieren implantar tienen muchas veces mucho mas
de ideologia que de cambio significativo de la educacién, vengan del bando del que vengan, y
en otras ocasiones tengo la sensacién de que lo que se va haciendo es simplemente «parchear».
Yo ya sé que lo que te voy a decir ahora es una idea muy manida, pero considero que deberia
haber un pacto por la educacién con independencia del color politico que se tenga, pero que
se deberia hacer algo en lo que todo el mundo estuviera lo mds de acuerdo posible, de manera
que los cambios realizados tuvieran una duracién més allé de los afios de legislatura que unos
u otros tengan.

— Estoy de acuerdo contigo. Creo que la educacién en ningiin caso deberia ser una herramienta elec-
toralista por parte de ningiin partido y que se utilizara como arma arrojadiza en lugar de pensar en
consensuar y buscar los puntos en comiin que se pudieran tener.

iEso es! No puede ser que se utilice para poner de manifiesto tinicamente que se piensa
diferente desde un punto legislativo, y que sélo se piensa en quitar lo que el anterior ha hecho.
Desgraciadamente, asi estamos hoy dia, y los que acaban perdiendo son los que deben recibir
esa educacion, que son los chicos y chicas que tenemos en las escuelas. Entonces, ;es un asunto
complejo?, sin duda, yo personalmente no sé como hacerlo (si lo supiera, pues seguramente
estaria legislando en un puesto con mayor influencia o con més atribuciones), pero lo que es
cierto es que mientras vayamos «parcheando» no vamos a arreglar el problema que tenemos de
manera global, y que a la larga no va a resultar ser la solucién 6ptima.

— ¢Crees que se ensefiaban mejor las matemdticas antes, cuando tii y yo éramos estudiantes de BUP
y COU? ...[Risas]

iJo, es que hace ya mucho de eso! ... [Risas] Tengo que hacer un ejercicio de memoria bastan-
te serio ... Mira, yo creo que ahora tenemos muchas mds posibilidades para poder ensenarlas
mejor. Para alguien «joven» que nos vea o nos lea ahora, voy a decir algo que puede resultar-
le impensable: jyo acabé la carrera sin conexién a internet! Conoci internet en alguna sala de
ordenadores de la facultad, pero en casa no tenia internet, no tenia la posibilidad de poder bus-
car informacién en la red de ningtin tipo, de hecho tenia que irme a una biblioteca y consultar
innumerables libros, y ya no digamos acceso a medios audiovisuales como ahora para poder
impartir formacién, explicar conceptos o procedimientos de distintas maneras alternativas, etc.
Aquello era impensable. Por lo tanto, creo que ahora hay muchos mas medios para poderle
sacar mucho mds partido al proceso de ensefianza. Yo es que creo que el cémo acaban saliendo
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las cosas no depende exclusivamente de quién da clase, sino que depende también de quién la
recibe. Igual en esto que acabo de decir influya que yo ahora lo veo desde la perpectiva del for-
mador (el otro lado de la barrera), pero yo creo que ahora veo algtn tipo de cosas que antes no
se veian; en general, siempre ha habido gente con distintos grados de implicacién en el aprendi-
zaje, pero considero que el proceso formativo de un alumno se ve ahora desde una perspectiva
distinta. Hace poco leia o escuchaba una frase (no recuerdo de quién) que ponia de manifies-
to que ahora el alumnado en general ve el proceso educativo como un obstdculo para llegar
al objetivo, que es simplemente la obtencién del titulo, en lugar de disfrutar del proceso en si
mismo y no verlo como un obstdculo sino un camino del que debes sacar provecho para que,
cuando de verdad se obtenga el titulo, éste refleje con fidelidad la capacidad del alumno. Y esa
responsabilidad de lo que estd ocurriendo no es tinicamente de nuestros estudiantes, y creo que
todos tenemos que ver con que ellos tengan esa manera de interpretar el proceso de ensefianza-
aprendizaje, sino que la familia, los profesores, los medios de comunicacién, en general todo el
entorno influyente en ellos tenemos que tener cuidado para que puedan rectificar esa perspecti-
va errénea, en mi opinién. Siempre ha habido mayor o menor afinidad por parte del alumnado
con una materia o con un determinado profesor, eso entra dentro de la normalidad, pero, desde
mi punto de vista (insisto en que es una visién personal y que puede ser errénea), creo que
antes estudiar y progresar en el proceso formativo se veia por parte del alumno de una manera
distinta a como lo puede ver ahora.

— Supongo que, como hacemos todos en nuestro dia a dia, autoevaluas tu actividad docente, ; qué crees
que es lo que te hace cada dia mejor docente?

Claro, por supuesto que me autoevaltio, no sé si a diario, pero lo hago en muchas ocasiones.
Intento sobre todo analizar si mi labor esta siendo efectiva, sobre todo cuando los resultados no
son todo lo buenos que podria esperar. De hecho, esa autoevaluacién me ha llevado a cambiar
muchas cosas de mi cotidianidad docente desde que empecé a dar clase. Por ejemplo, intento
utilizar muchos mds recursos adecuados (no exclusivamente digitales, necesariamente) a las
necesidades de mis alumnos con el fin de que puedan aprovechar mi labor formativa de manera
mas efectiva. Yo llevo dando clase en academias desde 2003, y me incorporé a la educacién
publica en 2016, y desde entonces hasta ahora el acceso a contenidos, y sobre todo a las tic’s, me
ha hecho que tenga que esforzarme en ponerme al dfa, pero atin me queda mucho camino para
poder sacarle todo el provecho que a mi me gustaria a mi labor docente, sobre todo en el aula.

— Miguel Angel, te considero digamos un «alma inquieta». ;Qué proyectos de futuro rondan tu
cabeza?

Lo primero, como ya te he comentado antes, intentar sacar més tiempo libre para retomar la
actividad divulgadora en «Gaussianos». A corto plazo, no hay mucho mas. Llevo rondando la
posibilidad de poder hacer alguna cosa divulgativa en videos cortitos, que siempre la he tenido
en mente, pero de momento no hay nada materializado. Puede ser que sea sélo una cuestiéon de
echar a andar.

— ¢ Quizds un libro con anécdotas como las que estds acostumbrado a contarnos en «Gaussianos»?

Esa idea la tengo en mente desde hace mucho, efectivamente. Imaginate, diecisiete afios
con el blog dan para mucho. Desde luego, materializar el blog en un libro serfa algo que me
encantaria hacer en un futuro, por supuesto.

— No eres papd, jverdad? Si lo fueras, ;recomendarias a tu hijo que estudiara matemdticas? Es mds:
¢le recomendarias que fuera profesor de matemdticas?

iSi! Sin lugar a dudas. Mi licenciatura (bueno, ahora son grados de cuatro afios) me costo,
tenfamos un temario densisimo, pero he de reconocer que a mi me encant6, disfruté mucho
en aquellos afios de universidad. Por mucho que me costara, sobre todo los primeros afios,
como supongo que les pasard a la mayoria de los chicos que se incorporan ahora al Grado de
Matemadticas. De hecho, conozco varios casos de chicos brillantes en bachillerato que se han

Volumen XIII, Niimero 1, Abr'23, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemdtico” | 179


mailto:jmanuel.sanchez@educarex.es

José Manuel Sdanchez Muiioz Entrevista

chocado contra un muro al llegar al grado. Pero es normal, los comienzos son como aprender
un idioma nuevo. Llegas pensando que sabes mucho, y la primera semana te das cuenta de que
todo lo que sabfias era practicamente nada, por eso te comento que es como aprender un nuevo
idioma, y cuando empiezas a entender, porque hay algo en tu cabeza que de repente cambia y te
permite hacerlo, esa sensacion es maravillosa. Por eso te digo que yo le recomendaria a mi hijo
que estudiara matemaéticas. Y sobre ser profesor, me gusta mi trabajo, me lo paso bien con los
chicos, disfruto ensefiando, razones mas que suficientes para recomendarselo a un hijo o una
hija, por supuesto.

— En este pafs, no tenemos matemdticos de renombre. ;Qué consideras que se necesita para tener un
Tno, un Wiles, una Mirzakhani o un Perelman? Porque creo que hay muchos, pero quizds ninguno que
sobresalga a este nivel internacional.

Yo creo que nos hace falta financiacién y mucha paciencia. Por mucho que se diga que un
matematico tinicamente necesita papel y ldpiz, eso podria ser suficiente en otra época. Ahora
se necesita financiacién, porque se necesitan equipos computacionales potentes, se necesitan
proyectos colaborativos para avanzar de manera conjunta en distintas lineas de investigacion,
lo cual conlleva estancias y viajes a lugares en los que se estd trabajando en disciplinas afines a
la de un investigador, etc. Y sobre el tema de la paciencia, creo que es fundamental, no se puede
pensar de manera cortoplacista en pagar a un investigador dos afios, y si no se obtienen resul-
tados inmediatos tangibles abandonar la financiacién, entre otras cosas porque las matematicas
no funcionan con esos plazos. Entonces, sin ninguna de estas dos cosas, financiacién y pacien-
cia, dificilmente tendremos una figura del mds alto nivel. Es necesario que, desde los més altos
estamentos, los dirigentes de nuestro pais apuesten por la financiacién de la ciencia en general,
y de las matemaéticas en particular, y que se tenga paciencia en la obtenciéon de resultados, ya
que no se puede esperar una inmediatez y resultados tangibles y de aplicacion directa.

— ¢No crees, Miguel Angel, que es parte de nuestra cultura? Yo, por ejemplo, envidio (de manera
sana) otros paises, como EEUU, donde no creo que los investigadores sean infinitamente mucho mejores
que los que pueda haber aqui. Sin embargo, si que es verdad que existe una cultura que apuesta por la
divulgacion o el interés por las matemdticas, incluso orientada hacia un piiblico profano. Precisamente,
eso es lo que echo de menos ver en este pais, precisamente esa cultura (aunque, siendo justos, se estdn
haciendo cosas en publicaciones como el ABC o El Pais), y que dichas carencias son motivo para la falta
de una verdadera apuesta por los estamentos dirigentes, ;verdad?

Silo piensas desde el punto del legislador, él piensa que va a estar cuatro afios y se pregunta
si le va a sacar un rendimiento electoral a dicha inversién, sabiendo que seguramente los resul-
tados no se van a poder contrastar hasta dentro de un periodo mayor a ese. Todo se resume en
que, si no obtiene rédito politico con dicha inversién, pues entonces no la hace. Y en cuanto al
comentario que haces respecto a la cultura, yo es que meto todo eso en parte en lo que te comen-
to sobre la paciencia. No podemos esperar resultados inmediatos en esto, como en muchos otros
dmbitos de la vida cotidiana, sin paciencia. Precisamente a nivel social, creo que, con respecto a
lo que antes habldbamos en la educacién de antafio, uno de los factores que estdn precisamente
deteriorando nuestro sistema educativo es la ausencia de paciencia en nuestra cotidianidad: lo
queremos todo de manera inmediata, satisfactoria y si puede ser con el menor esfuerzo posible.
Todo ello lo juntas y nos lleva precisamente a que en este pafs no exista una figura de la talla
mundial de los que has nombrado anteriormente.

— Tendrds, supongo que como todos, un matemdtico preferido. El mio es, vaya por delante, Bernhard
Riemann. ; Entiendo que el tuyo es Carl F. Gauss, por eso lo de «Gaussianos»?

Bueno, el tuyo no estd mal ... [Risas]. Reconozco que Gauss es uno de ellos, evidentemente,
y posiblemente el que méds junto con otro que para mi es fundamental y que ahora te citaré.
Gauss, recuerdo en mi época de estudiante que aparecia siempre en todos los ambitos de la
ciencia.

— jEs verdad! En mi época de estudiante, entre él y Cauchy me tenian frito, porque aparecian en todos
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los dmbitos.

[Risas] ... Fijate, y si citamos ya a Euler, pues jotro grande! que aparece en un montén de
sitios. De todos ellos, me quedo con Gauss, porque era una persona que si publicaba algo era
porque lo tenia todo atado, no era de los que soltaba las cosas y a ver qué pasa. Esa manera de
entender las cosas quizds también le llevé a que no avanzara en ciertos aspectos (como preci-
samente las geometrias no euclideanas), no fuera a ser que no tuviera las cosas bien cerradas
y amarradas y se le adelantara alguno. Pero hay que reconocer que ayudé a que avanzaran un
montén de campos de las matemadticas. Y luego, he de reconocerte que yo he tenido especial
predileccién por Pierre de Fermat, el primer matemético amateur (porque era un hombre de
leyes). Una cosa que me encanta de él es ese cardcter «vacilén» que tenia, que le hacia presumir
muchas veces de que no ensefiaba la demostracién de algtin resultado y «casi» siempre acertar.
Y ademds, te diré que a mi la Teoria de Ntimeros siempre me ha gustado mucho, y Fermat era
un fan incondicional y a la postre un especialista en dicha teoria, ayudando a que avanzara
muchisimo.

— Fijate lo que significé para la historia de las matemdticas «aquel margen» en la Aritmética de
Diofanto de Fermat y hasta donde nos llevd (el iiltimo teorema de Fermat), ;verdad?

[Risas] ... ;350 afios tuvieron que pasar! Yo, desde luego, lo que pienso es que él [Fermat]
tenia algo en mente que seguramente tendria algtin pequefio fallo que en ese momento en que
escribié esa nota no fue capaz de vislumbrar. Si no, es dificil de entender dicho comentario, ya
que se necesitaron 350 afios y teorias superavanzadas de teoria analitica de ndmeros (formas
modulares) para demostrar dicho resultado.

— De hecho, creo que la demostracion de Andrew Wiles del UTF son mds de cien pdginas, y encima se
demuestra como un pequefio corolario de un resultado de una importancia superior que es la demostracion
de la hasta entonces conjetura de Taniyama-Shimura.

Para quien no la conozca, invitamos a que lo haga porque es una historia interesantisima lo
que supuso para Wiles dicho reto, ocho o nueve afios de trabajo incansable.

— De hecho, hay un documental dirigido por Simon Singh que narra
la historia precisamente de su proceso para demostrar dicho teorema.

Simon Singh tiene incluso un libro muy interesante que narra
esta historia ...

— jExacto! De hecho, se lo recomendamos a todo el mundo [el docu-
mental] porque es relativamente sencillo encontrarlo. A mi personalmente
hay una escena que me sobrecoge y es cuando Andrew Wiles descubre que

su demostracién tenia un pequefio problema y que, para que dicha demos- Simon Singh
tracion fuera vdlida, Wiles tenia el margen de un afio para rectificarla sin EL ENIGMA
que nadie se le adelantara, y ver cémo el britdnico se emocionaba de la pre- DE FERMAT
sion personal que habia supuesto aquel afio para él, ya que de no hacer ese s

de trescientos aiios a los mejores cerebros del mundo

=2Z"
—
Ademds, hay que tener precisamente en cuenta que ese afio que

tard6 en solventar dicho error (con la ayuda de su compafiero Ri-  f; Enigma de Fermat» de Simon
chard Taylor), muy posiblemente le condujo a que perdiera el pre- Singh (Ariel, 2015)
mio de la medalla Fields, porque dicha medalla tinicamente se pue-
de otorgar a investigadores matemdticos menores de 40 afios, y él
en dicho caso estaria rondando dicha edad. Se llevé posteriormente el premio Abel, pero la
medalla Fields se le resisti6 precisamente por aquel fatidico afio. Una historia apasionante el
UTFE la cantidad de grandes matematicos que uno a uno han intentado sin éxito demostrar la
conjetura que Fermat anot6 en dicho margen.

esfuerzo cualquiera podria tirar por la borda quizds el esfuerzo de toda una
vida de trabajo.

— Después de esta apasionante charla que estamos teniendo te voy a hacer una pregunta, aunque ya
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creo vislumbrar tu respuesta. ;Por qué crees que «Gaussianos» tiene tanto éxito? Yo te voy a dar mi
opinién, conociéndote un poquito ya: en tus articulos se siente que eres una auténtico apasionado de las
matemdticas y su historia ;jverdad?

51, reconozco que asi es. Yo quizas he tardado mucho en valorar todo esto, quizds porque
cuando era joven resultaba muy complicado acceder a ciertos textos en los que se pusieran de
manifiesto los logros obtenidos por los matematicos desde un punto de vista divulgativo. Por
eso, en mi caso, hasta que no estuve ya en la Universidad de Granada, no tuve acceso a textos
tan especializados, pero desde entonces sigo enganchado y me encanta leer y aprender sobre
este tema. Yo creo que el éxito (si se le puede llamar asf) de «Gaussianos» y la masiva aceptacion
que siempre ha tenido en el mundo de la divulgacién ha sido precisamente por la pasién que he
puesto y que pongo, en general, en la vida, y en particular en las matematicas. He hablado de
resultados sencillos y muy complicados, con menor o mayor acierto, pero siempre poniéndole
muchisimas ganas. Siempre he pensado en cémo deberia contar las cosas para que les resultara
atractivo y ameno incluso a aquellos que no sabian demasiado sobre lo que estaba contando, .

— Bueno, yo he de decirte que cuando ponemos un reto en el grupo de Telegram, (para quien no lo sepa,
en dicho grupo nos juntamos comparfieros, digamos, con inquietudes matemdticas afines, algunos dirian
«frikis» [Risas], gente con un talento desbordante, unos profesores de universidad, otros de secundaria,
estudiantes, opositores, etc, y nos planteamos retos y presentamos soluciones a los mismos), yo personal-
mente puedo dar fe que cuando aceptas meterte en algiin problema de los que se proponen, participando
muchas veces incluso de forma muy activa, disfrutas con las propuestas que se hacen, en multitud de
casos intervienes efusivamente en las conversaciones que se generan en torno a dichos problemas y hasta
propones nuevas alternativas y ampliaciones de dichos retos.

Reconozco que ultimamente no he podido participar en todos los retos como me hubiera
buscado por lo apretado de mi tiempo libre, pero he de admitir que, aunque no lo haya hecho,
siempre he procurado leeros linea a linea, porque me interesan los temas que tratais, las pro-
puestas que hacen los comparieros, etc. Yo reconozco que he sido en ese sentido muy egoista
con respecto a «Gaussianos», porque lo he utilizado como via de aprendizaje en mi propio be-
neficio. Admito que cuando acabé la carrera habia multitud de temas que desconocia, y el blog
me permitié que investigara y a la vez aprendiera con él, hasta llegar incluso a conocer en la
actualidad algunos de esos temas en profundidad.

— ¢Con quien te gustaria colaborar? Lo mismo, nos lee 0 nos ve y se anima con esta invitacion que
hacemos.

Pues, como te he dicho antes, afortunadamente a dia de hoy creo que no tengo ningtin ma-
tematico con nombre y apellidos con el que no haya tenido la suerte de haber colaborado ya.
Conozco muchos y muy buenos mateméticos a los que en su dia brindé la posibilidad de que
nos contaran en el blog su experiencia tanto en investigacién, docencia, divulgacién o simple-
mente su dia a dia, y afortunamente siempre han aceptado mi invitacién. Hombre, ;gente de
fuera del pais? Pues si alguno de los cracks que has citado antes quisiera colaborar conmigo,

. iméaginate a Terry Tao ... [Risas] Tao ahora mismo es jDIOS! Como se interese por algiin
tema, seguro que saca algo provechoso de ello ... Ademads, él también tiene su blog, y aunque,
evidentemente, no puedo acercarme ni de lejos a cualquier tema en los que esté metido, seria
un lujo poder colaborar con él de manera conjunta.

— Ademds, Tao es un tio superactivo. Hace poco me ponia en contacto con uno de sus doctorandos
y ayudante precisamente por recabar informacion para un libro que escribo (que por cierto llevo afios
haciéndolo sin darlo por finalizado, pero bueno) sobre la hipétesis de Riemann, y precisamente su ayudante
me decia que el tio no para, dirige un monton de tesis doctorales todos los afios, escribe, posiblemente sea
uno de los que mds cerca estdn de la demostracién de la hipdtesis que he citado antes, y, en definitiva,
literalmente jno para! Ademds, desde pequefiito se podia intuir en lo que se ha convertido ... Bueno, es
que deciamos precisamente en el grupo de Telegram que «Ino, serd lo quiera ser, y llegard hasta donde él
quiera».
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De todo por lo que se interesa acaba sacando algo positivo y provechoso. Posee una mente
privilegiada y es muy activo en todo en lo que se involucra. Bueno, iba a cometer el error de
decir «muy activo en su campo», jsu campo es toda la matematica! [Risas] Pues resumiendo,
con gente del calibre de Tao estaria encantado de poder cumplir ese deseo de poder colaborar
en algtn proyecto de divulgacién, o bien desde un punto de vista conjunto, o que se pusiera en
contacto conmigo porque estuviera interesado en escribir algo en mi blog.

— Bueno, nosotros hemos lanzado la invitacién, ahora que Tao se anime y se moje . .. [Risas]

jEso! A ver si entre la tesis vigésimocuarta y vigésimoquinta encuentra un par de dias y
escribe algo conmigo ... [Risas]

— Bueno Miguel Angel, ;te he apretado mucho las clavijas?

iNoooo! [Risas] La verdad es que he pasado un rato muy bueno charlando contigo; he estado
muy a gusto, cosa que ni dudaba siquiera. Tenfa claro que la cosa iba a transcurrir de manera
muy amena, como asi ha sido. Queria agradecerte que hayas pensado en mi, sobre todo para
empezar este ciclo de entrevistas o videoentrevistas que quieres llevar a cabo. Y espero que
a todos los que nos lean y nos vean les resulte esta charla interensante. Comentar también a
ese publico que, para cualquier cosa que consideren oportuna, pueden ponerse en contacto
conmigo a través de distintas vias como el blog, redes sociales y demas.

— Pues por mi parte, Miguel Angel, agradecerte enormemente que hayas accedido a concederme esta
entrevista en este formato. Que ha sido un lujo y un placer contar contigo. Que disfrutamos diariamente
de tu presencia en «Retos Matemdticos», y que es una pasada poder presumir de ser compafiero tuyo.
Muchisisimas, muchisimas gracias por tu presencia y un fuerte abrazo.

Gracias a vosotros y hasta pronto.

Enlaces de interés

- Blog «Gaussianos»: https://www.gaussianos.com/

— Twitter: https:/ /twitter.com /gaussianos.

— Instagram: https:/ /www.instagram.com/gaussianos/
— Facebook: https:/ /www.facebook.com/gaussianos/

— Youtube: https://www.youtube.com/gaussianosblog

— Pinterest: https:/ /www.pinterest.es/gaussianos/
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