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Resumen

En este artículo se plantea un problema sobre tangencias propuesto por nuestro amigo
y compañero Juan José Isach Mayo que sirve de excusa para revisar distintas teorías sobre
construcciones como la inversión o las transformaciones de Möbius en el plano complejo.
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Abstract

In this article, it is presented a problem about tangencies proposed by our friend and co-
lleage Juan José Isach Mayo that serves as an excuse to review different theories about cons-
tructions such as inversion or Möbius transformations in the complex plane.

Keywords: tangent circles, inversion, Möbius transformation.

1. Enunciado
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Sobre un cuadrante de circunferencia de radio unidad se
construye la siguiente figura, en la que E, F y J′ son los pun-
tos medios de los segmentos AD, AB y CD, respectivamente, la
curva que pasa por A, H y J es un arco de circunferencia, siendo
H el centro del cuadrado ABCD:

1. Calcúlese la sucesión de radios {vn}n∈N de la sucesión de
circunferencias de centros {Vn}n∈N.

2. Demuéstrese que la sucesión de centros {Vn}n∈N se en-
cuentra sobre una cónica y determínese.
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2. Solución mediante inversión (I)

Se ha modificado el enunciado original sustituyendo el radio unidad por un radio R con
el fin de utilizar segmentos en lugar de números. Esta práctica habitual es útil para que las
fórmulas que se van obteniendo en el problema sean homogéneas, ya que todas las cantidades
muestran su dimensión (véase Pedret Yebra, 2006, y García Capitán, 2006).

1. Si prolongamos CE hasta cortar a AB en K, resulta que KB = 2R y BC = R, de donde
CK =

√
5R y entonces como, por potencia de un punto respecto de una circunferencia, CJ ·

CK = CB2 = R2, resulta que

CJ =
R2
√

5R
=

R√
5
=

√
5R
5

=
1
5
· CK .

En consecuencia, si X e Y son las proyecciones del punto J sobre las rectas que contienen CD
y CB respectivamente, resultará que

CX =
2R
5

y CY =
R
5

.

Si el punto L es el simétrico de C respecto de D, y Q es el punto medio del segmento LD,
resulta obvio que

QA = QK = QH =

√
5R
2

.

Veamos también que QJ =
√

5R
2 . En efecto, utilizando el el teorema de Pitágoras en el trián-

gulo △QJY,

QJ2 = QX2 +YJ2 =

(

3R
2

− 2R
5

)2

+

(

R
5

)2

=
121R2

100
+

4R2

100
=

5R2

4
.

Para resolver el ejercicio se recurre a una inversión con centro el punto B que intercambie
los puntos A y K, y las circunferencias con diámetros (KB) y (AB) en las perpendiculares a
la recta que contiene AB que pasan por los puntos A y K (pueden utilizarse otras inversiones
alternativas). En dicho caso, la potencia k de dicha inversión debe cumplir

k2 = BA · BK = R · 2R ⇒ k =
√

2R .
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148 | Revista “Pensamiento Matemático” Volumen XIII, Número 1, Abr’23, ISSN 2174-0410

mailto:garciacapitan@gmail.com
mailto:miango@gmail.com
mailto:antoniorobert.martinez@murciaeduca.es
mailto:juanlcast@gmail.com


A vueltas con las tangentes
Francisco Javier García Capitán, Miguel Ángel Pérez García-Ortega,

Antonio Roberto Martínez Fernández y Juan Luis Castaño Fernández

bcA bcF bc

B
bc

K

bcCbc
D

bcE

bc
J

bc

H

bcL bc
Q

bc
P

Figura 2

bcA bc
B

bcCbcD

bcE

bc

F

bc
J

bc

H

bc
K

bcL bc
Q

bc W1

bc W2

bc

V1

bc
V2

Figura 3
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Por otro lado, si el punto P es uno de los puntos de corte de las circunferencias
(

Q,
√

5R
2

)

y

(B,
√

2R)1, como

BQ2 = BC2 + CQ2 = R2 +
9R2

4
=

13R2

4
=

5R2

4
+ 2R2 ,

el triángulo △BPQ es rectángulo, es decir, ambas circunferencias resultan ortogonales, y por

lo tanto la circunferencia
(

Q,
√

5R
2

)

será fija mediante la inversión respecto de la circunferencia

(B,
√

2R).

Ahora la inversa de la circunferencia (V1, v1) inscrita en el triángulo curvilíneo BJH será la

inversa de una circunferencia
(

W1, w1 = R
2

)

tangente a las rectas que contienen KL y AD y a la

circunferencia que une los puntos A, H y J, esto es, la circunferencia (Q, 5).

El radio v1 se puede obtener con la fórmula

v1 =
w1k2

BW2
1 − w2

1
=

R
2 · 2R2

(

3R
2

)2
+
(

R +
√

5R
2 + R

2

)2
−
(

R
2

)2 =
2R

11 + 3
√

5
.

De la misma forma podemos obtener todos los radios:

vn =
wnk2

BW2
n − w2

n
=

R
2 · 2R2

(

3R
2

)2
+
(

R +
√

5R
2 + (2n − 1) R

2

)2
−
(

R
2

)2 =

=
2R

7 +
√

5 + 2(1 +
√

5)n + 2n2
.

2. Siendo VnF = R
2 + vn y Vn A = R − vn, se tiene que Vn A + VnF = 3R

2 , por lo que resulta que
todos los centros Vn están sobre una elipse E con focos F y A, y con eje mayor 3R

2 (figura 4).
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Figura 4. La elipse E (en azul claro) marca la trayectoria
de los centros de circunferencias tangentes buscadas.

3. Solución mediante inversión (II)

1. Fijemos unos ejes rectangulares de coordenadas centrados en A y tales que B = (1, 0) y
D = (0, 1). Consideremos la inversión con respecto a la circunferencia C de centro B y radio

1 En general se denota (X, r) a la circunferencia de centro el punto X y radio r.
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AB = 1 y denotemos, como es habitual, por X′ al inverso de un punto X 6= B con respecto a la
circunferencia C .

Entonces se tiene que:

i) La circunferencia (rosa) AHB se transforma en la recta AD.

ii) La circunferencia (marrón) DJB se transforma en la recta FH.

iii) El inverso del punto J es el punto J′ de la imagen. En efecto: para hallar el inverso de J
tomamos la perpendicular a BJ que pasa por J, que es la recta EJ 2 y hallamos tomamos
uno de los puntos de intersección de esta perpendicular con la circunferencia de inversión,
como por ejemplo C. Ahora se toma la tangente por C a la circunferencia de inversión, que
es la recta CD, y entonces el inverso de J será la intersección de esta tangente con la recta
BJ, punto que es J′, que es lo que queríamos ver.

iv) El inverso del punto H es el punto D. Esto se deduce fácilmente de la igualdad BH · BD =√
2

2 ·
√

2 = 1.

v) El inverso del punto F =
(

1
2 , 0
)

es el punto F′ = (−1, 0) es el punto . Como antes, se

deduce de la igualdad BF · BF′ = 2 · 1
2 = 1.

vi) De iii), iv) y v) deducimos que la circunferencia (verde) CH que pasa por A, H y J se
transforma en la circunferencia C ′

H que pasa por los puntos A, F y D (y también por J′).

Además, las circunferencias (Vn) se transforman en las circunferencias tangentes (V′
n), todas

ellas de radio 1
4 . Véase la figura 5.
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Figura 5. Aplicando inversión al problema.

2 En efecto: según la notación de la figura 6, la semejanza de los triángulos rectángulos CDE y HPJ′ nos da la igualdad
de ángulos ∡PJ′H = ∡ECD = α y ∡HPJ′ = ∡CJ′P = β. Al ser α + β = π

2 , deducimos que ∡J′ JC = π
2 , con lo que

BJ′ ⊥ EC = EJ.

Volumen XIII, Número 1, Abr’23, ISSN 2174-0410 Revista “Pensamiento Matemático” | 151

mailto:garciacapitan@gmail.com
mailto:miango@gmail.com
mailto:antoniorobert.martinez@murciaeduca.es
mailto:juanlcast@gmail.com


Francisco Javier García Capitán, Miguel Ángel Pérez García-Ortega,
Antonio Roberto Martínez Fernández y Juan Luis Castaño Fernández Juegos y Rarezas Matemáticas

A B

CD
α

αβ

β
E

J′

H P

J

F
bc bc

bc bc

bc bc bc

bc

bc

bc

bc

Figura 6. Las rectas BJ′ y EC son perpendiculares.

Para hallar el radio ρ de la circunferencia C ′
H podemos aplicar el teorema de Pitágoras al

triángulo rectángulo ADF, de donde obtenemos que ρ =
√

5
4 . El punto de corte de C ′

H con la

recta x = 1
4 es T′

0 =
(

1
4 , 1

2 + ρ
)

=
(

1
4 , 2+

√
5

4

)

. Así, se obtiene fácilmente que las coordenadas de

los centros V′
n de las circunferencias inversas de (Vn) resultan

V′
n =

(

1
4

,
Φ + n

2

)

,

donde Φ = 1+
√

5
2 es el número de oro.

Ahora usamos la relación que nos dice cómo se transforma el radio de una circunferencia
bajo una inversión con respecto a una circunferencia de centro O y radio k. Concretamente, se
tiene que el radio r′ de una circunferencia inversa de una circunferencia con centro M y radio r
que no pasa por el centro de inversión viene dado por

r′ =
r · k2

|OM
2 − r2|

.

Particularizando en nuestro caso, tendremos que

vn =
1
4

∣

∣

∣
BV′

n
2 − 1

16

∣

∣

∣

.

Por el teorema de Pitágoras, tenemos que

BV′
n

2
= MB

2
+ MV′

n
2
=

9
16

+
(Φ + n)2

4
,

luego

BV′
n

2 − 1
16

=
1
2
+

(Φ + n)2

4
,

y los radios de las circunferencias (Vn) valen

vn =
1

2 + (Φ + n)2 .
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2. Observemos en primer lugar que aunque los puntos V′
n están alineados, los puntos Vn no

tienen por qué estar sobre una circunferencia. Usando que la circunferencia (Vn) es tangente
exteriormente a la circunferencia (F) y tangente interiormente a la circunferencia (A), se tiene
que

AVn + FVn = (1 − vn) +

(

1
2
+ vn

)

=
3
2

,

por lo que los puntos Vn están sobre la elipse E cuyos focos son A y F y que pasa por B (véase
la figura 7).
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Figura 7. Condiciones de tangencia y lugar geométrico que describen los puntos Vn.

Nótese que para resolver este apartado no ha hecho falta conocer el valor concreto de vn
calculado en el apartado 1.

4. Solución mediante inversión (III)

1. Considerando la inversión con respecto a la circunferencia (B) cuyo radio es b = 1, se verifica
que:

1) La circunferencia (F) se transforma en la recta AD.

2) La circunferencia (A) se transforma en la recta FH.

3) La circunferencia (K) se transforma en la circunferencia (G), cuyo radio es g =
√

5
4 , ya

que:

i) El punto A se mantiene fijo, por estar situado sobre la circunferencia de inversión.

ii) El punto H se transforma en el punto D, pues:

BD =
√

2 =
1
√

2
2

=
b2

BH
.

iii) El punto J se transforma en el punto J′, pues, como CE⊥BJ, los triángulos rectángu-
los CJB y J′CB son semejantes y, por tanto:

BJ
b

=
BJ
BC

=
BC
BJ′

=
b

BJ′
=⇒ BJ′ =

b2

BJ
.
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4) La sucesión de circunferencias (Un)n∈N, cuyo radio común es

u =
AF
2

=
1
4

,

se transforma en la sucesión de circunferencias (Vn)n∈N. Además, como, para cada n ∈ N,

MU2
n =

(

1
2
+

√
5

4
+ (2n − 1)u

)2

=

(

1
2
+

√
5

4
+

2n − 1
4

)2

=

(

n + Φ

2

)2

,

siendo Φ el número de oro, entonces, para cada n ∈ N, se verifica que:

vn =
b2u

|BU2
n − u2| =

b2u
|MU2

n + (3u)2 − u2| =
b2u

|MU2
n + 8u2| =

=
1
4

(

n+Φ

2

)2
+ 1

2

=
1

(n + Φ)2 + 2
.

2. Considerando el sistema de referencia cartesiano de ejes rectangulares con origen en el punto
B y eje de abscisas en la recta AB, como, para cada n ∈ N,

(Un) ≡
(

x +
3
4

)2

+

(

y − n + Φ

2

)2

=
1

16
,
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entonces, para cada n ∈ N,

(Vn) ≡
(

(n + Φ)2 + 2
)

x2 +
(

(n + Φ)2 + 2
)

y2 + 6x − 4(n + Φ)y + 4 = 0 ,

y, por tanto, para cada n ∈ N,

Vn =

(

− 3
(n + Φ)2 + 2

,
2(n + Φ)

(n + Φ)2 + 2

)

.

Finalmente, como para cada n ∈ N se verifica que

AVn + FVn =

√

(

− 3
(n + Φ)2 + 2

+ 1
)2

+

(

2(n + Φ)

(n + Φ)2 + 2

)2

+

+

√

(

− 3
(n + Φ)2 + 2

+
1
2

)2

+

(

2(n + Φ)

(n + Φ)2 + 2

)2

=

=
(n + Φ)2 + 1
(n + Φ)2 + 2

+
(n + Φ)2 + 4

2
(

(n + Φ)2 + 2
) =

3
2

,

entonces el lugar geométrico que describe la sucesión de puntos {Vn}n∈N es la elipse E cuyos

focos son los puntos A = (−1, 0) y F =
(

− 1
2 , 0
)

y cuya suma de distancias es igual a 3
2 .

5. Solución mediante transformaciones de Möbius

A B

CD

E

F

H

J

J′

V1

V2

V3
V4

Figura 9. Esquema del problema.

Las circunferencias buscadas {γn}n∈N, con centros en los puntos {Vn}n∈N y radios respecti-
vos {vn}n∈N, son todas tangentes a la circunferencia con centro en A y radio 1 y a la circunferen-
cia con centro en F y radio 1

2 . En esta propuesta de solución vamos a buscar una transformación
de Möbius que convierta dichas circunferencias en rectas paralelas (véase Schwerdtfeger, 1979,
§ 2).

Identificamos el plano euclidiano con C, y tomamos un sistema de referencia verificando

zA = 0 , zB = 1 , zD = i .
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Sea G el punto simétrico de B respecto de A, o sea, tal que su afijo sea zG = −1 (véase la
figura 10). Buscamos una función ϕ definida por

Ĉ ∋ z → ϕ(z) :=
az + b
cz + d

∈ Ĉ , a, b, c, d ∈ C , ad − bc 6= 0 ;

y verificando, por ejemplo,

ϕ(zA) = ϕ(0) = 0 = zA , ϕ(zB) = ϕ(1) = ∞ , ϕ(zG) = ϕ(−1) = −1 = zG .

ℜ

ℑ

A BFG

D

J

H

0,2

Figura 10. Elementos importantes del problema.

Si imponemos las dos primeras condicio-
nes,

ϕ(0) = 0 =⇒ b = 0 ,

ϕ(1) = ∞ =⇒ d = −c ;

y de momento, sabemos que ϕ ha de ser de
la forma

ϕ(z) =
az

c(z − 1)
.

Además, imponiendo también la condi-
ción restante,

ϕ(−1) = −1 =⇒ −a
−2c

= −1 =⇒ a
c
= −2 .

Por tanto, la función ϕ buscada es

ϕ(z) = − 2z
z − 1

,

y su inversa

ϕ−1(z) =
z

z + 2
. (1)

Aplicamos la transformación ϕ a los puntos3 D, H y J, y obtenemos

ϕ(zD) = ϕ(i) = −1 + i , ϕ(zH) = ϕ

(

1
2
+

1
2

i
)

= 2 , ϕ(zJ) = ϕ

(

3
5
+

4
5

i
)

= −1 + 2i .

Por tanto, la circunferencia con centro en A y radio 1 se transforma en la recta ℜ(z) =

−1, la circunferencia con centro en F y radio 1
2 en la recta ℜ(z) = 0 (el eje imaginario), y la

circunferencia que pasa por los puntos A, H y J en la circunferencia

∣

∣

∣

∣

z −
(

−1
2
+ i
)∣

∣

∣

∣

=

√
5

2
. (2)

Todo esto se representa en la figura 11, en la que denotamos al transformado de cada punto P
del problema original por P∗. En el nuevo problema equivalente obtenido es inmediato calcular
las circunferencias {γ∗

n}n∈N, transformadas de las originales. Todas han de ser tangentes a las
rectas verticales separadas una unidad, por lo que todas tienen radio 1

2 . Además, la primera
de ellas, con centro en W∗

1 , será también tangente a la circunferencia (2), y para cada n ∈ N la

3 Se omite el cálculo de las coordenadas de J, por ser elemental.
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circunferencia con centro en W∗
n+1 es tangente a la circunferencia con centro en W∗

n . A la vista
de todo lo anterior, para cada n ∈ N, los puntos W∗

n serán los afijos de los números

wn := −1
2
+

(

1 +

√
5

2
+ n − 1

2

)

i = −1
2
+

2n + 1 +
√

5
2

i .

Y si, para cada n ∈ N, denotamos

an := 2n + 1 +
√

5 , (3)

la expresión anterior se puede simplificar de la forma

wn =
1
2
(−1 + ani) .

ℜ

ℑ

B∗B∗

A∗

D∗

G∗

H∗J∗

...

V∗
1

V∗
2

V∗
3

0,5

Figura 11. Transformación de Möbius.

El siguiente paso es recuperar los centros {Vn}n∈N de las circunferencias originales. Si bien
las transformaciones de Möbius convierten rectas y circunferencias en rectas y circunferencias,
en general no preservan los centros de las circunferencias. Sea n ∈ N cualquiera, y considera-
mos la circunferencia γ∗

n con centro en W∗
n y radio 1

2 , cuya ecuación será

γ∗
n ≡

∣

∣

∣

∣

z − 1
2
(−1 + an) i

∣

∣

∣

∣

=
1
2

.

Vamos a obtener el conjugado de p := −2 respecto de dicha circunferencia, que llamaremos
qn, cuyo afijo es el punto V∗

n (algunos se representan en la figura 11), y que verifica la relación

(qn − wn)( p̄ − w̄n) =

(

1
2

)2

=⇒ qn =
1

4( p̄ − w̄n)
+ wn =

=
1

4
(

− 2 − 1
2 (−1 − ani)

) +
1
2
(−1 + ani) =
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=
1

2(−3 + ani)
+

1
2
(−1 + ani) =

=
−(12 + a2

n) + an(8 + a2
n) i

9 + a2
n

.

Dado que p = −2 y qn son conjugados respecto de la circunferencia γ∗
n, en el problema

original ϕ−1(p) y ϕ−1(qn) también serán conjugados respecto de la circunferencia buscada γn =
ϕ−1(γ∗

n). Ahora bien,
ϕ−1(p) = ϕ−1(−2) = ∞ ,

por lo que cn := ϕ−1(qn) será el centro de la circunferencia γn y su afijo será el punto Vn.
Operando,

cn = ϕ−1
(−(12 + a2

n) + an(8 + a2
n) i

9 + a2
n

)

=
a2

n − 4 + 4ani
8 + a2

n
. (4)

A partir de los resultados obtenidos procedemos a resolver los dos apartados del ejercicio.

1. La sucesión de radios {vn}n∈N viene dada, por ejemplo, por la distancia de cada punto
Vn (de afijo cn) a la circunferencia de centro A y radio 1. Por tanto, para cada n ∈ N,
aplicando las relaciones (4) y (3) obtenemos

vn = 1 − |cn| = 1 −
∣

∣

∣

∣

a2
n − 4 + 4ani

8 + a2
n

∣

∣

∣

∣

= 1 −
∣

∣a2
n − 4 + 4ani

∣

∣

8 + a2
n

= 1 − |an + 2i|2
8 + a2

n
=

= 1 − 4 + a2
n

8 + a2
n
=

4
a2

n + 8
=

4

(2n + 1 +
√

5 )2 + 8
.

2. Los puntos de la sucesión {Vn}n∈N están sobre la curva cuyas ecuaciones paramétricas se
deducen inmediatamente de la expresión (4):

ℜ(z) = t2 − 4
8 + t2

ℑ(z) = 4t
8 + t2



















, ∀t ∈ R .

Con el objetivo de identificar la curva vamos a dar una ecuación implícita de la misma.
Para ello tenemos que eliminar el parámetro t ∈ R presente en ambas ecuaciones. Proce-
demos a hacerlo completando cuadrados, con idea de eliminar el término de primer grado
de los numeradores.

(

ℜ(z)
)2

+
(

ℑ(z)
)2

=

(

t2 − 4
8 + t2

)2

+

(

4t
8 + t2

)2

=
(t2 − 4)2 + 16t2

(8 + t2)2 =

=

(

4 + t2

8 + t2

)2

=

(

8 + 2t2

2(8 + t2)

)2

;

(

ℜ(z)− 1
2

)2

+
(

ℑ(z)
)2

=

(

t2 − 4
8 + t2 − 1

2

)2

+

(

4t
8 + t2

)2

=

=

(

t2 − 16
2(8 + t2)

)2

+

(

8t
2(8 + t2)

)2

=

=
(t2 − 16)2 + 64t2

4(8 + t2)
=

(

16 + t2

2(8+ t2)

)2

.
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Tomando primero raíces cuadradas en ambos miembros de cada ecuación y sumándolas
luego,

√

(

ℜ(z)
)2

+
(

ℑ(z)
)2

+

√

(

ℜ(z)− 1
2

)2

+
(

ℑ(z)
)2

=
24 + 3t2

2(8 + t2)
=

3
2

.

Por tanto, la curva es una elipse4 de focos A y F y de semieje mayor 3
4 ,

|z|+
∣

∣

∣

∣

z − 1
2

∣

∣

∣

∣

=
3
2

.
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